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Аннотация 
В работе рассматривается алгоритм представления целых гауссовых чисел в канониче-

ской системе счисления с основанием 1iα = − , основанный на делении с остатком, синтези-
руются алгоритмы реализации основных арифметических операций над числами в рассмат-
риваемой системе счисления. 

Ключевые слова: каноническая система счисления, деление с остатком по норме. 

Введение 
Решение разнообразных задач цифровой обра-

ботки сигналов, распознавания образов, машинного 
зрения, компьютерной оптики и т. д. сводится в ко-
нечном итоге к выполнению различных операций 
над целыми числами. «То, каким образом мы вы-
полняем арифметические действия, тесно связано с 
тем, каким образом мы представляем числа, с кото-
рыми работаем» [1]. Достаточно подробные истори-
ческие обзоры возникновения и развития различных 
систем счисления, не всегда совпадающих с тради-
ционными позиционными системами счисления со 
степенным базисом, а также непосредственного 
применения их к задачам информатики приведены в 
книге Д. Кнута [1].  
Главным критерием всех алгоритмов обработки 

информации является скорость их выполнения, ко-
торая также в значительной степени определяется 
выбором системы счисления. При этом важную роль 
играет способ представления числа в выбранной 
системе счисления. Хорошо известен алгоритм оп-
ределения представления целых элементов квадра-
тичных полей в так называемых «канонических» 
системах счисления, основанный на рекуррентных 
соотношениях [2], однако для некоторых квадра-
тичных полей реализуем и другой алгоритм – алго-
ритм деления с остатком по норме. Существует 
лишь конечное множество квадратичных полей, в 
которых возможна реализация указанного алгорит-
ма. Дополнительную привлекательность такому 
подходу придаёт «вариабельность» множества цифр 
в разложении числа в системах счисления с ком-
плексным основанием, что, например, обеспечивает 
дополнительную криптостойкость системы кодиро-
вания по методу работы [3] или новые алгоритмы 
параллельного вычисления произведения больших 
целых чисел методом, описанным в монографии [4].  
В настоящей работе рассматриваются основные 

конструктивные особенности такого подхода на 
примере кольца целых гауссовых чисел и бинарной 
системы счисления с основанием  1iα = − .  

1. Основные определения 

Определение 1. Пусть ( )Q d  есть квадратичное 
поле [1]: 

{ }( ) ; , ,Q d z a b d a b Q= = + ∈  

где d – целое число, свободное от квадратов, то есть 
не делящееся на неединичный квадрат целого числа. 

Если для элемента ( )z a b d Q d= + ∈  его норма и 
след есть целые числа: 

2 2Norm( ) ( )( ) ,

Tr( ) ( ) ( ) 2 ,

z a b d a b d a db Z

z a b d a b d a Z

= + − = − ∈

= + + − = ∈
 

то этот элемент называется целым алгебраическим 

числом поля ( )Q d , в отличие от «обычных» це-
лых чисел, которые называются целыми рациональ-
ными числами [4]. 

Определение 2. Целое алгебраическое число 
A dα = ±  называется основанием канонической 

системы счисления в кольце ( )Z d  целых эле-

ментов поля ( )Q d , если любой целый элемент 
этого поля однозначно представим в форме конеч-
ной суммы 

( )

0

k z
j

j
j

z a
=

= α∑ , 

{ }0,1,..., Norm( ) 1ja I∈ = α − . 

Пара { }, Iα  называется канонической системой 

счисления в кольце ( )Z d , а I – алфавитом этой 

системы [4]. 
Известен алгоритм представления целых чисел в 

канонических системах счисления с основанием 

A dα = + , основанный на рекуррентных соотно-
шениях [2], а именно при ( )0, 2, 3 mod 4d d< ≡ для 

целого рационального числа 1 2z z z d= +  цифры 

( )ka z  его представления  
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k
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Для кольца целых гауссовых чисел, то есть для 
комплексных чисел с целыми действительной и 
мнимой частями, система счисления с основанием 

1iα = ± − была введена Питти [1]. В этом случае 
предыдущие рекуррентные соотношения принима-
ют вид 

( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )

1
1

1

0

2 , 0,
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,
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2. Алгоритм деления с остатком 
Кроме указанного алгоритма, основанного на ре-

куррентных соотношениях (1), возможно представле-
ние целых гауссовых чисел в системе счисления с ос-
нованием α  с помощью алгоритма деления с остат-
ком. Эта возможность вытекает из того, что в кольце 

( )Z i  целых гауссовых чисел из поля ( ) ( 1)Q i Q= −  
имеет место деление с остатком по норме. 

Определение 3. Говорят, что в кольце P  имеет 
место алгоритм деления с остатком по норме [5], ес-
ли на отличных от нуля элементах Pβ ∈  определена 

функция Norm( ),β  принимающая целые неотрица-

тельные значения, так, что выполняются следующие 
условия: 
• если 0β ≠  делится на α , то Norm( ) Norm( );β ≥ α  

• для любых элементов α  и 0β ≠  в P  существу-

ют такие γ  и ,r что rβ = γ ⋅α + , причём либо 

0,r =  либо Norm( ) Norm( ).rα ≥  
Следует отметить, что в случае алгоритма деле-

ния с остатком возможна неоднозначность пред-
ставления числа в данной системе счисления за счёт 
варьирования множества «допустимых» цифр. 
Действительно, рассматривая в качестве делителя 

число 1iα = − , Norm( ) 2α = , получаем, что для лю-

бого целого гауссова числа ( ) ( )Z i Q iβ ∈ ⊂  существу-

ют 0 0, ( )r Z iγ ∈ , где 0Norm( ) Norm( )r < α , такие, что 

выполняется равенство 

0 0rβ = γ ⋅ α + . (2) 

При этом числа 0 0и rγ  определяются неодно-
значно. Это обусловлено тем, что существует не-
сколько различных остатков 0r , имеющих одну и ту 

же норму. Именно: при 0Norm( ) 0r =  необходимо и 

0 0r = , но  для 0Norm( ) 1r =  0 1;r i= ± ± . 
Решив проблему неоднозначного выбора частно-

го 0γ  и остатка 0r , можно обосновать единствен-
ность представления числа в данной системе счис-
ления при использовании алгоритма деления с ос-
татком с заданным алфавитом «цифр» или 
отказаться от этой однозначности в задачах крипто-
графии [3]. 

3. Сходимость алгоритма вычисления цифр 

Нетрудно показать справедливость следующего 
утверждения.  

Лемма 1. Если ограничиться рассмотрением все-
го лишь двух остатков 0 и 1 разной нормы, то пред-
ставление числа ; ,a bi a b Zβ = + ∈  в виде (2) един-

ственно, причём, если сумма a b+  – чётная, то 

0 0r = ; если a b+  – нечётная, то 10 =r . В этом 

случае частное 0γ  определяется формулой  

( )0
0 2

rβ − α
γ = , (3) 

где 1iα = − − , или 

( ) ( )( )0 0 0

1

2
a b r i a b rγ = − − − + + − . (4) 

Пусть теперь 

0 0

0 1 1

1

;

;

.....................;

.n n n

r

r

r−

β = γ ⋅ α +
γ = γ ⋅α +

γ = γ ⋅α +

 (5) 

Ясно, что если в формулах (5) найдется такое n, 
что 0nγ = , то  

1
1 1 0...n n

n nr r r r−
−β = α + α + + α + , 

где { }0;1 ; 0;1; ...; ,kr k n∈ = то есть тогда возможно 

единственное представление числа β в системе с ос-
нованием α и алфавитом { }0;1I = . 

Для доказательства существования такого пред-
ставления сначала покажем справедливость сле-
дующего утверждения. 

Лемма 2. При делении произвольного целого га-
уссова числа ; ,a bi a b Zβ = + ∈  на число α  с остат-

ком 0 или 1, а также при делении на α  частных 

0 1, , ...γ γ  из формул (5) найдётся такое значение n, 

при котором ( )Norm 1nγ ≤ .  

Доказательство. Действительно, при 0 0r =  

( ) ( )0

1
Norm Norm

2
γ = β , то есть если 0β ≠ , то нор-

ма частного 0γ  меньше нормы делимого β . 

Если  0 1r = , то неравенство 0Norm( ) Norm( )γ < β  
равносильно условию 

( )2 21 2a b+ + > , (6) 

которое справедливо при всех ( ), Norm( ) 2,Z iβ ∈ β ≥  

кроме 2 iβ = − ±  (исключительные случаи). Для этих 

чисел частное  0γ  от деления β на число α имеет норму 

0Norm( ) Norm( ) 5γ = β = . Далее, с возрастанием номе-
ра n, норма частных убывает, и для 

12 Norm( ) 1iβ = − + γ = , а для 2 iβ = − −  

2Norm( ) 1γ = . 
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Таким образом, норма частного в неисключи-
тельных случаях всегда меньше нормы делимого, и, 
следовательно, через конечное число шагов она ста-
нет меньше либо равна 1. Во всех исключительных 
случаях показано, что через конечное число шагов 
норма частного также станет меньше либо равна 1. ■ 

 
Итак, найдётся такое значение n, при котором 

Norm( ) 0nγ = , следовательно, 0nγ = , либо 

Norm( ) 1nγ = , то есть 1;n iγ = ± ± . Для всех этих зна-

чений nγ  легко проверить, что через конечное число 

шагов появится частное 0mγ = . Поэтому из равенств 

(5) получается однозначное разложение числа β  по 

степеням числа 1iα = − : 
– для 0nγ =  

{ }
1

1 1 0... ,

0;1 ; 0;1;...; ;

n n
n n

k

r r r r

r k n

−
−β = α + α + + α +

∈ =  

– для 1nγ =  

{ }
1 1

1 1 01 ... ,

0;1 ; 0;1;...; .

n n n
n n

k

r r r r

r k n

+ −
−β = ⋅α + α + α + + α +

∈ =  

Из доказанных лемм непосредственно следует 
основная теорема. 

Теорема 1. Любое целое гауссово число 
; ,a bi a b Zβ = + ∈  можно представить единствен-

ным образом в системе счисления с основанием 
1iα = − , используя для этого цифры 0 и 1. 

Отсюда легко следует алгоритм записи целого 
гауссова числа ; ,a bi a b Zβ = + ∈  в системе счисле-

ния с основанием  1iα = −  
1. Если сумма a b+  чётная, то 0 0r = ; если a b+  

нечётная, то 10 =r . 

2. Вычисляем 0γ  по формуле (4). Если 0 0γ = , то 

алгоритм закончен; если 0 0γ ≠  и 

( ) ( )0Norm Norm 1γ > α − , то записывая 0γ  в виде 

0 0 0a b iγ = + , переходим  к пункту 1. В случае если 

{ }0 1, iγ ∈ ± ± , то для представления 0γ  используем 

следующие формулы: 
1 0i = α + α ; 2 1 0i− = α + α + α ; 

4 3 2 01− = α + α + α + α . 

Таким образом, в результате одной итерации алго-
ритма мы получаем запись числа 0 0rβ = γ ⋅ α + . На 

следующей итерации вместо числа β используется γ0. 

4. Реализация арифметических операций 
с целыми числами в системе счисления 

с основанием α  

Рассмотрим алгоритмы сложения и умножения 
целых чисел в системе счисления с основанием α . 
Каждое целое рациональное число, записанное в 

системе счисления с основанием α , можно рас-

сматривать как многочлен относительно α , коэф-
фициентами которого могут быть 0 и 1. 

4.1. Сложение 

При сложении двух чисел  в системе счисления с 
основанием α , иначе говоря, двух многочленов, по-
лучаем новый многочлен с коэффициентами 0, 1 или 

2. При этом, поскольку 3 22 1100α= α + α = , то сла-

гаемое вида 2 k⋅α  преобразуется по формуле 

( )3 2 3 22 k k k k+ +⋅α = α + α ⋅ α = α + α . (7) 

В некоторых случаях преобразование суммы двух 
чисел с использованием формулы (7) приводит к мно-
гочлену бесконечно большой степени  с повторяю-
щимся блоком коэффициентов (зацикливанию). 
Например: 

( )
( )

( )

2 2

4 3 2 2 2

2 2

2 2 2 1

2 2 2 2

2 2 .n n N

α + ⋅ α + = α + ⋅ α + =

= α + ⋅α + ⋅ α = α α + ⋅α + =

= = α α + ⋅ α + = ∈… …

 

Несложно убедиться, что рассмотренный много-
член равен нулю при 1iα = − , то есть при возник-
новении блока цифр 122 в сумме двух чисел его 
можно заменить набором 000. 
Очевидно, что любой многочлен от α , корнем 

которого является 1iα = − , также будет обращаться 
в нуль. 

Таким образом, любой «нулевой» многочлен 
должен делиться на выражение  

( ) ( ) 21 1 2 2i iα − + ⋅ α + + = α + ⋅ α + . 

Из сказанного выше следует алгоритм сложения 
двух чисел, записанных в системы счисления с ос-
нованием α . 

Алгоритм 1. 

Шаг 1. Складываем по разрядам два данных 
числа. При этом в записи суммы может присутство-
вать цифра 2, не входящая в алфавит системы счис-
ления. Тогда переходим к шагу 2, иначе получаем 
искомую сумму. 

Шаг 2.  Используем формулу (7) для каждой 2 в 
записи числа (по одному разу для каждого разряда), 
при этом в записи может появиться и цифра 3. По-
сле этого, двигаясь от нулевого разряда, находим 
первую цифру справа, большую единицы. Эта циф-
ра и все другие, стоящие слева от неё, определяют 
некоторый многочлен ( )P x . Если ( )P x  делится на 

2 2 2x x+ ⋅ +  без остатка, то считаем его «нулевым», 
если с остатком, то повторяем шаг 2, учитывая, что 

3 23 1 1101α= α + α + = . 
Если в сумме не осталось цифр больших 1, то 

получаем искомый результат. 

Пример 1. 22 110011011100α= , 

8 111000000α= .  

Найдём сумму этих чисел. 
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1) 
1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 
+ 
1 1 1 0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 2 2 0 1 1 1 0 0 
2) 
1 1 0 1 2 2 0 1 1 1 0 0 = 1 2 2 2 0 0 0 1 1 1 0 0 
Многочлен 3 22 2 2х х х+ + +  не делится без ос-

татка на многочлен 2 2 2x x+ ⋅ + , поэтому повторяем 
шаг 2): 

1 2 2 2 0 0 0 1 1 1 0 0 = 1 2 3 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0. 
(Заметим, что можно поступить иначе, а именно, 

либо в записи  1 1 0 1 2 2 0 1 1 1 0 0 заменить «нуле-
вой» блок 122 блоком 000; либо в записи 1 2 2 2 0 0 
0 1 1 1 0 0 отбросить слева «нулевой» блок 122, и, 
преобразуя оставшуюся 2, получить результат: 1 1 0 
0 0 0 0 1 1 1 0 0). 

Многочлен 2 2 3х х+ +  не делится без остатка на 

многочлен 2 2 2x x+ ⋅ + , поэтому ещё раз повторяем 
шаг 2): 

1 2 3 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 =  1 2 2 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 
0 0 

Многочлен 2 2 2х х+ +  делится без остатка на 

многочлен 2 2 2x x+ ⋅ + , поэтому получаем резуль-
тат 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 = 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0, то 
есть  30 110000011100α= . 

4.2. Умножение 

Поскольку «алфавит» системы счисления с осно-
ванием α  состоит из цифр 0 и 1, то умножение чи-
сел а и с в этой системе счисления сводится к сло-
жению m чисел, где m – количество единиц в записи 
числа с. Складываемые числа получаются из числа а 
следующим образом. При умножении числа на 1, 

стоящую в разряде, соответствующем nα , к записи 
числа а справа добавляется n нулей. Числа, полу-
ченные при умножении на единицы некоторых раз-
рядов, складываются последовательно по два числа 
в соответствии с алгоритмом сложения. 
Пример 2.  
4 111010000α= ,  

3 1101α= .  
Найдём произведение этих чисел. 
111010000 
х            1101 
    111010000 
+  11101000000 
    11212010000 = 122110010000 = 110010000 
+    111010000000 
      111120010000 = 122100010000 = 100010000 
Таким образом, 12 4 3 100010000α= ⋅ = . 

4.3. Инверсия знака 

Для получения алгоритма изменения знака чис-
ла, записанного в системе счисления с основанием 
α , докажем лемму. 

Лемма 3. Если целое рациональное число β  

представлено в системе счисления с основанием 
1iα = −  в виде  

{ }
0

, 0,1 ,
n

j
j j

j

a a
=

β = α ∈∑  (8) 

то 4 1 0la + =  и 4 2 4 3l la a+ += , где 0
4

n
l  ≤ ≤   

. 

Доказательство. Формулу (8) можно записать 

так ( )
4

4 3 2 1 0
4 3 4 2 4 1 4 0

0

n

l
l l l l

l

a a a a

 
  

+ + + +
=

β = α α + α + α + α∑  

или 

( ) ( ) ( )(
( ) )

4

4 3 4 2
0

4 1 4 0

4 2 2 2

1 .

n

l

l l
l

l l

a i a i

a i a

 
  

+ +
=

+ +

β = − + + − +

+ − +

∑
 (9) 

Известно [1], что любое целое рациональное β 
можно однозначно представить в системе счисления 
с основанием -4, используя цифры 0,1,2,3: 

( )
0

4
m

j

j
j =

β = β −∑ . (10) 

Покажем, что в равенстве (9) за счёт выбора 
цифр 4 3 4 2 4 1 4, , ,l l l la a a a+ + +  скобка  

( ) ( )( ( ) )4 3 4 2 4 1 4 02 2 2 1l l l la i a i a i a+ + + ++ + − + − +  

может принимать любое значение из множества 

{ }0,1,2,3 . Действительно, полагая 4 1 0la + =  и 

4 2 4 3l la a+ += , имеем  

( ) ( )( ( )
)

4 3 4 2 4 1

4 0 4 3 4 0

2 2 2 1

2 .

l l l

l l l

a i a i a i

a a a

+ + +

+ + +

+ + − + − +

+ = +
 

Здесь, придавая значения 0 и 1 коэффициентам  4la  

и 4 3la + , получаем любое из необходимых значений 

суммы { }4 3 4 02 0,1,2,3l la a+ ++ ∈ . 

Таким образом, (9) можно рассматривать как 
представление β  в системе счисления с основанием 
-4, то есть мы доказали существование таких цифр 

4 3 4 2 4 1 4, , ,l l l la a a a+ + + , при которых имеет место (9), а 
значит и (8). В силу того, что представление (8) в 
системе счисления с основанием α - единственно,  
лемма доказана. ■ 
С помощью доказанной выше леммы, а также 

условия равенства нулю суммы противоположных 

чисел 
0

n
j

j
j

a
=

β = α∑  и 
0

k
l

l
l

b
=

−β = α∑ , получается сле-

дующий алгоритм изменения знака числа.  

Алгоритм 2. 
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Шаг 1. Если 0 0a = , то 0 0 1 1 0, 2b a b a j= = = = =   

и переходим к шагу 2, иначе 0j = , и переходим к 

Шагу 3. 

Шаг 2.  
2.0. Если j  больше длины числа β , то работа 

алгоритма завершена.  

2.1. Если 0ja = , то 

1 1 0, 2j j j jb a b a j j+ += = = = = + , и переходим к Шагу 

3.  

2.2. Если 1ja = , то 

( )1 1 2 21, 1 mod2 ,j j j j j jb a b a b a+ + + += = = = ≡ +  

3 3 0, 4j jb a j j+ += = = + ,  

и переходим к Шагу 2. 

Шаг 3. 1 1, 0j j j jb a b a+ += = = .  

3.1. Если 0ja = ,  

то 2j j= +  и переходим к Шагу 2.  

3.2. Если 1ja = , то  

( ) ( )2 2 3 31 mod2 , 1 mod2 ,j j j jb a b a+ + + +≡ + ≡ +  

( )4 4 5 51 mod 2 , 0, 6j j j jb a b a j j+ + + +≡ + = = = + , 

и переходим к Шагу 2. 

Например, если 7 111011101 ,αβ = =  то согласно 

шагу 3, получаем  

0 1 21, 0, 0,b b b= = =  3 4 50, 0, 0b b b= = = ,  

и затем в соответствии с шагом 2: 

6 7 8 91, 0, 0b b b b= = = = .  

Работа алгоритма завершена: 

11000001 7α−β = = − . 

Заключение 
В работе подробно рассмотрены алгоритмы 

представления целых элементов (в том числе и 
обычных целых чисел) и реализации основных 
арифметических операций в кольце целых гауссо-
вых чисел.  
В отличие от метода работы [2], для представле-

ния чисел в системе счисления с комплексным ос-

нованием используется факт наличия в этом кольце 
алгоритма деления с остатком по норме.  
Предложенный подход достаточно легко обоб-

щается на случай других квадратичных расширений, 
для элементов которых есть алгоритмы деления с 
остатком по норме [5] и на случай небинарных сис-
тем счисления.  
Рассмотренный подход обеспечивает дополни-

тельную криптостойкость системы кодирования по 
методу работы [3] или новые алгоритмы параллель-
ного вычисления произведения больших целых чи-
сел методом, описанным в монографии [4]. 
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GAUSSIAN INTEGERS REPRESENTATION IN PITTI’S NUMBER SYSTEM 

P. S. Bogdanov  
S. P. Korolyov Samara State Aerospace University 

Abstract 

In this paper the algorithm of representation of Gaussian integers in a canonical numerical system 
with the basis 1iα = − , based on division with remainder is considered. Algorithms of performance 
of the basic arithmetic operations with numbers in the chosen numerical system are offered. 

Key words: canonical numerical system, norm division with remainder. 
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