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Аннотация 

Получено интегральное преобразование, описывающее параксиальное распространение 

светового пучка в градиентной среде с линейной зависимостью диэлектрической проницае-

мости от поперечной координаты. Распространение света в такой среде эквивалентно про-

хождению через призму, последующему распространению в однородной среде и повторно-

му прохождению через призму. При распространении гауссова пучка в такой градиентной 

среде его центр смещается с оптической оси по параболе в сторону более плотной среды, а 

его радиус совпадает с радиусом гауссова пучка, распространяющегося в однородной среде 

с показателем преломления на оптической оси. 
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Введение 

Для описания распространения световых полей в 

однородных средах и различных оптических систе-

мах часто используются интегральные преобразова-

ния. Наиболее универсальными являются формулы 

Стреттона–Чу [1], позволяющие определять ком-

плексную амплитуда света в любой точке, если из-

вестна комплексная амплитуда на произвольной по-

верхности (без токов и зарядов). Из формул Стретто-

на–Чу может быть получено множество других менее 

универсальных интегральных преобразований. Так, в 

однородной среде свет описывается преобразованием 

Рэлея–Зоммерфельда [2, 3]. Если расстояние от на-

чальной плоскости до плоскости наблюдения много 

больше длины волны, то это преобразование может 

быть заменено преобразованием Кирхгофа [1], кото-

рое при параксиальном распространении света стано-

вится преобразованием Френеля [1]. Если свет рас-

пространяется не в однородной 2D среде, а через оп-

тическую систему, описываемую ABCD-матрицей, то 

при параксиальном распространении комплексные 

амплитуды во входной и выходной плоскостях связа-

ны между собой ABCD-преобразованием [4]: 
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где ξ и x – поперечные декартовы координаты во 

входной и выходной плоскостях соответственно, 

k
 
=

 
2π/λ – волновое число, λ – длина волны света. В 

частности, если оптическая система – тонкая линза, 

то ABCD-преобразование принимает вид преобразо-

вания Фурье. ABCD-преобразование вызывало по-

вышенный интерес в силу своей универсальности, так 

как могло применяться для любых систем, описывае-

мых ABCD-матрицей. Множество работ посвящено 

эффективному вычислению интегралов с комплекс-

ной экспонентой, имеющей квадратичную фазу [5, 6]. 

Позже выяснилось, что такие интегральные преобра-

зования возникают и в градиентных средах. ABCD-

преобразование описывает распространение света в 

градиентном волноводе с параболической зависимо-

стью показателя преломления от поперечной коорди-

наты n(x)
 
=

 
n0

 
[1

 
–

 
x

2
 / (2a

2
)] [7–10]. В этом случае 

ABCD-матрица имеет вид: 
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где n0 – показатель преломления на оси волновода 

(x
 
=

 
0), a – показатель, характеризующий скорость 

спада показателя преломления от оси волновода к 

его краю, z – расстояние между входной и выходной 

плоскостью. 

В [11] получено решение параксиального уравне-

ния распространения для планарной неоднородной 

вдоль оптической оси градиентной среды с линейным 

профилем в виде преобразования Фурье от неизвест-

ного пространственного спектра. 

В данной работе на основе методологии работы 

[11] показано, что в 2D градиентной среде с линей-

ной зависимостью диэлектрической проницаемости 

от поперечной координаты 2 2

0
( ) (1 )n x n x= −α  в па-

раксиальном приближении распространение света 

также описывается интегральным преобразованием, 

ядро которого включает комплексную экспоненту, 

имеющую квадратичную фазу. Распространение 

света на расстояние z в такой среде эквивалентно 

прохождению через призму, сила которой пропор-

циональна z, последующему распространению в од-

нородной среде с показателем преломления n0, по-

вторному прохождению через упомянутую призму и 

дополнительному постоянному фазовому набегу, за-

висящему кубически от пройденного расстояния z. 

Показано, что при распространении гауссова пучка 

его центр смещается по параболе пропорционально 

z
2
, а его радиус совпадает с радиусом гауссова пуч-

ка, распространяющегося в однородной среде с по-
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казателем преломления n0. Ускоряющийся по пара-

боле гауссов пучок похож на пучок Эйри, ускоряю-

щийся также по параболе в 2D однородном про-

странстве [12, 13]. С помощью полученного инте-

грального преобразования найдено явное выражение 

для комплексной амплитуды пучка Эйри в планар-

ной градиентной среде с линейным профилем. Это 

решение совпадает с полученным ранее в [14]. Но в 

[14] не описан способ получения решения. Показа-

но, что пучок Эйри при согласовании его масштаба с 

градиентом линейной среды, наоборот, распростра-

няется по прямолинейной траектории. 

1. Интегральное преобразование  

для градиентной среды с линейной зависимостью 

диэлектрической проницаемости 

от поперечной декартовой координаты 

Пусть дана 2D градиентная среда с линейной за-

висимостью диэлектрической проницаемости (квад-

рата показателя преломления) от поперечной декар-

товой координаты: 

( ) ( )2 2

0
1n x n x= −α , (3) 

где x – декартова координата в плоскости, перпенди-

кулярной оптической оси z, n0 – показатель прелом-

ления на оптической оси, α – параметр изменения ди-

электрической проницаемости при удалении от опти-

ческой оси в направлениях вдоль координат x. При 

TE-поляризации уравнение Гельмгольца для ком-

плексной амплитуды света Ey, распространяющегося 

в такой среде, имеет вид: 
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где k0
 
=

 
2π/λ0 – волновое число в вакууме, λ0 – длина 

волны света в вакууме. Будем считать, что свет рас-

пространяется преимущественно в направлении оп-

тической оси, и представим амплитуду в виде: 

( ) ( ) ( ), , expE x z U x z ikz= , (5) 

где k
 
=

 
k0n0 – волновое число на оптической оси. То-

гда, пренебрегая второй производной по z, получим 

из уравнения Гельмгольца следующее уравнение: 

2
2
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∂ ∂
, (6) 

решение которого будем искать в виде: 
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где A, B, C, D, E, F – функции от z, а S – произвольная 

функция. 

Подставим это выражение в параксиальное 

уравнение Гельмгольца (6), приведём подобные 

слагаемые и с учётом произвольности функции 

S(u), получим: 
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Так как это выражение верно для любых z, при-

равняем нулю коэффициенты при подобных слагае-

мых. Получится система из шести обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка: 
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Решением первого уравнения являются функции 

вида: 

( )
( )0

2

k
B z

z B
=

+
, (10) 

где B0 – произвольная постоянная. 

Подставив (10) в третье уравнение (9) и решив 

его, получим: 

( ) 0

0

D
D z

z B
=

+
, (11) 

где D0 – произвольная постоянная. 

Подставив (11) во второе уравнение системы (9), 

получим вид функций C(z): 

( )
( )

2

0

0

0
2

D
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k z B
= +

+
, (12) 

где C0 – произвольная постоянная. 

Подставив (10) в четвёртое уравнение системы (9) 

и решив его, получим вид функций E(z): 

( ) ( )0

0

0
4

E k
E z z B

z B

α
= − +

+
, (13) 

где E0 – произвольная постоянная. 
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Подставив найденные выражения для функций 

D(z) и E (z) в пятое уравнение системы (9) и решив 

его, получим вид функций F(z): 

( ) ( )
( )

0 0 0 0

0

0
4

D z B D E
F z F

k z B

α +
= + +

+
, (14) 

где F0 – произвольная постоянная. 

Шестое уравнение системы (9) решается в раз-

деляющихся переменных. Подставим найденные 

ранее выражения для остальных функций, получим 

решение: 
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Амплитуда в начальной плоскости z
 
=

 
0 имеет вид: 
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где A 
0 
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F(0). 

Умножим начальное поле на множитель 
0 2 0 0exp[ ( ) ]iB x i E D x− − + ξ  и, проинтегрировав по 

всей числовой оси, получим: 
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Внутренний интеграл представляет собой дельта-

функцию Дирака, и поэтому 
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т.е. функция S(u) выражается через начальное поле 

следующим образом: 
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Подставляя (19) в (7) и интегрируя по переменной 

u возникающий интеграл Пуассона, получим: 

( ) ( )
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Подставляя в (20) функции (10)–(15), получим ин-

тегральное преобразование, связывающее комплекс-

ные амплитуды света в двух плоскостях, поперечных 

оптической оси: 

( )

( ) ( ) ( )

2 3

2

, exp
2 96

,0 exp d .
2 4

ik ik z
U x z

z

ik ik z
U x x

z
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π  

α 
× ξ ξ − − + ξ ξ  ∫

 (21) 

Легко видеть, что при α 
=

 
0 интегральное преобра-

зование (21) переходит в известное преобразование 

Френеля. 

В трёхмерном случае в среде с линейной зависи-

мостью диэлектрической проницаемости от попереч-

ных декартовых координат 2 2

0
( , ) (1 )n x y n x y= −α −β  

аналогичное интегральное преобразование получает-

ся перемножением преобразований (21) по обеим ко-

ординатам. 

Из (21) видно, что распространение света на рас-

стояние z в среде (3) эквивалентно прохождению че-

рез призму, сила которой пропорциональна z, после-

дующему распространению в однородной среде с по-

казателем преломления n0, повторному прохождению 

через упомянутую призму, и дополнительному по-

стоянному фазовому набегу, зависящему кубически 

от пройденного расстояния z. 

Преобразование (21) не является свёрткой, хотя и 

может быть вычислено с помощью преобразования 

Фурье. Преобразование (21) не описывает распро-

странение света в ABCD-системе (1), но его ядро так-

же является экспонентой с показателем в виде квад-

ратичной формы. Следовательно известные решения 

для однородной среды (пучки Гаусса–Эрмита, пучки 

Эйри и др.) могут быть обобщены и для среды (3), а 

известные быстрые методы вычисления интегралов с 

комплексной экспонентой, имеющей квадратичную 

фазу [5, 6], также годятся для моделирования свето-

вых пучков в среде (3). 

Заметим, что ABCD-преобразование (1) с матрицей 

(2) является точным решением параксиального урав-

нения Гельмгольца для волновода с параболическим 

распределением диэлектрической проницаемости. В 

волноводе с параболическим распределением показа-

теля преломления распределение диэлектрической 

проницаемости имеет вид полинома четвёртой степе-

ни, и можно показать, что описанным способом нельзя 

найти решение для такой среды в виде интегрального 

преобразования с ядром, состоящим из экспоненты от 

полинома четвёртой или более высокой степени. 
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Если вместо линейно-градиентной среды, в кото-

рой диэлектрическая проницаемость линейно убыва-

ет в одном направлении, задан линейно-градиентный 

волновод, в котором она убывает в двух направлени-

ях от оптической оси, то с каждой стороны оптиче-

ской оси решение уравнения Гельмгольца может 

быть описано в виде (21), но с противоположными 

значениями параметра α. В этом случае для получе-

ния интегрального преобразования, подобного (21), 

требуется рассматривать граничные условия и прово-

дить сшивку полей, расположенных по разные сторо-

ны от оптической оси. В данной работе ограничимся 

случаем, когда диэлектрическая проницаемость убы-

вает в одном направлении. 

2. Распространение гауссова пучка в двумерной 

градиентной среде с линейной зависимостью 

диэлектрической проницаемости  

от поперечной декартовой координаты 

Для примера рассмотрим распространение дву-

мерного гауссова пучка с радиусом перетяжки w: 

( )
2

2
,0 expU

w

 ξ
ξ = − 

 
. (22) 

Тогда на расстоянии z от перетяжки пучок будет 

иметь следующую комплексную амплитуду: 
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2 2
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где zR
 
=

 
kw

2
/2 – расстояние Рэлея, w (z) – зависимость 

ширины гауссова пучка от пройденного расстояния: 

( )
2

2
1

R

z
w z w

z
= + , (24) 

x0
 (z) – зависимость координаты центра (максимума 

интенсивности) гауссова пучка от пройденного рас-

стояния: 

( )
2

0
4

z
x z

α
= − , (25) 

x1(z) – зависимость координаты центра кривизны га-

уссова пучка от пройденного расстояния: 

( ) ( )
2

1 0
2

R
z

x z x z
 α

= − − 
 

, (26) 

ζ(z) – фаза Гоу: 

( ) arctan
R

z
z

z

 
ζ = −  

 
, (27) 

R(z) – зависимость радиуса кривизны волнового 

фронта гауссова пучка от пройденного расстояния: 

( )
2

1 R
z

R z z
z

  
= +  

   
,  (28) 

Φ(z) – дополнительный фазовый набег: 

( ) ( )
2 2

2 3
24

k z
z z R z

α
 Φ = −  . (29) 

Из полученных выражений (23)–(29) видно, что в 

градиентной среде с линейной зависимостью диэлек-

трической проницаемости от поперечной координаты 

(3) при параксиальном распространении гауссова 

пучка его центр смещается по параболе, пропорцио-

нально z
2
, а его радиус совпадает с радиусом гауссова 

пучка, распространяющегося в однородной среде с 

показателем преломления n0. 

Численное моделирование распространения гаус-

совых пучков в среде (3) проводилось конечно-раз-

ностным FDTD-методом решения уравнений Мак-

свелла. Рассматривалась градиентная среда с диэлек-

трической проницаемостью, которая в области моде-

лирования линейно менялась от εa
 
=

 
1 (воздух) до 

εg
 
=

 
2,25 (стекло) (рис. 1). Другие параметры моделиро-

вания были выбраны следующими: длина волны света 

в вакууме λ 
=

 
633 нм, область моделирования –

20λ 
≤

 
x

 
≤

 
20λ, 0

 
≤

 
z

 
≤

 
50λ, время моделирования – 

0
 
≤

 
t
 
≤

 
100λ/c (c – скорость света в вакууме), шаг дис-

кретизации по обеим координатам – λ/16, а по времени 

– λ/32. Диэлектрическая проницаемость в центре рав-

на ε (x
 
=

 
0)

 
=

 
(εa

 
+

 εg) / 2
 
=

 
1,625 (т.е. n0

 
=

 
1,27). Параметр 

α был подобран, исходя из условий ε (x
 
=

 
–20λ)

 
=

 εg, 

ε (x
 
=

 
+20λ)

 
=

 εa, и поэтому α 
=

 
1 / 52λ≈0,03 мкм

–1
. Ра-

диус перетяжки гауссова пучка составлял w
 
=

 
2λ, по-

ляризация – TE, т.е. E 
≡

 
(0,

 
Ey,

 
0). 

На рис. 2а показана усреднённая по времени интен-

сивность в плоскости Oxz. Светлыми точками отмече-

ны центры гауссова пучка при различных расстояниях 

z, вычисленные по формуле (25). Для сравнения на 

рис. 2б показана усреднённая по времени интенсив-

ность гауссова пучка при распространении в однород-

ной среде с показателем преломления n0
 
=

 
1,27. Из 

сравнения рис. 2а и 2б видно, что на одних и тех же 

расстояниях z радиусы гауссовых пучков совпадают, 

т.е. формула (24) описывает радиус пучка не только в 

однородной среде, но и в градиентной среде (3). 

Устремим радиус перетяжки гауссова пучка к бес-

конечности и добавим линейный градиент фазы во 

входной плоскости, т.е. при z
 
=

 
0 комплексная ампли-

туда примет вид: 

( ) ( ), 0 expU x z ik x= = β , (30) 

где β – коэффициент, характеризующий угол наклона 

плоской волны. Подставляя (30) в интегральное преоб-

разование (21), получим, что в произвольной попереч-

ной плоскости на расстоянии z амплитуда примет вид: 

( )

( )2
2 3 2

,

exp .
24 4 2

U x z

x zz z
ik x

=

  α +βα αβ  = − + − +β 
    

 (31) 

Подобно плоской волне в однородном пространст-

ве, поле (31) в среде (3) имеет постоянную интенсив-

ность. Интересной особенностью (31) является куби-

ческая зависимость фазы от пройденного расстояния z. 
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Рис. 1. Распределение диэлектрической проницаемости 

градиентной среды, линейно возрастающей от 1 (воздух, 

белый цвет, x = 20λ) до 2,25 (стекло, чёрный цвет, x = –20λ) 

а)  

б)  
Рис. 2. Усреднённая по времени интенсивность в плоскости 

Oxz гауссова пучка в среде (3) (а) и в однородной среде 

с показателем преломления n0
 = 1,27 (б) 

3. Распространение пучка Эйри в двумерной 

градиентной среде с линейной зависимостью 

диэлектрической проницаемости  

от поперечной декартовой координаты 

Пусть в начальной плоскости задана комплексная 

амплитуда пучка Эйри с ограниченной энергией [15]: 

( )
0 0

, 0 Ai exp
x x

U x z a
x x

   
= =    

   
, (32) 

где x0 – масштабирующий множитель, a – показатель 

экспоненты, ограничивающей энергию светового 

пучка. Подставляя (32) в интегральное преобразова-

ние (21), получим, что в произвольной поперечной 

плоскости на расстоянии z амплитуда примет вид: 

( )
2 3 2 3

0

2 3 3

0 0

2

2 3

0 0

2 2 2

0 2

0 00

2

2 3 2

0 00 0

1
, exp

2 6 3 4

1
exp

2 2

exp
2

1
Ai .

4

k x z
U x z i

k x kx

a
z

x k x

x z x
i k x x a a

x xkx

x z iaz

x xk x kx

  αα
= − − ×  

   

  α
× − ×  

   

    
× − α + + ×    

     

  
× + α − +  

   

 (33) 

При переходе к пучку Эйри с неограниченной 

энергией (a
 
=

 
0) все экспоненты в (33) становятся чис-

то-фазовыми, а аргумент функции Эйри – веществен-

ным. В общем случае аргумент функции Эйри зави-

сит от обеих декартовых координат x и z и легко ви-

деть, что такой пучок распространяется по параболи-

ческой траектории, как в однородном пространстве. 

Однако при согласовании параметров x0 и α, когда 
2 3

0
1/ ( )k xα = , аргумент функции Эйри теряет зависи-

мость от z, и амплитуда (33) примет вид: 

( )
0

, Ai
x

U x z
x

 
=  

 
. (34) 

Амплитуда (34) соответствует модовому решению 

уравнения (4), описанному в [16, 17]. Из (34) видно, 

что пучки Эйри, масштаб которых согласован со свой-

ствами среды, распространяются в линейно-градиент-

ной среде (3) прямолинейно (рис. 3). Рис. 3 получен 

при моделировании FDTD-методом, параметры моде-

лирования те же, что и на рис. 2, однако область моде-

лирования по оси x была расширена –40λ 
≤

 
x

 
≤

 
40λ, по-

этому параметр α был равен 1/(104λ), а параметр x0 

был равен 1/(k
2α)

1/3 
=

 
(26/π2

)
1/3λ 

≈
 
0,87 мкм. Небольшой 

изгиб траектории пучка на рис. 3 является следствием 

ограниченности пучка во входной плоскости. 

Заключение 

В работе получены следующие результаты: 

1. Получено интегральное преобразование (21), 

описывающее параксиальное распространение све-

тового пучка в планарной градиентной среде с ли-

нейной зависимостью диэлектрической проницаемо-
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сти от поперечной координаты. Показано, что рас-

пространение света на расстояние z в такой среде 

эквивалентно прохождению через призму, сила ко-

торой пропорциональна z, последующему распро-

странению в однородной среде с показателем пре-

ломления n0, повторному прохождению через упо-

мянутую призму, и дополнительному постоянному 

фазовому набегу, зависящему кубически от прой-

денного расстояния z. 

 
Рис. 3. Усреднённая по времени интенсивность в плоскости 

Oxz прямолинейного пучка Эйри в среде (3) 

2. Показано, что при распространении гауссова 

пучка в градиентной среде (3) его центр смещается по 

параболе пропорционально z
2
, а его радиус совпадает 

с радиусом гауссова пучка, распространяющегося в 

однородной среде с показателем преломления на оп-

тической оси среды (3). 

3. C помощью полученного интегрального преоб-

разования (21) и начального поля (32) получено явное 

выражение для комплексной амплитуды пучка Эйри в 

планарной среде с линейным профилем (33), которое 

совпадает с выражением, полученным в [14] другим 

способом. 
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INTEGRAL TRANSFORM FOR GRADIENT-INDEX MEDIA WITH LINEAR DEPENDENCE 
OF DIELECTRIC PERMITTIVITY ON TRANSVERSE CARTESIAN COORDINATES 
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2
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Abstract  

We have obtained an integral transform describing paraxial propagation of a light beam in gra-

dient-index media with linear dependence of dielectric permittivity on transverse Cartesian coor-

dinates. We have shown that propagation of light in such media is equivalent to passing through 

the prism, propagating in homogeneous media and again passing through the same prism. We have 

also shown that for the Gaussian beam, propagating in such media, its center is being shifted along 

a parabola, its radius is coinciding with radius of the Gaussian beam in homogeneous media. 

Key words: Gradient-index media, integral transform, ABCD-transform, paraxial Helmholtz 

equation. 
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