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Аннотация 
Исследованы условия возникновения модуляционной неустойчивости волнового пакета 

в двухмодовом световоде c экспоненциальным профилем неоднородности дисперсии груп-
повых скоростей по длине световода. Получены аналитические выражения интегрального 
инкремента усиления гармонического возмущения и других важных характеристик, опре-
деляющих динамику модуляционной неустойчивости двух взаимодействующих мод в све-
товоде с заданным типом неоднородности. 
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Введение 

Волоконно-оптическим системам с межволновым 
взаимодействием в последнее время уделяется при-
стальное внимание, что объясняется широкими воз-
можностями создания на их основе различных уст-
ройств управления лазерным излучением [1 – 5]. В 
связи с этим актуальным является анализ динамики 
распространения волновых пакетов, формируемых 
двумя однонаправленными связанными волнами, с 
учётом различных нелинейных эффектов [6, 7]. Од-
ним из таких эффектов, который может наблюдаться 
в световоде в результате проявления дисперсионных 
и нелинейных эффектов, является модуляционная не-
устойчивость (МН) квазинепрерывного оптического 
излучения при его временной модуляции [8 – 11]. В 
настоящее время к исследованию этого эффекта про-
является значительный интерес, связанный с его фун-
даментальностью, а также с возможностью создания 
на его основе различных систем управления лазер-
ным излучением. 
Развитие МН должно учитываться при генерации 

субпикосекундных импульсов в волоконных лазерах 
и усилителях. В когерентных системах связи МН мо-
жет приводить к «паразитной» амплитудной модуля-
ции сигнала и быть нежелательной. С другой сторо-
ны, МН может использоваться для решения ряда 
важных технологических задач. Прежде всего, это ге-
нерация лазерных солитоноподобных импульсов со 
сверхвысокой частотой следования (свыше 1 THz). 
Подобные генераторы могут быть использованы для 
волоконно-оптических линий связи, использующих 
солитоны в качестве носителей информации. Систе-
мы, реализующие терагерцовую последовательность 
указанных импульсов, могут быть востребованы в 
метрологических технологиях [12, 13]. Следует также 
указать, что индуцированная МН может быть исполь-
зована для создания полностью оптических логиче-
ских элементов (например, оптического волоконного 
переключателя) [14, 15]. 
В одномодовом световоде с нелинейностью кер-

ровского типа МН волнового пакета возникает за 
счёт самовоздействия только в области аномальной 
дисперсии групповых скоростей (ДГС) [16, 17]. Для 
двухмодовых волновых пакетов кроссмодуляцион-

ное взаимодействие мод [18, 19] может привести к 
МН в области частот, отвечающей нормальной ДГС. 
В последнее время большой интерес вызывает ди-
намика импульсного излучения в световодах с неод-
нородным по длине распределением материальных 
параметров [20 – 22]. Наиболее широко используе-
мым на практике типом неоднородности является 
экспоненциальный профиль ДГС [24 – 25]. В этой 
связи в настоящей работе рассмотрены особенности 
возникновения и развития МН в двухмодовых све-
товодах с неоднородностью дисперсионных пара-
метров указанного профиля. В работе с учётом дис-
персионных эффектов первых трёх порядков, куби-
ческой нелинейности, также линейной и нелинейной 
межмодовой связи исследуются условия возникно-
вения МН, получены аналитические выражения для 
интегрального инкремента усиления гармонического 
возмущения и других важных характеристик, опре-
деляющих динамику МН в неоднородном двухмодо-
вом световоде. 

Уравнения для малых возмущений 

Распространение в направлении оси z  двух взаи-
модействующих волн, формирующих единый волно-
вой пакет, при условии их фазового синхронизма, 
учёте дисперсии групповых скоростей, линейной и 
нелинейной связи волн описывается следующей сис-
темой уравнений для временных огибающих: 
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= ∂β ∂ω , lβ  и ld  – группо-

вая скорость, константа распространения и диспер-
сия групповых скоростей соответствующей волны, 

0ω  – несущая частота волнового пакета; σ  – пара-

метр линейной связи, определяемый перекрытием 
профильных функций волнового поля мод, распро-
страняющихся в световоде; cγ  и kγ  – параметры не-

линейности, определяющие фазовую самомодуля-
цию и кроссмодуляцию взаимодействующих волн 
[7, 8, 17]. 
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При записи уравнений (1) используется прибли-
жение медленно меняющихся амплитуд, хорошо вы-
полняющееся для волновых пакетов с несущей часто-
той свыше 1014 Гц и длительностью свыше 10-13 с 
(при длине керровской нелинейности, значительно 

большей 1 м, т.е. 
2 2 1

3 1мc l k lA A −
−γ + γ << ). Пренеб-

режимо малыми также считаются дисперсионные 
эффекты выше второго порядка и нелинейные эффек-
ты высших порядков (нелинейности выше кубиче-
ской, дисперсия нелинейности, рамановское саморас-
сеяние и т.д.). 
В дальнейшем будем считать, что световод обла-

дает медленно меняющейся по его длине дисперсией, 
поэтому параметры ( )l ld d z= . Система уравнений (1) 
должна решаться совместно с начальными условиями 
для временных огибающих мод Al. В данной работе 
будем использовать начальные условия A2(0) = ψA1(0), 
где значения ψ = ±1 отвечают симметричному и анти-
симметричному типам возбуждения световода.  
Если длительность вводимого волнового пакета 

достаточно велика и применимо квазимонохромати-
ческое приближение для волны накачки (т. е. пренеб-
режимо малы дисперсионные члены, что корректно 
для импульсов с начальной длительностью t0

 > 10 –9 s), 
временные огибающие Ai не зависят от времени t. С 
учётом указанных начальных условий для них могут 
быть получены точные стационарные решения сис-
темы уравнений (1): 

( )0 0( ) exp ( )l c kA z I i I z = − γ + γ − ψσ  , (2) 

где 
2

0 (0)lI A=  – интенсивность вводимого в свето-

вод излучения. Для получения условий возникнове-
ния МН в структуре рассматриваемого типа в соот-
ветствии с общей схемой решения подобных задач 
[6, 7, 16, 17] введём в амплитуду стационарного ре-
шения (2) малое возмущение ϕl

 (z, t): 
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для которого предполагается верным соотношение 

0( , )l z t Iϕ ≪ . Подставляя (3) в уравнения (1) и ли-

неаризуя их по возмущениям ϕl
 (z, t), получаем сле-

дующую систему уравнений, описывающую динами-
ку возмущений: 
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Для гармонических волновых возмущений реше-
ние уравнений (4) можно представить в стандартном 
виде: 

( , ) cos( ) sin( )l l lz t c kz t ib kz tϕ = − Ω + − Ω , (5) 

где k  и 0 vΩ = ω − ω  – волновое число и частота воз-

мущения, vω  – частота сигнальной возмущающей 
волны или спонтанного «шумового» возмущения. 

Дисперсионное соотношение и его решения 

Является стационарное решение (2) устойчивым 
либо неустойчивым к слабым возмущениям ϕl

 (z, t), 
определяется типом решения соответствующего этим 
возмущениям дисперсионного уравнения. Для его 
получения подставим выражения (5) в (4), что приво-
дит к системе четырёх однородных уравнений для 
амплитуд возмущения lc  и lb : 
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Приравнивая определитель этой системы к нулю, 
получаем искомое дисперсионное уравнение: 
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где введены следующие обозначения: 
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В общем случае решение уравнения (7) приводит к 
комплексным корням и, соответственно, к комплекс-
ным волновым числам возмущения. Неустойчивым 
решениям по отношению к малым гармоническим 
возмущениям (5) отвечают решения дисперсионного 
уравнения (7), для которых мнимая часть волнового 
числа k отлична от нуля. В этом случае возмущения (5) 
будут экспоненциально нарастать по длине световода, 
что означает неустойчивость рассматриваемых ста-
ционарных решений относительно волновых возму-
щений с частотой Ω. Области положительных значе-
ний инкремента усиления g = 2 Im K определяют час-
тотные области существования МН. 
В аналитическом виде корни дисперсионного урав-

нения (7) могут быть определены лишь для некоторых 
частных случаев. Дальнейший анализ проведём для 
ситуации, реализующейся в системах с одним волно-
ведущим каналом и в симметричных туннельно-свя-
занных световодах. В этом случае с большой степенью 
точности можно считать 1 2d d d≅ = , 1 2u u u≅ = , при 
этом параметры D1

 = D2
 = D, Гc1

 = 
Гc2

 = 
Гc, K1

 = K2
 = K 

и дисперсионное уравнение принимает вид 
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Решениями этого уравнения являются следующие 
две дисперсионные ветви: 
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Ω =

  Ω Ω= − ψσ + γ − γ − ψσ  
  

 (9) 

откуда следует, что появление второй ветви обуслов-
лено наличием межмодовой связи распространяю-
щихся в световоде волн. 

Условия и области существования МН 
В качестве примера на основе анализа соотноше-

ний (8) рассмотрим условия возникновения МН в си-
стеме двух связанных волн, распространяющихся в 
световоде с экспоненциальным распределением ДГС 
по его длине: 

0( ) exp( )d z d bz= − . (10) 

Данный тип неоднородности достаточно широко 
используется в полностью волоконных компрессорах 
оптических импульсов в связи с относительно про-
стой технологией его реализации, обеспечивающей 
получение субпикосекундных солитоноподобных 
импульсов [16, 17, 22 – 24]. 
В однородном световоде инкремент усиления для 

каждого из типов возмущений определяется выраже-
нием ( ) 2 Im ( )j jg KΩ = Ω . В неоднородном по длине 

световоде МН носит интегральный характер, поэтому 
усиление возмущения на длине световода L  должно 
определяться выражением:  

0

( ) ( , )d
L

j jG g z zΩ = Ω∫ . (11) 

Пусть в системе связанных волн отсутствует ли-
нейная связь, т.е. параметр σ = 0  и межволновая 
связь реализуется только за счёт нелинейного крос-
смодуляционого взаимодействия. В этом случае кор-
ни дисперсионного уравнения принимают вид 

( )2 2 2
02 ( 1) .

2 2
j

j c k

d d
K I

 = Ω Ω + γ − − γ 
 

 (12) 

Развитию неустойчивости отвечают неравенства 
2 0jK < . В зависимости от знака и соотношения меж-

ду параметрами, входящими в (11), возможны раз-
личные ситуации возникновения МН. Как показывает 
анализ (11), для волнового возмущения первого типа 
(j = 1), отвечающего решению K1(Ω) дисперсионного 
уравнения, МН будет существовать только в случае 
аномальной материальной дисперсии, т. е. при d < 0. 
Область параметров, отвечающих МН, в этом случае 
определяется неравенством 2

04( ) /c kd I> γ + γ Ω , а 
инкремент усиления имеет вид: 
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С учётом заданного (10) профиля ДГС после ин-
тегрирования приходим к следующему выражению 
для интегрального инкремента усиления:  
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Для возмущения второго типа (j = 2), отвечающего 
ветви K2(Ω), МН может реализовываться как при ано-
мальной, так и при нормальной дисперсии. В соответ-
ствии с (9), при аномальной дисперсии МН существует 
при выполнении условий ( ) 2

04 /c kd I> − γ − γ Ω  и 

c kγ > γ , а при нормальной – при выполнении условий 

( ) 2
04 /k cd I< γ − γ Ω  и c kγ < γ . Инкремент усиления 

для этого типа возмущения в обоих случаях определя-
ется выражением 
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= =

= Ω γ − γ − Ω
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Интегральный инкремент усиления для данного 
случая примет вид: 
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Область существования неустойчивых решений в 
рассмотренных случаях симметрична по частоте и 
включает в себя интервал частот ( ),c c−Ω Ω , где для 

возмущений первого и второго типов предельные 
частоты 
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Численный анализ 

Ниже приведены результаты численного модели-
рования основных характеристик, определяющих 
процесс МН в двухмодовых световодах с экпоненци-
альным профилем ДГС. В расчётах нами приняты: 
длина световода L = 100 м, параметр неоднородности 
b=5·10–3 м –1, групповая скорость u = 2·108 м/с, вход-
ная мощность I0

 = 1 Вт. Для параметров дисперсии и 
нелинейности используются типичные для кварцевых 
световодов значения. 
На рис. 1 представлена частотная зависимость инте-

грального инкремента усиления Gjj от частоты возму-
щения, полученная в отсутствие линейной межмодовой 
связи (σ = 0) для каждого из двух (j = 1, 2) типов волно-
вых возмущений, развивающихся в структуре. Приве-
дённые зависимости отвечают следующим значениям 
параметров: ( ) 26 2

0 ( 1) 0,625;1,025;1,425 10 с /мjd −= − ⋅ ⋅  

(кривые 1 – 3); 2 110 (Вт м)c
− −γ = ⋅  и 2 12 10 (Вт м)k

− −γ = ⋅ ⋅  

для 2 110 (Вт м)k
− −γ = ⋅  для второго типа возмущения. 

В связи с отсутствием в решениях (12) зависимости 

jK  от параметра ψ  полученные кривые справедливы 

как для случая симметричного возбуждения светово-
да, так и для антисимметричного. Из приведённых 
кривых следует, что с увеличением модуля параметра 
дисперсии d частотная область существования МН 
сужается, а максимум инкремента усиления смещает-
ся в область меньших частот возмущения. Кривые 
усиления ( )jG Ω  симметричны относительно смены 

знака Ω , и на частоте возмущения Ω = 0  усиление 
отсутствует. Величина пикового значения инкремен-
та усиления mG  не зависит от величины дисперсии, а 
определяется лишь величиной мощности падающего 
излучения 0I . При этом величина частотной области, 
где реализуется МН, и максимальное значение ин-
кремента усиления для волнового возмущения, опре-
деляемого ветвью 1( , )K zΩ , при одних и тех же пара-
метрах световода существенно больше, чем для воз-
мущения, определяемого ветвью 2 ( , )K zΩ . 
Исследуем теперь решения дисперсионного урав-

нения при наличии линейной и нелинейной межвол-
новой связи, т.е. 0σ ≠  и 0kγ ≠ . Для волнового воз-

мущения, описываемого решением 2 ( , )K zΩ , МН 
имеет место при выполнении следующих неравенств: 

2
0( ) / 4 ,c k c kI dψσ − γ − γ < Ω < ψσ, γ > γ  (18a) 

2
0/ 4 ( ) , .k c c kd Iψσ < Ω < ψσ + γ − γ γ < γ  (18b) 

В соответствии с этими соотношениями МН 
должна иметь место в следующих случаях: при ано-
мальной материальной дисперсии ( 0)d <  и ψσ > 0  

только для c kγ > γ , если же 0ψσ < , то для c kγ > γ  и 

c kγ < γ ; при нормальной материальной дисперсии 

( 0)d >  и 0ψσ >  для c kγ > γ  и c kγ < γ , если же 

0ψσ < , то только для c kγ < γ . В зависимости от со-

отношения между входящими в (18) параметрами 
возможны различные реализации МН. Проведём бо-
лее подробный анализ одной из таких возможностей. 
Будем считать дисперсию аномальной ( 0)d <  и 

0ψσ > . В этом случае МН реализуется только при 

0( )c k Iγ − γ > σ  в частотной области: 

[ ] 1
02 ( ) .c k I d −Ω < ψσ − γ − γ  (19) 

В случае 0d <  и ψσ < 0  частотный интервал МН 

зависит от соотношения параметров cγ  и kγ . Так, 

при 0( )c k Iγ − γ > σ  для частотной области получаем 

[ ] 1
02 2 ( ) .c kd I d−ψσ / < Ω < ψσ − γ − γ  (20) 

В случае k cγ > γ  имеются две возможности: при 

выполнении неравенства 0( )k c Iγ − γ < σ  МН реали-

зуется в области  

[ ] 1
02 ( ) 2 ,c k I d d−ψσ − γ − γ < Ω < ψσ /  (21) 

а при 0( )c k Iγ − γ ≥ σ  – в области 0 2 d< Ω < ψσ / .  

Аналогичный анализ может быть проведён и для 
случая нормальной дисперсии, который здесь мы 
опускаем.  

 
Рис. 1. Зависимость интегрального инкремента усиления 
от частоты возмущения в отсутствие межмодовой связи 

(σ =  0) для каждого из двух (j =  1, 2) типов волновых 
возмущений 

На рис. 2 представлена зависимость инкремента 
усиления G от частоты возмущения Ω , полученная для 
симметричного возбуждения световода ( )ψ = 1 , ано-

мальной материальной дисперсии 26 21,025 10 с /мd −= − ⋅ , 

параметрах нелинейности 2 12 10 (Вт м)c
− −γ = ⋅ ⋅   

2 110 (Вт м)k
− −γ = ⋅  и значениях параметра линейной связи 

σ = (–0,55; –0,25; 0; 0,05; 0,25; 0,85)×10 –2м –1  (кривые 
1 – 6). В зависимости от соотношения между входя-
щими в (18) параметрами возможны различные си-
туации и области возникновения неустойчивости, ка-
ждой из которых соответствуют свои кривые. При 
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σ > 0  (кривые 4 – 6) для зависимости ( )G Ω  характер-
но неравенство нулю инкремента усиления при 

0Ω = , где он достигает максимального значения. С 
увеличением σ  область существования МН смещает-
ся в область меньших частот волновых возмущений. 
Для σ = 0  (кривая 3) при Ω = 0  усиление отсутству-
ет, а область МН лежит в области частот (0, )cΩ . Ве-

личина максимума инкремента усиления mG  посто-

янна при взятых значениях σ  ввиду постоянства 
мощности 0I . При 0σ <  (кривые 1, 2) область суще-
ствования МН берёт начало не от нуля частоты воз-
мущения, а с частоты возмущения 1 0cΩ > . С увели-
чением параметра линейной связи область существо-
вания МН увеличивается для зависимостей, не вклю-
чающих значение частоты 0Ω = , и уменьшается для 
зависимостей, включающих это значение. Приведён-
ные зависимости остаются справедливыми, если рас-
сматривать антисимметричное возбуждение ( 1)ψ = −  
и поменять знак параметра линейной связи на проти-
воположный. При этом если в случае симметричного 
возбуждения световода при увеличении σ  область 
существования МН смещается на менее низкие час-
тоты возмущения, то в случае антисимметричного – 
на более высокие частоты. Полученные зависимости 

( )G Ω  полностью соответствуют проведённому выше 
анализу характера их поведения и частотных облас-
тей МН. 

 
Рис. 2. Зависимость интегрального инкремента усиления 
от частоты возмущения при симметричном возбуждении 

световода, аномальной материальной дисперсии  
и σ =  (–0,55; –0,25; 0; 0,05; 0,25; 0,85)×10 –2м –1  (кривые 1 – 6) 

На рис. 3 приведены аналогичные зависимости 
( )G Ω , полученные для симметричного возбуждения 

световода ( )ψ = 1 , нормальной материальной диспер-

сии 26 21,025 10 с /мd −= ⋅ , а также 2 12 10 (Вт м)c
− −γ = ⋅ ⋅ , 

2 110 (Вт м)k
− −γ = ⋅ . В рассматриваемом случае МН 

будет существовать лишь при σ > 0 , поэтому выбра-
ны следующие значения параметра линейной связи: 

2 -1(1,45;1,15;1; 0,85;0,25; 0,05) 10м−σ = ⋅  (кривые 1 – 6). 

Различные по характеру зависимости от σ  кривые 
G(Ω), определяющие области возникновения МН, бу-
дут разделяться зависимостью, построенной при 
σ = 10 –2м –1 (на рис. 3 эти области были разделены зави-
симостью, построенной при σ = 0). При 0 < σ < 10 –2м –1 
(кривые 4 – 6) на частоте возмущения Ω = 0 инкремент 
усиления достигает экстремального значения. С уве-
личением σ (от 0 до 10 –2м –1) область существования 
МН смещается в область больших частот волновых 
возмущений. Для значения σ = 10 –2м –1 (кривая 3) на 
нулевой частоте возмущения усиление отсутствует, 
область существования МН определяется интервалом 
частот (0, Ωc1) и для зависимости G(Ω) характерен 
единственный максимум. При σ > 10 –2м –1 (кривые 
1, 2) МН реализуется на интервале частот (Ωc1,

 Ωc2) . 
С увеличением линейной связи область существова-
ния МН смещается в область больших частот волно-
вых возмущений. 

 
Рис. 3. Зависимость интегрального инкремента усиления 
от частоты возмущения при симметричном возбуждении 

световода, нормальной материальной дисперсии  
и σ =  (1,45; 1,15; 1; 0,85; 0,25; 0,05)×10 –2м –1 (кривые 1 – 6) 

Заключение 

Проведённый анализ показывает, что динамика 
волнового пакета и условия возникновения МН во 
многом определяются величиной линейной и нели-
нейной межмодовой связи, дисперсии групповых 
скоростей и типом возбуждения световода. Важ-
ным результатом, следующим из полученных соот-
ношений, является возможность генерации ультра-
коротких импульсов в области частот, соответст-
вующей нормальной материальной дисперсии, в 
отличие от одномодовых световодов, где МН воз-
никает лишь при аномальной дисперсии. Известно, 
что развитие МН фактически вызывает генерацию 
коротких импульсов и сопровождается перекачкой 
части энергии исходных волн в спектральные ком-
поненты, частоты которых отличны от начального 
значения несущей частоты волнового пакета 
[6, 16, 17]. Во временном представлении проявле-
ние МН состоит в частичном преобразовании ква-
зистационарной волны (5) в периодическую после-
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довательность импульсов с периодом следования 
2 cT ≅ π / Ω . Отсюда ясно, что при реализации МН 

за счёт возмущения первой моды имеется возмож-
ность генерации ультракоротких импульсов, пери-
од следования которых (для стандартных значений 
параметров кварцевых световодов 

27 26 210 10 c /мd − −≅ − , ( ) -1
0 1мc k Iγ + γ ≅ ) составляет 

13
12 / (1 3) 10 c.cT −≅ π Ω ≅ − ⋅  

Это позволяет использовать для генерации ульт-
ракоротких импульсов наиболее распространённые и 
технически отработанные на сегодняшний день полу-
проводниковые лазеры, работающие в частотном 
диапазоне с mλ < 0,8µ . Для большинства современ-
ных световодов эта спектральная область соответст-
вует нормальной материальной дисперсии [6, 16, 17], 
а потому при одномодовом режиме работы указанные 
лазеры (и нелинейные световоды) не могут быть ис-
пользованы в качестве генераторов ультракоротких 
импульсов. Предложенная двухмодовая схема реали-
зации режима МН снимает эти ограничения. Отметим 
также, что кубическая нелинейность в ИК и видимом 
диапазонах практически линейно растёт с частотой 
[16, 17], поэтому значение керровской нелинейности, 
т.е. величина параметров γc и γk в видимом диапазоне 
(при прочих равных условиях), должна быть сущест-
венно выше, чем в ИК диапазоне. Следовательно, при 
реализации предложенной двухмодовой схемы гене-
рации коротких импульсов с одинаковыми парамет-
рами (длительность, частота повторения, амплитуда и 
т. д.) в УФ диапазоне частот можно использовать ис-
точники излучения значительно меньшей (по сравне-
нию с ИК областью) мощности. 
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MODULATION INSTABILITY OF WAVE PACKETS  
IN INHOMOGENEOUS TWO-MODE LIGHT GUIDES 

I.O. Zolotovskii, V.A. Lapin, D.I. Sementsov 
Ulyanovsk State University 

Abstract  
The conditions of the modulation instability of a wave packet in a two-mode fiber c exponen-

tial profile heterogeneity group velocity dispersion along the length of the fiber have been investi-
gated. The analytical expressions of the integral gain increment of harmonic disturbances, and 
other important characteristics that determine the dynamics of the modulational instability of two 
interacting modes in an optical fiber with a given type of heterogeneity were obtained. 

Key words: wave packet, intermode interaction, group-velocity dispersion, cubic nonlinearity, 
gain increment. 
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