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Аннотация 

В работе аналитически и численно показано, что непараксиальные модовые лазерные 
пучки при распространении вдоль оси кристалла испытывают периодическое изменение 
интенсивности, связанное с интерференцией обыкновенного и необыкновенного лучей.  
Для пучков Бесселя период осцилляций обратно пропорционален квадрату пространст-

венной частоты лазерного пучка и разности диэлектрических проницаемостей. Для линей-
но-поляризованного излучения происходит периодическое перераспределение энергии ме-
жду двумя поперечными компонентами, а для пучка с круговой поляризацией энергия пе-
рекачивается из исходного пучка в вихревой пучок второго порядка и обратно. Полученная 
зависимость позволяет согласовывать параметры падающего пучка с длиной кристалла для 
полного преобразования в вихревой пучок. 
Для гауссовых пучков аналогичные периодические изменения носят нелинейный харак-

тер. Моды Лагерра–Гаусса с высоким радиальным порядком в непараксиальном режиме 
демонстрируют поведение, близкое к бесселевым модам на небольших расстояниях. С уве-
личением расстояния периодичность замедляется, а сам пучок астигматически искажается.  

Ключевые слова: одноосный кристалл, модовые лазерные пучки высокого порядка, пе-
риодическое изменение интенсивности, преобразование в вихревой пучок. 

Введение 

Анизотропные вещества широко используются в 
оптике [1, 2]. Распространение лазерных мод высо-
кого порядка в среде с сильной анизотропией при-
водит к сложным поляризационно-модовым преоб-
разованиям [3 – 6].  
Наиболее заметно анизотропные эффекты прояв-

ляются для пучков Бесселя [7 – 11] в связи с особой 
структурой их пространственного спектра. Кониче-
ская структура волнового поля характерна также для 
излучения, распространяющегося в двуосных кри-
сталлах [12 – 14].  
В данной работе проводится сравнение непара-

ксиального распространения лазерных мод Бесселя и 
Лагерра–Гаусса (ЛГ) высокого порядка в одноосных 
кристаллах. Показано, что различие в поведении двух 
типов мод связано с их спектральным распределени-
ем и интерференцией обыкновенного и необыкновен-
ного лучей. Аналогичное различие в поведении мод 
Бесселя и ЛГ отмечалось ранее при периодическом 
самовоспроизведении многомодовых пучков в изо-
тропной среде [15, 16]. 
В данной работе аналитически и численно показа-

но, что при распространении вдоль оси кристалла не-
параксиальные пучки Бесселя испытывают периодиче-
скую трансформацию. Характер периодических изме-
нений зависит от типа поляризации падающего пучка, 
в частности при круговой поляризации происходят 
преобразования спинового углового момента в орби-
тальный [3 – 6].  
Аналогичное преобразование для гауссовых мод 

не столь выражено. Например, в работах [3, 17] было 
показано, что лишь половина энергии гауссова пучка 
c круговой поляризацией преобразуется в вихревой 
пучок, причём на бесконечном расстоянии. Для дос-
тижения большей эффективности преобразования ис-

пользуются каскады анизотропных устройств. В ра-
боте [11] было показано, что можно достичь большей 
эффективности преобразования для элегантных мод 
ЛГ, хотя для обычных мод ЛГ с высоким радиальным 
порядком и нулевым угловым порядком эффектив-
ность не превышает 51%. 
В данной работе мы показываем, что для обычных 

высокочастотных мод ЛГ в непараксиальном режиме 
характерно поведение, близкое к бесселевым модам, 
но только в ближней зоне дифракции. На более даль-
них расстояниях периодичность замедляется и пучок 
претерпевает астигматические искажения. 

1. Интегральный оператор распространения 
электромагнитных волн в кристалле  

В работах [18, 19] на основе разложения по плоским 
волнам был получен в компактной форме интегральный 
оператор распространения электромагнитных полей в 
кристаллах, описываемых следующими тензорами ди-
электрической и магнитной проницаемости: 
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В работе [20] этот оператор был записан в поляр-
ных координатах, удобных для описания распростра-
нения пучков с радиальной симметрией: 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

( ){ }

0

( , , )

( , , ) ( , , )

( , , )

, , exp ,

, , exp ,

exp cos d d ,

x

y

z

o o o

e e e

E z

z E z

E z

c ik z

c ik z

ik

σ≤σ

ρ θ 
 ρ θ = ρ θ = 
 ρ θ 

 = σ φ σ φ γ σ φ + 

 + σ φ σ φ γ σ φ × 

× ρσ φ − θ σ σ φ

∫∫

E

e

e

 (2) 



Особенности непараксиального распространения гауссовых и бесселевых мод… Хонина С.Н., Волотовский С.Г., Харитонов С.И. 

298 Компьютерная оптика, 2013, том 37, №3 

где векторы eo и ee, соответствующие обыкновенному 
и необыкновенному лучам, определяются значениями 
матрицы следующего вида [15]: 
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а именно: 
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Распространение обыкновенного и необыкновен-
ного лучей связано с различными направлениями: 
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Коэффициенты в выражении (2) определяются 
пространственно-частотным спектром ( , )σ φS :  
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Спектр определяется по формуле ( 2 /k = π λ  – волно-
вое число в вакууме): 
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где ( , ), ( , )x yE r E rϕ ϕ  – поперечные электрические 

компоненты электромагнитного поля во входной плос-
кости (при z = 0).  
Выражения (2) – (7) позволяют моделировать рас-

пространение произвольных электромагнитных по-
лей в кристалле в непараксиальном режиме с учётом 
происходящих при этом поляризационных преобра-
зований. 
Если входные поперечные компоненты электри-

ческого поля имеют фазовую вихревую зависимость: 
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то выражение (7) упрощается: 

( )
( )

( ) ( )0

00

,

,

( )
exp d .

( )

x

y

R
xm

m
y

S

S

E rk
i im J kr r r

E r

 σ φ
=  σ φ 

 
= φ σ λ  

∫

 (9) 

Рассматриваемые нами гауссовы и бесселевы пуч-
ки позволяют в бесконечных пределах получить ана-
литическое выражение для (9). В конечных пределах 
также можно получить приближённую аналитиче-
скую оценку. 
В частности, пусть во входной плоскости сформи-

рована мода Лагерра–Гаусса (ЛГ) с номерами (n, m): 
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0w  – радиус перетяжки гауссова пучка, ,x yp p  – по-

ляризационные коэффициенты. 
Тогда пространственный спектр (9) пропорциона-

лен модам ЛГ:  
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Если пределы ограничены, но достаточно велики 
по сравнению с радиусом перетяжки w0, то выраже-
ние (12) практически не изменится.  
Если во входной плоскости сформирована мода 

Бесселя m-го порядка: 
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Для ограниченных пучков Бесселя выражение (14) 
будет выполняться приближённо, но всё равно ос-
новная энергия будет сосредоточена около простран-
ственной частоты σ0. 
На рис. 1 приведены примеры входных и спектраль-

ных распределений для мод ЛГ и Бесселя при m = 0. Па-
раметры мод подобраны так, чтобы размер центрально-
го светового пятна был одинаковым (см. рис. 1а, б). Од-
нако спектральное распределение при этом для двух 
типов мод совершенно различное. Как видно из рис. 1в, 
для мод ЛГ спектр повторяет входную функцию, и 
энергия почти равномерно распределена в области низ-
ких частот с максимумом в нуле. Для мод Бесселя прак-
тически вся энергия в спектре (рис. 1г) находится на 
частоте, соответствующей числовой апертуре пучка. 

а)    б)  

в)    г)  
Рис. 1. Амплитуда моды ЛГ (а) и Бесселя (б) 

и соответствующие им амплитуды спектральных 
распределений (в, г) 

2. Распространение модовых пучков  
вдоль оси кристалла 

Рассмотрим одноосный кристалл, обладающий 
только анизотропной диэлектрической проницаемо-
стью (магнитная проницаемость изотропна), причём 
ось кристалла ориентирована вдоль оптической оси. 
Тогда тензоры (1) примут следующий вид: 
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Также оператор распространения (2) упрощается:  
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Как видно из (16), обыкновенный луч соответст-
вует TE-моде, необыкновенный – TM-моде.  
В отсутствие вихревой фазы (при m = 0) выраже-

ние (16) удобно записать в покомпонентном виде: 
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При круговой поляризации входного пучка y xp ip= ±  выражения (20) можно записать в виде: 
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Из (21) видно, что при круговой поляризации в 
поперечных компонентах имеет место вихревая фазо-
вая особенность второго порядка, в продольной – 
первого порядка. Причём в изотропной среде, когда 

2 1( ) ( )γ σ = γ σ , вихревые особенности второго порядка 

исчезнут.  
Вблизи оптической оси (ρ → 0) выражение (20) 

примет следующий вид: 
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Из (22) видно, что вклад продольной компоненты 
вблизи оптической оси несущественен, так как 

( )1 0
0

x
J x →→ . 

3. Моделирование распространения пучков Бесселя 

Используя выражение (19) для бесселевых пучков, 
можно получить явный вид для интенсивности на оп-
тической оси: 

( ){
[ ]( ) }

2 4 2 2

2 0 1 0

(0,0, ) | | | |

1 cos ( ) ( ) ,

x yE z k p p

kz

= + ×

 × + γ σ − γ σ 

 (23) 

где 0σ  – параметр входного бесселева пучка (13). 

Как следует из (23), значение интенсивности на 
оптической оси периодически меняется в зависимо-
сти от пройденного расстояния в связи с интерферен-
цией обыкновенного и необыкновенного лучей. Пе-
риод осцилляций определяется разностью собствен-
ных чисел и значением параметра σ0. 
В параксиальном случае (σ0 – мало) разность соб-

ственных значений принимает следующий вид [20]: 

( ) ( ) ( )2
0

2 0 1 0 2
o e o

o e

σ ε ε − ε
γ σ − γ σ ≈

ε ε
, (24) 

и период осцилляций определяется следующим вы-
ражением: 

( )2
0

2 o e
zp

o e o

d
ε ε≈ λ

σ ε ε − ε
. (25) 

Период (25) будет увеличиваться с уменьшением 
параметра σ0 и уменьшением разности показателей 
преломления для обыкновенного и необыкновенного 
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лучей. В изотропной среде (εe
 = εo) период zd = ∞ , т.е. 

осцилляций не будет. 
Ниже приведены результаты моделирования рас-

пространения пучка Бесселя нулевого порядка с 
σ0

 = 0,5 в кристалле рутила, который имеет εo
 = 6,84, 

εe
 = 6,43 на расстоянии несколько сотен микрон (дли-
на волны λ = 0,633 мкм). Пучок Бесселя ограничен 
радиусом R = 50 мкм, поэтому его модовые свойства 
сохраняются до расстояния 0/ 290b ez n R≈ σ ≈ λ . 

Заметим, что в работах [5,10] было рассмотрено вих-
ревое преобразование для бесселевых пучков в дальней 
зоне, т.е. когда уже формируется кольцевое распределе-
ние, соответствующее пространственному спектру.  
На рис. 2 показано входное распределение и про-

странственный спектр пучка, а также интенсивность на 
оптической оси. В соответствии с приведёнными па-
раметрами период осцилляций (24) dzp

 = 70 мкм, одна-
ко эта оценка была получена в параксиальном при-
ближении. Более точная величина с использованием 
выражений (17) получается меньше – dz

 ≈ 69 мкм. А 
значение, рассчитанное на основе численного интег-
рирования (18), оказывается ещё меньше – dzс

 ≈ 68 мкм 
(см. рис. 2в). Теоретические оценки оказались завы-
шенными из-за приближённости допущения (19). 

а)  

б)   

в)   
Рис. 2. Радиальное сечение амплитуды входного бесселева 

пучка (а), радиальное сечение амплитуды 
пространственного спектра (б), распределение 

интенсивности вдоль оптической оси (в) 

В табл. 1 приведены результаты моделирования 
распространения пучка Бесселя вдоль оси кристалла 

при различных типах поляризации. В первом столбце 
показано продольное распределение, во втором и 
четвёртом – поперечные сечения в плоскостях мини-
мума и максимума осевой интенсивности соответст-
венно, а в третьем столбце – в средней плоскости. 
Приведены как покомпонентные распределения, так и 
общая интенсивность.  
Для линейно-поляризованного излучения проис-

ходит периодическое перераспределение энергии ме-
жду двумя поперечными компонентами, а для пучка с 
круговой поляризацией периодически энергия пере-
качивается либо в безвихревой пучок, соответствую-
щий входному распределению, либо в вихревой пу-
чок второго порядка. Продольная компонента, как 
отмечалось ранее, содержит фазовую сингулярность 
первого порядка, однако вклад её в общую интенсив-
ность несущественен [20].  
Численные результаты показывают возможность 

высокоэффективного преобразования входного пучка 
Бесселя нулевого порядка в пучок Бесселя второго 
порядка при круговой поляризации и определённом 
согласовании параметров пучка и длины кристалла. 

4. Моделирование распространения пучков ЛГ 

Условие (22) верно для любого осесимметричного 
пучка с высокими пространственными частотами. 
Рассмотрим распространение пучков ЛГ (11) высоко-
го порядка.  
На рис. 3 показано входное распределение и про-

странственный спектр пучка ЛГ (n, m) = (63, 0) 
(w0

 = 3 мкм, λ = 0,633 мкм), а также интенсивность на 
оптической оси.  
Как видно из приведённых на рис. 3 результатов, 

моды ЛГ бесконечно долго сохраняют свою структу-
ру, т.к. пространственное спектральное распределе-
ние имеет вид входного пучка. При распространении 
пучок масштабно уширяется и, соответственно, пада-
ет интенсивность. С этим связан нелинейный харак-
тер продольного периодического изменения: значе-
ние периода, рассчитанное на основе численного 
интегрирования (18), увеличивается с ростом рас-
стояния (см. рис. 3в). Нулевые значения интенсив-
ности на оптической оси соответствуют следующим 
расстояниям: z1

 = 31 мкм, z2
 = 106,5 мкм, z3

 = 622 мкм, 
z4

 = 2000 мкм. Такое отличие поведения мод ЛГ от 
мод Бесселя отмечалось ранее при периодическом 
самовоспроизведении многомодовых пучков в изо-
тропной среде [15, 16].  
При увеличении расстояния моды ЛГ всё больше 

удовлетворяют условию параксиальности. В паракси-
альном случае (присутствует энергия только при ма-
лых σ) собственные значения (17) принимают сле-
дующий вид: 

( )

( )

2

1

2

2

,
2

.
2

o
o

o

o
o

e

σ ε
γ σ ≈ ε −

ε

σ ε
γ σ ≈ ε −

ε

 (26) 
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Таблица 1. Распространение пучка Бесселя нулевого порядка вдоль оси кристалла 

Поперечное распределение интенсивности   
в плоскости ( 25 5мкм× ) 
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а)      б)   

в)  
Рис. 3. Радиальное сечение амплитуды входного пучка ЛГ (n, m) = (63, 0) (а), радиальное сечение амплитуды 

пространственного спектра (б), распределение интенсивности вдоль оптической оси (в) 
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Тогда интенсивность на оптической оси (ρ = 0) 
можно определить на основании выражения (22): 

( )

2

24
22

0

2
2

,0

(0,0, )

exp
4 2

exp ( ) d .
2

o
x y

o

o
n

e

E z

k
p p ikz

ikz GL

∞

≈

  σ ε
≈ + × − ×

 ε  

 σ ε
×+ −  σ σ σ

 ε  

∫  (27) 

Квадратичные фазовые множители в подынте-
гральном выражении (27) играют роль сходящегося 
волнового фронта.  
Для анализа осевого распределения воспользуемся 

методикой, рассмотренной в [21], состоящей в сведении 
выражения (27) к одномерному преобразованию Фурье: 

( )

( )

2

4
22

0

2

,0

(0,0, )

1
exp

4 2 2

exp d .
2

o
x y

o

o
n

e

E z

xk
p p ikz

x
ikz GL x x

∞

≈

  ε
≈ + × −  +

 ε  

 ε
+ − 

 ε  

∫  (28) 

Таким образом, выражение (28) является интерфе-
ренцией двух одинаковых пучков различного масштаба: 

( )4
22 2

2

(0,0, )
4

1
,

2 2 2

x y

o o

o e

k
E z p p

z z

≈ + ×

    ε ε
 × Ψ   + Ψ  

   λε λε     

 (29) 

где ( )zΨ  – соответствует одномерному преобразова-

нию Фурье от функции ,0 ( )nGL x . 

В табл. 2 приведены результаты моделирования 
распространения пучка ЛГ при различных типах по-
ляризации. В первом столбце показано продольное 
распределение, во втором и четвёртом – поперечные 
сечения в плоскостях минимумов осевой интенсивно-
сти, а в третьем столбце – в средней плоскости.  
С увеличением расстояния происходит масштаб-

ное увеличение поперечного размера пучка. Для ли-
нейно-поляризованного излучения хорошо заметно 
астигматическое искажение распределения общей 
интенсивности. Для круговой поляризации это иска-
жение происходит в отдельных поперечных компо-
нентах электрического поля и не сказывается на сим-
метрии в общей интенсивности. Заметим, однако, что 
астигматические искажения приводят к распаду фа-
зовой сингулярности второго порядка на две сингу-
лярности первого порядка (см. фазовые картины в 
последнем столбце для круговой поляризации).  
Как следует из результатов моделирования, на не-

больших расстояниях моды ЛГ высокого порядка ве-
дут себя как моды Бесселя. В ближней зоне дифракции 

моды ЛГ демонстрируют существенную непаракси-
альность, которая определяется высокочастотными ха-
рактеристиками. На дальних расстояниях моды ЛГ 
подвергаются астигматическому искажению. 

Заключение 

В работе в компактной форме записан интеграль-
ный оператор распространения вихревых лазерных 
пучков вдоль оси кристалла. На основе полученного 
выражения аналитически показано, что при распро-
странении вдоль оси кристалла непараксиальные ла-
зерные пучки испытывают периодическое изменение 
интенсивности, связанное с интерференцией обыкно-
венного и необыкновенного лучей.  
В явном виде получена формула периодического 

изменения пучков Бесселя, связанная с характеристи-
ками пространственного спектра падающего пучка и 
параметрами кристалла.  
Теоретические выкладки подтверждены числен-

ным моделированием, и показана возможность пол-
ного преобразования высокочастотных лазерных 
пучков в вихревые пучки с фазовой сингулярностью 
второго порядка.  
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FEATURES OF NONPARAXIAL PROPAGATION OF GAUSSIAN AND BESSEL BEAMS  
ALONG THE AXIS OF THE CRYSTAL 

S.N. Khonina, S.G. Volotovsky, S.I. Kharitonov 
Image Processing Systems Institute of Russian Academy of Sciences 

Abstract 

It is analytically and numerically shown that nonparaxial mode laser beams propagating along 
the axis of a crystal demonstrate the periodic change of intensity connected with an interference of 
ordinary and extraordinary beams.  

For Bessel beams the oscillation period inversely proportional to a square of spatial frequency 
of a laser beam and a difference of dielectric permittivity. For the linearly-polarized radiation there 
is a periodic redistribution of energy between two transversal components, and for beams with cir-
cular polarization energy is pumped from an initial beam into the vortex beam of the second order 
and vice-versa. The received dependence allows to select parameters of an incident beam with 
length of a crystal for full transformation to the vortex beam. 

For Gaussian beams similar periodic changes have nonlinear character. Laguerre-Gaussian laser 
modes with high radial order show a behavior close to Bessel beams on small distances. With increase 
of a distance the length of a period is increasing and the beam is astigmatically deforming.  

Key words: uniaxial crystal, mode laser beams of the high order, periodic change of intensity, 
transformation into a vortex beams. 
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