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Аннотация 
Рассмотрены особенности интерференции невзаимных прямых и обратных волн в про-

дольно намагниченном ферримагнетике. Показано, что невзаимность параметров структур 
существенно влияет на характер резонансного процесса, в частности, приводит к отсутствию 
синфазности колебаний в разнесённых точках пространства, расположенных между узлами. 
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Введение 

Хорошо известно, что стоячие волны возникают при 
наложении когерентных волн, движущихся во взаимно 
противоположных направлениях. Способность накап-
ливать энергию позволяет создать на их основе резона-
торы от микроволнового до оптического диапазонов 
длин волн [1 – 3]. Физические свойства стоячих волн 
широко используются в резонаторах, например, микро-
волнового диапазона, построенных на отрезках волно-
водных структур. При подготовке специалистов по тех-
нике микроволнового и оптического диапазонов длин 
волн важно обеспечить понимание особенностей коле-
бательных процессов в резонаторах как пустотелых, так 
и заполненных различными средами (в зависимости от 
параметров сред) [4 – 7]. Вместе с тем в учебной и спе-
циальной литературе представлены только результаты 
анализа физических свойств стоячих волн в изотропных 
средах и волноводных структурах. Описания более об-
щей модели, включающей различные типы анизотроп-
ных сред, не проводится. Проведённый в данной работе 
анализ показывает, что свойства стоячих волн в невза-
имных средах, а также в структурах, обладающих не-
взаимными свойствами, имеют существенные отличия 
от стоячих волн в изотропных средах. Установлена за-
висимость положений узлов и пучностей от параметра 
невзаимности. Показано, что на колебательный процесс 
стоячей волны за счёт невзаимных свойств сред допол-
нительно накладывается волновой процесс. Нарушается 
синфазность колебаний пространственно разнесённых 
точек стоячей волны. 

1. Основные уравнения 

Рассмотрим образование стоячих волн в результате 
наложения двух однонаправленных когерентных волн 
равной амплитуды, распространяющихся во взаимно 
противоположных направлениях. В одномерном при-
ближении уравнение стоячей волны может быть пред-
ставлено в виде (для простоты примем, что начальная 
фаза каждой из волн равна нулю, φ1

 = φ2
 = 0): 
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В силу когерентности прямой и обратной волн 
(требуемой для возбуждения стоячих волн), частоты 

этих волн равны: ω1
 = ω2

 = ω. Обычно, также без ка-
ких-либо оговорок, принимается, что равны и волно-
вые числа прямой и обратной волн (k1

 = k2
 = k). Однако 

это справедливо только в частном (хотя и на практике 
весьма распространённом) случае сред и структур, 
обладающих взаимными свойствами. При наличии 
анизотропии скорость распространения волн может 
зависеть от направления их распространения, а среда 
или волноводная структура могут обладать невзаим-
ными свойствами (рис. 1). 

 
Рис. 1. Наложение прямой (k1) и встречной  
(отражённой) (k2) волн в невзаимной среде 

Такие свойства наблюдаются в структурах и сре-
дах с электрической или магнитной гиротропией па-
раметров. В этом случае сохраняется временная коге-
рентность волн, но физические свойства стоячей вол-
ны изменяются. Для невзаимных сред уравнение 
стоячей волны приобретает вид: 
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особенности стоячих волн в невзаимных структурах и 
средах и при k1

 = k2
 = k сводится к известному уравне-

нию стоячей волны (1). 
Известно, что в выражение для фазы уравнения 

стоячей волны (1) не входит координата, поэтому ко-
лебательные процессы во всех точках между бли-
жайшими узлами в областях: 

4 4
m x m

λ λ− + λ < < + λ ,  (3) 

3

4 4
m x m

λ λ+ λ < < + λ , (4)  

синфазны по отношению друг к другу (m = 0, 1, 2, …). 
Колебательные процессы для любой пары точек, 
принадлежащих различным областям (3) и (4), наобо-
рот, противофазны между собой. 

Из уравнения (2), напротив, следует, что в невза-
имных средах синфазны только колебания в точках, 
для которых выполняется соотношение: 

1 2 const
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t х

−
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Таким образом, координаты точек, в которых про-
исходят синфазные колебания, смещаются со скоро-

стью 1 2

1 2

2
s

υ υ
υ =
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, где 

1 2
,υ υ  – скорости распростра-

нения волн в прямом и в обратном направлениях. 
Расстояние между ближайшими точками про-

странства с синфазными колебаниями определяется 
соотношением: 
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В точках, где координаты удовлетворяют условию 
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достигает максимального значения 2A. В этих точках 
находятся пучности стоячей волны. Однако амплиту-
да колебаний в точках пучностей с течением времени 
меняется. Координаты пучностей определяются фор-
мулой: 
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max ,

1 2
mx m

λ λ
= ±

λ + λ
. 

В точках, координаты которых удовлетворяют 
условию: 
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колебаний равна нулю. Здесь находятся узлы стоячей 
волны, колебательный процесс отсутствует. Коорди-
наты узлов определяются соотношениями: 

1 2
min, 

1 2

1

2mx m
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. 

Таким образом, различие скоростей распростра-
нения прямых и обратных волн при их наложении 
приводит к изменению расстояний между пучностя-
ми и между узлами стоячей волны; к формированию 
дополнительного волнового процесса с фазовой ско-
ростью υs

 = 2υ1υ2
 / (υ1

 – υ2); к нарушению синфазности 
колебаний в точках, расположенных между ближай-
шими узлами. Полученные результаты показывают 
возможность использования невзаимных сред для 
управления параметрами резонансных структур, 
включающих эти среды. 

2. Резонатор с гиромагнетиком 

Рассмотрим резонатор с ферритом, подмагничен-
ным вдоль оси 0x таким образом, что вектор внешнего 
магнитного поля H0 совпадает с направлением распро-
странения волн H0

 = H0
 · ex. Длину резонатора выберем 

таким образом, чтобы его длина была равна расстоя-
нию между узлами стоячей волны. Волновые числа и 
скорости прямой и обратной волн равны [8]: 

( )1,2 ak
c

ω= ε µ ± µ , 
( )1,2

a

cυ =
ω ε µ ± µ

. 

Расстояние между узлами стоячей волны, образо-
ванной наложением прямой и обратной волн: 

( ) ( )( )1 2

4 4
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c
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+ ω ε µ + µ + ε µ − µ

. 

С учётом частотных характеристик компонент 
магнитной проницаемости частота колебательного 
процесса определяется уравнением: 

4H M H M

H H

с

l

 ω + ω + ω ω − ω − ω πω ε + =  ω + ω ω − ω 
, 

где ωH
 = γH0, ωM

 = γ · 4πMs, γ – гиромагнитное отноше-
ние, Ms – намагниченность насыщения. Связь длины 
стоячей волны λr

 = 2l и частоты (или от поля подмаг-
ничивания), определяемых параметром ωH

 /  ω, пока-
зана на рис. 2 (кривая 2), где для сравнения показана 
такая же зависимость в отсутствие гиромагнитных 
свойств (кривая 1, ωM

 → 0, ωH
 = 4πc / ε, с – скорость 

света в вакууме). 
Введение гиромагнетика приводит к существен-

ному изменению свойств структуры в области частот 
ферромагнитного резонанса. 

При ωM
 → 0 резонансная частота резонатора с 

идеально проводящими стенками, заполненного од-
нородной изотропной средой, принимает известный 
вид (µ = 1, µa

 = 0): 
2 с

l

πω =
ε

. 

Введение гиротропии приводит как к сдвигу резо-
нансной частоты (рис. 2), так и к формированию двух 
дополнительных резонансных процессов (с низкой 
добротностью) в области частот продольного ферро-
магнитного резонанса ω = ωH и поперечного ферро-
магнитного резонанса ω = ωH

 + ωM. 
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Рис. 2. Зависимость длины стоячей волны от частоты 
для изотропной (кривая 1) и гиротропной (кривая 2) сред  

Заключение 
Введение в резонаторы сред с невзаимными пара-

метрами существенно расширяет возможности резо-
нансных структур в управлении их параметрами. 
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STANDING WAVES IN NONRECIPROCAL MEDIA 
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Abstract 

The features of the interference of forward and backward waves in longitudinally magnetized 
ferromagnetic material, which is due to the Faraday effect exhibits properties of non-reciprocity. It 
is shown that the nonreciprocity parameters of structures leads to the absence of phase oscillations 
in separated points in space located between the nodes. 

Key words: interference, ferromagnetic material, properties of non-reciprocity, standing wave. 
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