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Аннотация 

Рассмотрены непараксиальные асимметричные моды Бесселя первого и второго типа, ко-
торые отличаются от обычной симметричной моды Бесселя действительным смещением по 
одной декартовой координате и чисто мнимым смещением по другой (по модулю оба смеще-
ния одинаковы). Первый и второй тип мод Бесселя отличаются только разными знаками дей-
ствительного смещения, и поэтому обладают разным орбитальным угловым моментом (ОУМ) 
(целым или дробным). При сложении или вычитании между собой двух одинаковых асим-
метричных мод Бесселя первого и второго типа получаются световые пучки с одинаковым 
целым ОУМ, равным топологическому заряду порождающей моды, и с разными поперечны-
ми распределениями интенсивности, которые зависят от величины смещения. 
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Введение 

В [1–4] рассмотрены непараксиальные асимметрич-
ные моды Бесселя (аБ-моды) и параксиальные асиммет-
ричные пучки Бесселя–Гаусса. В поперечном сечении 
этих лазерных пучков распределение интенсивности 
имеет вид полумесяца. В [5] aБ-моды исследовались 
экспериментально с помощью цифровой матрицы мик-
розеркал (digital micromirror device). В [6] по аналогии с 
[2] (вводя комплексное смещение моды Бесселя) рас-
смотрены асимметричные пучки Чебышева–Бесселя. В 
[7] предлагается применять aБ-пучки в качестве акусти-
ческих вихревых пучков. В [8] исследуются векторные 
бездифракционные пучки с дробным орбитальным уг-
ловым моментом (ОУМ), в том числе асимметричные 
(Матье и Вебера), аналогичные [2]. 

В этой работе показано, что аБ-пучки [2] порожда-
ются обычными симметричными модами Бесселя и Бес-
селя–Гаусса путём смещения аргумента функции Бессе-
ля в комплексную плоскость. Рассмотрены также асим-
метричные пучки Бесселя второго типа, отличающиеся 
от [2] типом комплексного смещения. Рассмотрены 
также суперпозиции aБ-пучков первого (I) и второго (II) 
типа, и показано, что, хотя у аБ-пучков обоих типов 
ОУМ дробный и зависит от параметра асимметрии с, у 
суммы и разности аБ-пучков I и II типа ОУМ целый и 
равен топологическому заряду моды Бесселя n при лю-
бом значении c. Отсюда следует возможность формиро-
вать непараксиальные моды с различным распределени-
ем поперечной интенсивности (симметричные или не-
симметричные) при одинаковом целом ОУМ. 

1. Асимметричные моды Бесселя II типа 

Рассмотренные ранее аБ-моды имеют вид [2]: 
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где Jn(x) – функция Бесселя первого рода n-го поряд-
ка, (r, φ) – полярные координаты, α – масштабный 
множитель, с – безразмерный коэффициент, в общем 
случае комплексный. Можно показать, что мода (1) 
порождается обычной модой Бесселя 

     1 , , 0 expnE r c J r in      (2) 

при смещении аргумента в комплексную область. 
Действительно, поле (1) в декартовых координатах 
имеет вид: 
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Комплексную амплитуду (3) можно свести к (2) 
заменой переменных: 
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В (4) параметр c будем считать для определённо-
сти положительным действительным числом. Сме-
щение моды (2) по горизонтальной оси (x) сопровож-
дается её видоизменением, так как по вертикальной 
оси (y) смещение в (4) чисто мнимое. Это изменение 
поперечной структуры интенсивности пучка приво-
дит к тому, что вместо светового кольца мода имеет 
вид слабого эллипса (с < 1), растущего полумесяца 
(с > 1) или астигматического Гауссова пучка (с >> 1). 
Из (4) видно, что по абсолютной величине и по знаку 
смещения по осям x и у одинаковы. Но, вообще гово-
ря, это необязательное требование: чтобы мода (2) 
оставалась модой, смещение по разным декартовым 
осям может быть по модулю и по знаку разное. Но в 
дальнейшем, чтобы получать с помощью суперпози-
ции двух разных мод новые моды Бесселя, ограни-
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чимся двумя модификациями пучка (1). Рассмотрим 
пучок с отрицательным значением параметра c' = –с 
(c > 0). Тогда вместо (1) получим комплексную ам-
плитуду аБ-пучка, который в поперечном сечении 
интенсивности имеет убывающий полумесяц: 
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Рассмотрим другую модификацию пучка Бесселя 
(1), когда смещения по разным декартовым осям рав-
ны по модулю, но разные по знаку: 
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тогда получим аБ-пучок II типа, который также в по-
перечном сечении интенсивности даёт растущий по-
лумесяц, но смещённый по отношению к полумесяцу 
моды (1) при одинаковых значениях с > 0: 
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В полярных координатах мода Бесселя II типа (7) 
будет иметь вид: 
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Зеркальная мода II типа для моды (8) получается 
аналогично моде (5) с помощью замены параметра с 
на –с: 
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Асимметричная мода Бесселя (9) имеет попереч-
ное сечение интенсивности в виде убывающего по-
лумесяца, такого же как у моды (5), но смещённого 
по сравнению с исходной модой (2) на другое рас-
стояние при том же значении с. 

Орбитальные угловые моменты у мод первого (1), 
(5) и второго типа (8), (9) разные: 

   1 02 2zJ I n cI c I c  , (10) 

где In(x) – модифицированные функции Бесселя, 
2

( , ) d dI E r r r    – мощность пучка. Выражение 

(10) для aБ-моды I получено в [2]. ОУМ для аБ-моды 
II получается аналогично. В (10) верхний знак выби-
рается для пучков первого типа (1), (5), а нижний 
знак – для пучков второго типа (8), (9). 

При распространении в пространстве комплекс-
ные амплитуды аБ-пучков (1),(5) и (8), (9) умножают-

ся на один и тот же множитель 2exp( 1 )ikz  . 

Чтобы получить соответствующие асимметричные 
пучки Бесселя–Гаусса первого и второго типов, надо 
комплексные амплитуды (1), (5) и (8), (9) умножить 
на Гауссову экспоненту exp(–r2/w2), где w – радиус 
Гауссова пучка. 

2. Суперпозиции асимметричных мод Бесселя 

Хотя лазерные пучки E1,2(r, , ±c) в поперечном 
сечении интенсивности дают полумесяц, суперпози-
ции таких пучков могут формировать разнообразные 
моды Бесселя, как симметричные, так и асимметрич-
ные. Рассмотрим несколько примеров таких суперпо-
зиций мод E1,2(r, , ±c). 

На рис. 1 показана интенсивность (а) и фаза (б) 
суммы двух зеркальных асимметричных мод Бесселя 
1 типа: 

     1 1, , ; , , ; , , ;E r z c E r z c E r z c       . (11) 

а)   б)  
Рис. 1. Интенсивность (а) и фаза (б) суммы двух 

асимметричных и взаимно зеркальных мод Бесселя (11) 

Параметры расчёта: длина волны  = 532 нм, топо-
логический заряд n = 3, параметр асимметрии c = 1, 
масштабный множитель  = 1/(10), размер кадра 
R = 200. Из рис. 1 видно, что результирующая мода 
имеет симметрию относительно декартовых осей, 
распределение интенсивности имеет вид эллипса, с 
небольшой неоднородностью интенсивности. 

На рис. 2 показаны интенсивность (а) и фаза (б) 
суммы (11), умноженной на Гауссову функцию. Вид-
но, что два зеркальных асимметричных пучка Бессе-
ля–Гаусса с радиусом перетяжки w = 50 при c = 3 
формируют симметричный эллиптический пучок 
почти без боковых лепестков, похожий на букву О. 

Интересно, что разность двух зеркальных асим-
метричных мод Бесселя 1 типа 

     1 1, , ; , , ; , , ;E r z c E r z c E r z c        (12) 

формирует интенсивность (рис. 3а) и фазу (рис. 3б) 
почти с осевой симметрией (слабый эллипс), и с уве-
личением на единицу топологического заряда опти-
ческого вихря на оси. Параметры те же, что и на 
рис. 1. Из рис. 3б видно, что в центре картины на оп-
тической оси формируется вихрь с топологическим 
зарядом n = 4, хотя у обеих мод в (12) топологический 
заряд равен n = 3. У суммы мод (11) также на оси фор-



Асимметричные моды Бесселя первого и второго типа и их суперпозиции Ковалёв А.А., Котляр В.В., Фахриев Р.Ф. 

Компьютерная оптика, 2015, том 39, №1 7 

мируется оптический вихрь с топологическим заря-
дом n = 3 (рис. 1б и рис. 2б). 

а)   б)  
Рис. 2. Интенсивность (а) и фаза (б) суммы двух 

асимметричных и взаимно зеркальных пучков Бесселя–
Гаусса с такими же параметрами, как на рис. 1 (но с=3) 

а)   б)  
Рис. 3. Интенсивность (а) и фаза (б) разности двух 

взаимно зеркальных асимметричных мод Бесселя (12). 
Параметры расчёта такие же, как на рис. 1 

Увеличение топологического заряда на единицу 
при вычитании двух зеркальных мод (1) и (5) можно 
показать. Действительно, если рассмотреть амплиту-
ду суммы (11) и разности (12) 
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в окрестности начала координат, то, используя при-
ближённое выражение для функции Бесселя 
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Из (13) видно, что при сложении двух мод (1) и (5) 
c топологическим зарядом n вблизи оптической оси 
получается вихрь E+ c топологическим зарядом n, а 
при вычитании – оптический вихрь E– c топологиче-
ским зарядом n + 1. 

Рассмотрим теперь сумму и разность двух одина-
ковых мод разных типов: первого (1) и второго (8): 

     1 2 1 2, , , , ; , , ;E r z E r z c E r z c      . (14) 

При небольших значениях параметра асимметрии 
(c = 1) сумма (14) даёт почти такой же растущий по-
лумесяц (рис. 4а), как каждая из складываемых мод. 
На рис. 4 показаны интенсивность (а) и фаза (б) сум-
мы (14). Параметры расчёта такие же, как для рис. 1. 

а)   б)  
Рис. 4. Интенсивность (а) и фаза (б) суммы двух 

одинаковых асимметричных мод Бесселя первого и второго 
типов (14). Параметры расчёта такие же, как на рис. 1 

При увеличении параметра асимметрии (с = 7) оба 
полумесяца, которые в своём сечении интенсивности 
формируют каждый из пучков, описываемых слагае-
мыми в (14), трансформируются в астигматические 
(вытянутые по вертикальной координате) Гауссовы 
пучки и смещаются дальше друг от друга, формируя 
симметричное распределение интенсивности, похо-
жее на букву Ж (рис. 5а). На рис. 5 показаны интен-
сивность (а) и фаза (б) суммы двух асимметричных 
мод Бесселя разных типов (14) при c = 7 (остальные 
параметры, как на рис. 1). 

а)   б)  
Рис. 5. Интенсивность (а) и фаза (б) суммы двух одинаковых 
асимметричных мод Бесселя первого и второго типов (14). 

Параметры расчёта такие же, как на рис. 4, но c = 7 

Заметим, что размер всех рис. 1 – 4 равен 200, и 
только размер картин на рис. 5 равен 400. Разность 
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двух асимметричных мод Бесселя первого и второго 
типов 

     1 2 1 2, , , , ; , , ;E r z E r z c E r z c       (15) 

при малых значениях параметра асимметрии (с = 1) 
формирует асимметричную картину интенсивности 
(рис. 6а), но более сложную, чем картина интенсив-
ности для суммы таких же пучков (рис. 4). 

Из рис. 6б видно, что вдоль центральной верти-
кальной линии формируются оптические вихри с че-
редующимися топологическими зарядами +1 и –1. 

а)   б)  
Рис. 6. Интенсивность (а) и фаза (б) разности двух 

одинаковых асимметричных мод Бесселя первого и второго 
типов (15). Параметры расчёта такие же, как на рис. 4 

Если увеличить параметр асимметрии (с = 3), то кар-
тина интенсивности разности двух пучков (15) уже бу-
дет иметь более симметричный вид относительно де-
картовых осей и будет похожа на букву X (рис. 7). На 
рис. 7 показаны интенсивность (а) и фаза (б) разности 
двух одинаковых асимметричных мод Бесселя первого 
и второго типов (15). Параметры расчёта такие же, как 
на рис. 6, но с = 3. Размер картин на рис. 6 и 7 равен 
200. Из рис. 7 видно, что вдоль вертикальной оси y ин-
тенсивность равна нулю (линейная дислокация). 

а)   б)  
Рис. 7. Интенсивность (а) и фаза (б) разности  
двух одинаковых асимметричных мод Бесселя  

первого и второго типов (15). Параметры расчёта  
такие же, как на рис. 6, но c = 3 

Из рис. 6б и 7б видно, что в центре картин интенсив-
ности для разности двух одинаковых асимметричных 
пучков Бесселя первого и второго типа в центре не воз-
никает увеличение на единицу топологического заряда 
оптического вихря. На рис. 6б и 7б топологический за-
ряд оптического вихря в центре картины равен n = 3, как 
и у исходных пучков, входящих в разность (15). 

Рассмотрим комплексное смещение аргумента 
моды Бесселя (2) более общего вида 
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В этом случае получается двухпараметрическое 
(с, b) семейство асимметричных мод Бесселя, в отли-
чие от однопараметрического семейства мод (1): 
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При b = c выражение (17) совпадает с (1). Моды (17) 
удобны тем, что можно непрерывно изменять их фор-
му, меняя параметр c таким образом, чтобы смещения 
моды не происходило (b = 0). Для мод (1) и (8) с изме-
нением поперечного сечения интенсивности моды ав-
томатически происходит её смещение по оси x. 

Асимметричные моды Бесселя первого типа (1) 
можно разложить в ряд по несмещённым модам Бес-
селя (2) [1, 2]: 
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 (18) 

и асимметричные моды Бесселя второго типа (8) так-
же можно разложить в ряд по несмещённым модам 
Бесселя (2): 
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 (19) 

Ряды (18) и (19) применяются для расчёта ОУМ 
(10), для расчёта пространственного спектра мод (1) и 
(8) и скалярного произведения двух мод с разными 
параметрами [1, 2]. Для двухпараметрических мод 
(17) разложения в ряд по несмещённым модам Бессе-
ля получить не удаётся, поэтому ОУМ таких мод рас-
считать затруднительно. 

3. Орбитальный угловой момент  
суперпозиций асимметричных мод Бесселя  

первого и второго типа 

Рассмотрим суперпозицию мод первого типа с 
произвольными комплексными коэффициентами: 

     1 1 1 2 1, , ; , , ; , , ;E r z c C E r z c C E r z c      . (20) 

Определим орбитальный угловой момент Jz (проек-
цию ОУМ на оптическую ось) и суммарную интенсив-
ность I светового пучка в плоскости, поперечной опти-
ческой оси, тем же способом, что и в [2], т.е. используя 
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выражения для комплексных амплитуд в виде рядов из 
функций Бесселя (18)–(19). Тогда ОУМ примет вид: 
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 (21) 

где D1 = |C1|
2 + |C2|

2, D2 = C1
*C2 + C1C2

*. 
Аналогично суммарная энергия равна: 
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 (22) 

Так как для любого целого числа m интегралы в 
суммах при больших значениях R приближённо равны 

 2

0

d
R

m

R
J r r r 

 , 

можно получить выражение для нормированного 
ОУМ светового поля (20): 
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. (23) 

Из (23) следует, что для суперпозиции двух мод 
первого типа без разности фаз между ними (т.е. 
C1

 = C2
 = 1, (11)) нормированный ОУМ равен: 
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Если же в суперпозиции двух мод первого типа 
разность фаз равна  (т.е. C1

 = 1, C2
 = –1, (12)), норми-

рованный ОУМ равен: 
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. (25) 

Рассмотрим теперь суперпозицию мод разных типов 
с произвольными комплексными коэффициентами: 

     12 1 1 2 2, , ; , , ; , , ;E r z c C E r z c C E r z c     . (26) 

В этом случае ОУМ и суммарная интенсивность 
имеют вид: 

 

 
 

 

 
 

   

2

2 2
1 2

0 0

2

2 2
2 2

0 0

* * 2
1 2 1 2

0

2 lim d
!

2 lim d
!

2 lim d ,

p R

z n p
R

p

p R

n p
R

p

R

n
R

n p c
J C J r r r

p

n p c
C J r r r

p

n C C C C J r r r


















   


   

   

 

 



 (27) 

 
 

 
 

   

2

2 2
1 2

0 0

2

2 2
2 2

0 0

* * 2
1 2 1 2

0

2 lim d
!

2 lim d
!

2 lim d .

p R

n p
R

p

p R

n p
R

p

R

n
R

c
I C J r r r

p

c
C J r r r

p

C C C C J r r r

















   

   

   

 

 



 (28) 

Из (27), (28) можно получить выражение для нор-
мированного ОУМ: 
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. (29) 

В частности, из (29) видно, что при |С1|
 = |С2| в 

случае суммы (14) и разности (15) получается, что 
ОУМ не зависит от  и c, а равен n. 

Выражение (29) можно считать главным результа-
том данной работы, так как из (29) следует, что сло-
жением и вычитанием двух аБ-мод I и II типов с оди-
наковыми n,  и c можно, меняя параметры  и c, по-
лучать моды с разным распределением поперечной 
интенсивности, но обладающие одинаковым ОУМ, 
равным n. Поэтому оказывается, моды на рис. 4 – 7 
все имеют одинаковый ОУМ, равный n = 3. 

Заключение 

Таким образом, теоретически и численно показано, 
что ранее рассмотренные асимметричные моды Бессе-
ля [1, 2] и Бесселя–Гаусса [3, 4] получаются путём 
комплексного смещения обычной моды Бесселя. Так-
же показано, что комплексным смещением моды Бес-
селя другого типа можно сформировать асимметрич-
ную моду Бесселя второго типа (по отношению к мо-
дам первого типа [1]). Асимметричные моды Бесселя 
первого и второго типов имеют разный орбитальный 
угловой момент. Комбинируя между собой в виде 
суммы или разности асимметричные моды Бесселя 
обоих типов, можно получать также моды Бесселя, но 
с другими распределениями интенсивности в попереч-
ном сечении. В частности, можно получать симмет-
ричные моды Бесселя, похожие на буквы О, Ж, Х. Ин-
тересно также, что разность двух одинаковых зеркаль-
ных асимметричных мод Бесселя с топологическими 
зарядами n приводит к формированию в центре опти-
ческого вихря с топологическим зарядом n + 1. А раз-
ность или сумма двух асимметричных мод Бесселя 
первого и второго типа с одинаковыми параметрами и 
весовыми коэффициентами обладает ОУМ, равным 
топологическому заряду n исходной (порождающей) 
моды Бесселя и не зависящим от других параметров: 
масштаба моды α и параметра асимметрии c. 
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ASYMMETRICAL BESSEL MODES OF THE FIRST AND SECOND TYPE AND THEIR SUPERPOSITIONS 
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1 Image Processing Systems Institute, Russian Academy of Sciences,  

2 Samara State Aerospace University 

Abstract 

We considered nonparaxial asymmetric Bessel modes of the first and second type, which differ 
from a conventional symmetric Bessel mode by a real-valued shift along one Cartesian coordinate 
and imaginary shift along the other (both shifts are equal in modulus). Bessel modes of the first 
and second type differ only in the shift sign and, therefore, have different orbital angular momen-
tum (OAM) (integer or fractional). Addition and subtraction of two identical asymmetric Bessel 
modes of the first and second type leads to light beams with the same integer OAM equal to the 
topological charge of the generating mode, but with different transverse intensity distributions, 
which depend on the shift magnitude. 

Keywords: nonparaxial Bessel mode, diffraction-free laser beams, complex shift of the solution 
of the Helmholtz equation, orbital angular momentum, asymmetric Bessel mode. 
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