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Аннотация 

В статье рассмотрено моделирование гиперспектрометра, основанного на схеме Оффнера 
с дифракционной решёткой, в рамках геометрооптического подхода. Показано, что при пара-
метрах схемы, характерных для аппаратуры космических аппаратов дистанционного зонди-
рования Земли, геометрические аберрации являются малыми по сравнению с размерами эле-
ментов используемых ПЗС-матриц. Получено интегральное уравнение для восстановления 
спектральных компонент сигнала при наличии перекрытия спектров различных порядков.  
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Введение 

Эффективность использования данных дистанцион-
ного зондирования Земли (ДЗЗ) может быть существен-
но повышена за счёт детального анализа информации на 
разных длинах волн [1 – 2]. Для этого разрабатываются 
малогабаритные изображающие гиперспектрометры, 
имеющие высокое пространственное и спектральное 
разрешение. До появления гиперспектрометров спектры 
отражения и излучения поверхности Земли мало ис-
пользовались в качестве идентификационных призна-
ков, хотя изучались десятки лет и были хорошо извест-
ны. Это было связано с тем, что авиационные спектро-
метры имели низкое геометрическое разрешение, дава-
ли информацию только вдоль линии полёта и позволяли 
судить о спектральных свойствах лишь достаточно про-
тяжённых объектов [3 – 5]. Появление гиперспектромет-
ров связано с развитием новых технологий производст-
ва высокоразрешающих матричных приёмников и по-
лихроматоров. В состав гиперспектрометров входят 
система формирования изображения наблюдаемой об-
ласти пространства и изображающий спектрометр, ко-
торый разлагает принятое электромагнитное излучение 
в набор спектральных полос. В результате гиперспек-
тральной съёмки формируется многомерное простран-
ственно-спектральное изображение, в котором каждый 
элементарный участок изображения, «пиксел», характе-
ризуется собственным спектром. Такое изображение 
носит название «гиперспектрального куба» информации 
[6], два измерения которого соответствуют пространст-
венному изображению местности, а третье – характери-
зует спектральные свойства изображения. Спектральное 
разрешение современных гиперспектрометров достига-
ет 1,8 – 2,0 нм [7] и обеспечивает построение спектраль-
ных характеристик подстилающей поверхности, опре-
деляемой мгновенным полем зрения прибора. 

Для решения конкретных задач используются ги-
перспектрометры различных типов – дисперсионные, 
фильтровые и интерференционные. В качестве дис-
пергирующего элемента в спектрометре может ис-
пользоваться как призма [8, 9], так и дифракционная 

решётка [10]. Очевидным преимуществом дифракци-
онной решётки по сравнению с призмой является 
компактность. Изображающие спектрометры, содер-
жащие в качестве диспергирующего элемента ди-
фракционную решётку, как правило, основаны на 
конфигурации Оффнера [11 – 13]. В работе рассмот-
рено моделирование гиперспектрометра, основанного 
на схеме Оффнера, в рамках геометрической оптики, 
проведено сравнение величины геометрических абер-
раций и характерного размера ячеек ПЗС-матрицы, 
получено интегральное уравнение для восстановле-
ния спектра излучения в случае наложения в фокаль-
ной плоскости спектров различных порядков. Для 
облегчения понимания мы повторили часть предва-
рительных материалов, представленных в работе [10]. 
В [10] изложен общий подход к расчёту оптических 
схем, содержащих дифракционные оптические эле-
менты на криволинейной поверхности. В данной ра-
боте общий подход адаптирован для расчёта и моде-
лирования оптической схемы с дифракционной ре-
шёткой на сферической поверхности. 

1. Постановка задачи  

Для того чтобы сформировать гиперспектральный 
куб [6], изображения, полученные с помощью гипер-
спектральной аппаратуры, необходимо подвергнуть 
процедурам обработки и фильтрации. Для этого необ-
ходимо знание аппаратных функций различного уровня, 
в частности, функции рассеяния точки. В случае гипер-
спектральной аппаратуры точка на изображении пре-
вращается в линию, каждая точка которой содержит 
информацию о спектральной характеристике. 

Для того чтобы рассчитать распределение интен-
сивности в области фокусировки, необходимо найти 
ход лучей в оптической системе. Гиперспектрометр 
состоит из телескопической части и гиперспектраль-
ного блока (рис. 1). Методы расчёта телескопической 
части описаны в работе [14]. 

Гиперспектральный блок аппарата ДЗЗ, основан-
ного на схеме Оффнера, состоит из трёх зеркал, вход-
ной щели и детектора в плоскости изображения. 
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Входная щель расположена таким образом, что плос-
кость, проходящая через неё и центры кривизны зер-
кал, перпендикулярна к оси z и перпендикулярна 
плоскости рисунка. Первое и третье зеркала имеют 
радиус кривизны R, второе зеркало имеет радиус кри-
визны R/2. Иногда конструктивно первое и третье 
зеркала выполнены в виде одного зеркала (рис. 1). 
Луч выходит из источника падает на первое зеркало 
M1, отражается и падает на дифракционную решётку, 
расположенную на втором выпуклом сферическом 
зеркале M2. Далее, отражаясь от третьего зеркала M3, 
приходит в плоскость регистрации. Моделирование 
описанного гиперспектрального блока является 
предметом настоящей работы. 

 
Рис. 1. Ход лучей в оптической системе 

2. Математический аппарат, используемый 
при моделировании работы гиперспектрометра  

в рамках геометрической оптики 

Пересечение луча с первой сферой 

Рассмотрим отражение луча от сферической по-
верхности. Пусть вектор r0 определяет положение точ-
ки на щели. Уравнение исходящего луча имеет вид: 

,l 0 0r r s  (1) 

где s0 – единичный вектор луча, l – длина пути вдоль 
луча. Точка пересечения луча с первой сферой радиу-
са определяется из квадратного уравнения: 

2 2
0( ) 0.l R  0 0r s  (2) 

Решая его, получаем положительный корень: 

2 2 2

0 ( , ) ( ) ( , ).l R   0 0 0 0 0r s r r s  (3) 

Тогда точка пересечения луча с первой сферой 
имеет вид: 

0 .l 1 0 0r r s  (4) 

Закон отражения в векторном виде можно пред-
ставить следующим образом: 

2 ( )  1 0 0s s n s n , (5) 

где n – единичный вектор нормали к сфере в точке 
падения луча. 

Пересечение луча со второй сферой 

После отражения от первой сферы луч падает на 
вторую сферу и отражается от неё. Точка пересечения 
луча со второй сферой, на которую нанесена дифрак-
ционная решётка, может быть получена в виде: 

1,l 2 1 1r r s  (6) 

где  
2 2 2

1 ( /2) ( , ).( , ) ( )l R     1 11 1 1 r sr s r  (7) 

Пусть t – единичный вектор вдоль направления 
штрихов дифракционной решётки, n – вектор, пер-
пендикулярный плоскости решётки, b – перпендику-
лярный вектору направления штрихов. Разложение 
падающего вектора s1 в (6) по трём базисным векто-
рам, определённым в каждой конкретной точке сфе-
ры, имеет вид: 

.t b ns s s  1s t b n  (8) 

Направляющий вектор луча, отражённого от ре-
шётки, имеет вид: 

2

21 ,t b t bs s m s s m
d d

    
         

   
ms t b n  (9) 

где λ – длина волны, m – порядок дифракционного 
максимума, d – период решётки. 

Вектора локального базиса (t, b, n) в точке 

( )T
x y zr r r  2r  в (6) несложно получить в виде: 

( )T
x y zr r r   2n r , (10) 

  (0 ) ,T
z yr r     t n x  (11) 

  2 2( ) ,T
y z x y x zr r r r r r         b n n x  (12) 

где (1,0,0)Tx  – вектор, перпендикулярный проек-

ции штрихов дифракционной решётки на плоскость 
регистратора. Для получения ортонормированного 
базиса нормируем полученные вектора. Тогда компо-
ненты направляющего вектора падающего луча на 
вторую сферическую поверхность в новом базисе 
примут вид: 

( ), ( ), ( ).t b ns s s     1 1 1s t s b s n  (13) 

Имея коэффициенты разложения (13), представим 
направляющий вектор отражённого луча (9) в виде: 

 
2

2 2 2

2

( ) ( )

1 ( ) 2( ) .( )

m
d

m m
d d


     

 
      

m 1 1

1 11

s s t t s b b b

s b s b ns t

 (14) 

Согласно (14), направление отражённого луча за-
висит от номера m дифракционного порядка, что и 
используется для спектрального анализа данных в 
гиперспектральной аппаратуре. 

Пересечение луча с третьей сферой 

Уравнение отражённого от второй сферы луча 
имеет вид: 

.l 2 mr r s  (15) 

Аналогично с пунктом 1, получаем точку пересе-
чения луча с третьим зеркалом: 

2 ,l 3 2 mr r s  

где (16) 
2 2 2

2 ( , )( , ) ( )l R    2 m2 m 2 r sr s r . (17) 

При этом направляющий вектор луча, отражённо-
го от большей сферы, согласно (5), имеет вид: 

2 ( )  3 m ms s n s n , 
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где n – вектор нормали к сфере в точке пересечения луча. 

Пересечение луча с выходной плоскостью 

Уравнение отражённого луча имеет вид: 

.l 3 3r r s  (18) 

Выражение для точки пересечения этого луча с 
плоскостью приёмника представляется в виде: 

3l out 3 3r r s , 

где (19) 

 
 3l


 



3

3

r z

s z
. (20) 

Вычисление освещённости  
в рамках геометрооптического подхода 

Распределение освещённости в плоскости детек-
тора, формируемой точкой щели, можно представить 
в виде [15]: 

 

( , )

( ; , ) ( ( ) ( ))sin d d ,
s

E x y

I u v x x y y



              (21) 

где (x,y) – координаты в плоскости детектора, δ(x,y) – 

дельта-функция Дирака, функции ( )x   и ( )y   

определяют координаты точки прихода луча в плос-
кость изображения в зависимости от сферических 
координат (,) исходящего луча из точки (u,v) щели. 
Интегрирование производится по сфере S единичного 
радиуса с центром в точке (u,v). Функция I (, ; u, v) 
соответствует интенсивности точки щели. При расчё-
тах дельта-функция Дирака заменяется следующей 
аппроксимацией [16]: 

2 2

2 2

1 ( )
( ) exp .

2 2

x y
x y

  
    

  
 (22) 

Для расчёта освещённости с учётом нескольких 
дифракционных порядков применяем следующую 
модификацию формулы (21): 

 

( , ) ( ; , )

( ( ) ( ))sin d d ,

m
m s

E x y C I u v

x x y y

  

        

 

 
 (23) 

где Cm – интенсивности дифракционных порядков 
решётки. 

3. Расчёт формирования изображения  
в схеме Оффнера с дифракционной решёткой. 

Моделирование искажений 

Схема Оффнера, использованная для моделирова-
ния, приведена на рис. 1. В левой части схемы распо-
лагается телескопический блок с фокусным расстоя-
нием 300 мм. В правой части располагается блок с 
двумя сферическими зеркалами M1 и M2, имеющими 
радиусы –159,6 мм и –80,6 мм соответственно. На 
зеркало M2 нанесена дифракционная решётка с час-
тотой штрихов 30 линий на 1 мм. Изображение реги-
стрируется в плоскости детектора D. Параметры, при-
нятые при данном моделировании, соответствуют 

планируемым параметрам гиперспектрального блока 
проектируемого ИСОИ РАН совместно с АО «РКЦ-
Прогресс» малого космического аппарата ДЗЗ. 

На рис. 2 приведены результаты моделирования гео-
метрических аберраций [17] такой схемы с использова-
нием программного продукта, реализующего математи-
ческую модель, предложенную в п. 2 данной статьи.  

а)  

б)  

в)  
Рис. 2. Зависимость среднеквадратичного отклонения 

точки изображения от координаты на щели: для нулевого 
дифракционного порядка (а); для первого дифракционного 

порядка (б); для второго дифракционного порядка (в) 

Графики на рис. 2 получены для щели длиной 
12 мм, расположенной на расстоянии 25 мм от оси 
симметрии полусфер. Щель сонаправлена со штриха-
ми дифракционной решётки. По оси ординат отклады-
вается координата точки на щели, по оси абсцисс – 
среднеквадратичное отклонение координаты в плоско-
сти приёмника от параксиального изображения точки 
щели. Угол раствора конуса лучей, выходящих из точ-
ки, расположенной на щели, полагался равным 15°. 

Графики на рис. 2 соответствуют нулевому, пер-
вому и второму порядкам дифракции, наблюдаемым 
на расстояниях 25 мм, 23,31 мм и 21,61 мм соответст-
венно. Негладкий характер графиков обусловлен слу-
чайным алгоритмом генерации лучей для трассиров-
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ки, обеспечивающим равномерность распределения 
лучей по площади сферы. 

Как видно из приведённых графиков, среднеквад-
ратичное отклонение лучей (геометрические аберра-
ции) не превышает 3,5 мкм, что в несколько раз 
меньше линейного размера элемента чувствитель-
ной матрицы, который для подобных аппаратов со-
ставляет 10 – 13 мкм [18]. Это означает, что в рамках 
геометрической оптики схема Оффнера при выше-
указанных параметрах имеет аберрации, которые ма-
лы по сравнению с размером ячейки ПЗС-матрицы. 

4. Моделирование формирования изображения 
с учётом дифракционных порядков  

В предыдущем разделе было получено, что абер-
рации, возникающие в схеме Оффнера, малы, и по-
этому данную систему можно считать дифракционно-
ограниченной. Рассмотрим простейшую модель фор-
мирования изображений с учётом дифракционных 
порядков. Рассмотрим одну точку щели c координа-
тами (u,v). В плоскости регистратора эта точка в каж-
дом порядке дифракции преобразуется в линию 
(спектр) с распределением освещённости: 

0

( )

( ) ( ( ) ),

m

m

I x y u v

I u v x u a m y v

   

       
 (24) 

где I0(u,v) – интенсивность точки щели с координатами 
(u,v), m – номер порядка дифракции, Фm(x,y) – функция 
рассеяния точки, (λ,m) – смещение изображения в 
зависимости от номера порядка и длины волны. Изо-
бражения различных порядков в плоскости регистра-
тора накладываются друг на друга, и в результате одна 
точка щели формирует в плоскости регистратора рас-
пределение освещённости: 

   

  

0

,

m
m

m

I x y u v I u v C

x u a m y v

     

     
 (25) 

где коэффициенты Cm соответствуют интенсивностям 
дифракционных порядков и зависят от длины волны. 
Методы расчёта коэффициентов Cm  описаны в работе 
[19].  

Приближённое выражение для функции (λ,m) 
имеет вид:  

( ) ,a m m    (26) 

где  – коэффициент, определяемый периодом ди-
фракционной решётки и параметрами оптической 
схемы. 

Если на входе гиперспектрометра имеем изобра-
жение, то в плоскости изображения формируется 
распределение освещённости вида: 

 

   0 d d d .m m
m

I x y

I u v C x u m y v u v

 

         
 (27) 

В случае, когда входная щель вырезает из входно-
го изображения одну линию, распределение (27) при-
нимает вид:  
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При этом область, занимаемая изображением в 
плоскости регистратора, имеет вид:  

,

/ 2 / 2 ,

max max min max max maxx M M

y L L

   
      

 
  

       

  
 (29) 

где min, max – минимальная и максимальная длина 
волны, Mmax – максимальный номер рассматриваемо-
го порядка дифракции.  

Рассмотрим случай идеальной оптической системы, 
для которой точка в окрестности щели переходит в 
точку в плоскости регистратора. Функция рассеяния 
точки в этом случае является дельта-функцией: 

( ) ( ).m x y x y      (30) 

При условии (30) выражение (28) принимает вид: 
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Вычисляя интеграл (31) с учётом свойств дельта – 
функции, получим выражение для освещённости в 
области регистратора в виде:  

  0
0

.
m

m

C x
I x y I y

m m

 
   

  
  (32) 

Отметим, что полученное выражение (32) анало-
гично выражению, полученному в работе [20]. При 
учёте только первого и второго порядков дифракции 
выражение для освещённости (32) принимает вид: 

  1 0 2 0 .
2

x x
I x y C I y C I y

   
       

    
 (33) 

При этом первый и второй порядки занимают об-
ласти:  

min maxx    , 2 2min maxx    , (34) 

а перекрытие порядков происходит при 

2 .min maxx     

5. Коррекция гиперспектрального изображения 
с учётом дифракционных порядков  

В работе [21] предложено для компенсации эффек-
та наложения порядков использовать специальные 
спектральные фильтры. Однако эти фильтры сложны 
для изготовления. В работе [20] был рассмотрен алго-
ритм восстановления гиперспектрального изображения 
с учётом наложения различных порядков дифракции, 
позволяющий исключить указанные фильтры. В дан-
ном пункте рассмотрим алгоритм, учитывающий ис-
кажения оптической системы, в том числе конечные 
размеры функции рассеяния точки [14].  

Интенсивность в плоскости регистратора имеет 
вид (28). Сделаем замену переменных m = . В слу-
чае, когда функция рассеяния точки не зависит от 
длины волны и порядка дифракции, получим: 
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где  

 0 0
0
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Функция J0(ξ) может быть определена из решения 
интегрального уравнения (35). Далее, для восстанов-
ления I0(λ,v) можно использовать алгоритм, рассмот-
ренный в работе [20]. 

Заключение  

В работе на основе геометрооптического подхода 
получены конкретные формулы для моделирования 
гиперспектрометра, основанного на схеме Оффнера с 
дифракционной решёткой. Показано, что при геомет-
рических параметрах спектрометра, характерных для 
космических аппаратов ДЗЗ, геометрические аберра-
ции меньше, чем размеры пиксела используемых ПЗС-
матриц. Получено интегральное уравнение для восста-
новления спектральных компонент сигнала с учётом 
перекрытия спектров различных порядков.  
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MODELING THE PERFORMANCE OF A SPACEBORNE HYPERSPECTROMETER BASED ON THE 
OFFNER SCHEME  

N.L. Kazanskiy, S.I. Kharitonov, L.L. Doskolovich, A.V. Pavelyev  
Image Processing Systems Institute, Russian Academy of Sciences, 

Samara State Aerospace University 

Abstract 

This article deals with modeling of a hyperspectrometer based on the Offner scheme within 
geometric optics. We show that at a certain set of parameters, the geometric aberrations are small 
compared with the size of a conventional CCD matrix sensor. An integral equation for the recon-
struction of spectral components of the signal under the overlapping of spectral orders is derived. 

Keywords: hyperspectrometer, Offner scheme, dispersing element, spectral components of an image, 
ray tracing. 
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