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Аннотация 
Рассмотрено поведение орбитального углового момента (ОУМ) для произвольного поля 

как суперпозиции пучков Эрмита–Гаусса. Получено аналитическое выражение для орби-
тального углового момента такого поля. Показано, что при эквивалентных исходных усло-
виях величина ОУМ для конечных комбинаций пучков Эрмита–Гаусса (двух) эквивалентна 
полученному ранее результату. Получены также выражения для более сложных линейных 
комбинаций пучков Эрмита–Гаусса. Для суперпозиции из трёх мод Эрмита–Гаусса получе-
но, что у такого поля, в отличие от суперпозиции двух мод, модуль ОУМ может превышать 
значение максимального индекса в суперпозиции при сохранении структурной устойчиво-
сти самого светового поля. 
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Введение 

В книге [1] было показано, что электромагнитное 
поле может обладать ненулевым ОУМ. 

В работе [2] данный результат был воспроизведён 
для лазерных мод Лагерра–Гаусса. 

ОУМ интересен для задач микроманипуляций, пе-
редачи информации и т. п. [3, 4]. 

Зачастую ОУМ связывают с наличием оптических 
вихрей в потоке световой энергии, однако это не все-
гда справедливо. Конечно, присутствие оптических 
вихрей, как правило, приводит к возникновению 
ОУМ светового поля. Однако наличие вихрей не яв-
ляется необходимым условием для его существова-
ния. Одним из примеров этого является результат ра-
боты [5], где было показано, что посредством специ-
фических астигматических элементов произвольный 
вещественный пучок Эрмита–Гаусса можно преобра-
зовать в соответствующий пучок Лагерра–Гаусса. 

Исходный пучок Эрмита–Гаусса с астигматиче-
ской фазовой весовой функцией обладает тем же 
ОУМ, что и результирующий пучок Лагерра–Гаусса. 
Однако очевидно, что исходное поле лишено оптиче-
ских вихрей, хотя и в одной плоскости. 

В работе [6] показано, что комбинация двух пучков 
Эрмита–Гаусса может обладать существенно ненуле-
вым ОУМ. С другой стороны, в [7] было получено вы-
ражение для ОУМ произвольного светового поля как 
суперпозиции мод Эрмита–Гаусса. Конечно, результат 
[7] обладает большей общностью, однако это отнюдь 
не умаляет результатов [6], т.к. в этой работе найдены 
факты, которые нелегко выделить из [7]. 

Примеры невращающихся световых полей с нену-
левым ОУМ можно найти также в [7, 8]. 

На первый взгляд, несколько необычно: сумма 
полей, не обладающих по отдельности ОУМ, этим 
моментом обладает, однако понятно, что система 
функций Эрмита–Гаусса полна и ортогональна и лю-
бое световое поле с конечной энергией может быть 

представлено в виде их суперпозиции, в том числе и 
поле с ненулевым ОУМ. 

Целью данной работы является демонстрация то-
го, что при эквивалентных исходных данных для [6] и 
[7] результаты также являются эквивалентными.  

Получены также выражения для ОУМ в случае 
световых полей, являющихся линейной комбинацией 
более чем двух пучков Эрмита–Гаусса. 

1. Орбитальный угловой момент светового поля 

Рассмотрим плоско-поляризованное поле: 
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Из уравнения Максвелла div E = 0 найдём в пара-
ксиальном приближении связь между продольной и 
поперечной составляющими электрического вектора: 
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Усреднённая по времени плотность ОУМ вдоль 
оси l определяется следующим выражением [1]: 
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Подставляя в это выражение составляющие элек-
трического и магнитного полей, получим: 
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2. ОУМ светового поля как суперпозиции пучков 
Эрмита–Гаусса 

Найдём теперь плотность ОУМ для конкретного 
поля. 

Пусть 

, ,N M N MF C HG= ×∑  , (6) 
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– пучки Эрмита–Гаусса, HN,M(x,y) – полиномы Эрмита 
HN(x)×HM(y). 

Плотность ОУМ (1) для разложения (5) и при ис-
пользовании следующих рекуррентных формул [7]: 
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где HN(t) – полиномы Эрмита, будет после простых 
вычислений (без константы): 
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Индексы при полиномах Эрмита могут быть толь-
ко неотрицательными, поэтому сделаем замену: 

1

1

1 , 0,1...

1 , 0,1...

M M M

N N N

− = =
− = =

 (9) 

После простых вычислений, используя ортого-
нальность функций Эрмита–Гаусса, получим:  
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Мощность светового поля будет определяться вы-
ражением: 
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Пусть теперь световое поле имеет вид [6]: 
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Тогда для удельного ОУМ получим: 
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Это находится, конечно, в полном согласии с ре-
зультатами работы [6]. В то же время, пользуясь вы-
шеприведёнными результатами и книгой [7], можно 
получить и выражения для более сложных суперпози-
ций. Рассмотрим, например, следующее световое поле: 

1

1

2
2 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),

1.

N N

N N

N N

F HG x HG y

iHG x HG y

i C HG x HG y

N

+

+

+ −

= +
+ +

+ × ×
≥

  (14) 

Удельный ОУМ для него будет: 
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Характерными чертами этого поля являются сле-
дующие. Во-первых, модуль удельного ОУМ зависит 
теперь от двух переменных: N и C. Во-вторых, он 
может быть не только равен, но и превышать величи-
ну N + 2, или величину максимального индекса моды 
Эрмита–Гаусса в суперпозиции, что было невозмож-
но для суперпозиции из работы [6].  

Например, при C = 1/2 это достигается для N � 2.  
C ростом N скорость нарастания модуля удельно-

го ОУМ будет увеличиваться. При N→∞ величина 
Ll/E(N+2) стремится к 4/3. 

Этот ОУМ может быть и целым. Например, для 
C = 2/3 и N = 10 он равен 15. 

Задачей этой части работы не являлся поиск неких 
максимумов: вполне достаточно показать, что модуль 
удельного ОУМ может превышать величину макси-
мального индекса составляющих мод в суперпозиции. 
Приведём, наконец, выражение для удельного ОУМ 
светового поля в виде суперпозиции четырёх пучков 
Эрмита–Гаусса: 
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Удельный ОУМ для него будет: 
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Последнее выражение также требует, конечно, 
строгого анализа, но это не является задачей данной 
части работы. Отметим, однако, что в этом случае ве-
личина Ll/E(N+3) (например, при А = В = 1) может 
превышать 3/2. 

Заключение 
Таким образом, проведено сравнение двух спосо-

бов нахождения удельного ОУМ светового поля как 
суперпозиции мод Эрмита–Гаусса, и показана их эк-
вивалентность. 
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Для суперпозиции из трёх и четырёх мод Эрмита–
Гаусса получено, что у такого поля, в отличие от су-
перпозиции двух мод, модуль удельного ОУМ может 
превышать значение максимального индекса в супер-
позиции при сохранении структурной устойчивости 
самого светового поля. 
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Abstract 
The orbital angular momentum (OAM) for an arbitrary light field as superposition of Her-

mite-Gaussian modes is considered. An analytical formula for the OAM of such fields is obtained. 
It is shown that under equal initial conditions, OAM of a linear combination of two Hermite-
Gaussian beams derived in this work is equal to that obtained earlier [JOSA A, 31, 274 (2014)]. 
Relations for more complex combinations of Hermite-Gaussian modes are also derived. It is found 
that unlike two-mode superposition, in three-mode superposition the OAM can be larger than the 
maximum index of the superposition for structurally stable light fields. 
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