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Аннотация 

Получены общие аналитические выражения для вектора плотности углового момента па-

раксиального оптического вихря с эллиптической поляризацией. Показано, что для любого 

вихревого поля с радиальной симметрией и круговой поляризацией имеет место эффект «уг-

лового трактора», то есть поток световой энергии вращается вокруг оптической оси по часо-

вой или против часовой стрелки на разных радиусах в поперечном сечении пучка. Также по-

казано, что осевая проекция плотности углового момента вихревого светового поля меняет 

знак на тех же радиусах в сечении пучка. То есть микрочастицы, захваченные в вихревой пу-

чок на разных радиусах, будут вращаться либо по часовой стрелке, либо против часовой. 
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Введение 

Прошло 25 лет с тех пор, как был введен в оптику 

орбитальный угловой момент (ОУМ) светового поля 

[1], но свою актуальность вихревые лазерные пучки, 

несущие ОУМ, не потеряли до сих пор. В первой ста-

тье по ОУМ параксиального светового поля была по-

лучена формула для плотности ОУМ пучков Лагер-

ра–Гаусса [2]. Однако общей формулы для плотности 

ОУМ произвольного параксиального поля с круговой 

поляризацией в [2] нет. Есть только общая формула 

для плотности линейного момента произвольного па-

раксиального светового поля. В [3] показано, что 

проекция вектора плотности линейного момента на 

азимутальный орт для пучка Лагерра–Гаусса (ЛГ) 

пропорциональна произведению топологического за-

ряда оптического вихря n на спиновый множитель 

σ = ±1, определяющий левую или правую круговую 

поляризацию света. То есть показали наличие спин-

орбитального взаимодействия у пучков ЛГ в свобод-

ном пространстве. В [4] рассматривались полные ли-

нейный и угловой моменты (УМ) для произвольных 

непараксиальных лазерных пучков. В [5] приведены 

точные формулы для распределения вектора Пойн-

тинга (ВП) и плотности УМ симметричного непара-

ксиального пучка Бесселя с круговой поляризацией. 

В [6] рассматривался УМ сильно сходящегося Гаус-

сова пучка. Численно показано, что при острой фоку-

сировке Гауссова пучка с круговой поляризацией 

спиновый УМ переходит частично в орбитальный 

УМ. Это связано с увеличением продольной состав-

ляющей электрического поля в фокусе, которая несёт 

единичный топологический заряд Ez(r, ϕ) ~ exp(iσϕ). 

В [7] также теоретически рассматривается УМ вихре-

вого Гауссова пучка в области острого фокуса. Пока-

зано, что при n ≥ 2 и σ = –1 вблизи оптической оси 

имеет место обратный поток световой энергии по от-

ношению к направлению светового пучка. Обратный 

поток энергии по отношению к направлению распро-

странения пучка называется «оптическим трактором» 

[8]. В [9] получена формула для полного ОУМ Гаус-

сова пучка с внедрённым оптическим вихрем, сме-

щённым с оптической оси. Приближённые формулы 

для ВП и УМ непараксиальных пучков ЛГ получены 

в [10]. В [11] получены точные формулы для УМ век-

торных пучков Ханкеля с круговой поляризацией. В 

[12] в виде рядов получены формулы для УМ вектор-

ного Гауссова оптического вихря с линейной поляри-

зацией. В [13] численно изучается поведение ВП и УМ 

для пучков типа «Ласточкин хвост». В [14] исследует-

ся ОУМ параксиальных пучков Ханкеля–Бесселя [15]. 

Заметим, что другой подход и другое определение УМ 

и ОУМ используется в [16]. В работе [16] вместо век-

тора Пойнтинга S = cRe[E
*
×H], где c – скорость света, 

E и H – вектора напряжённости электрического и маг-

нитного поля, вводится плотность канонического мо-

мента P = 0,5Im[E
*∇E+H

*∇H]. Поэтому все формулы, 

связанные с УМ, получаются отличными от привычно-

го рассмотрения [2, 3]. 

Из этого краткого обзора работ по теории ОУМ 

видно, что общей формулы для плотности УМ произ-

вольного параксиального лазерного пучка с круговой 

поляризацией не было получено. В данной работе по-

лучены общие формулы для плотности линейного и 

УМ произвольного параксиального лазерного пучка с 

эллиптической поляризацией. И на их основе деталь-

но проанализирован эффект «углового трактора», ко-

гда поперечный поток энергии (или проекция вектора 

линейного момента на азимутальный орт) на разных 

расстояниях от оптической оси вращается либо по ча-

совой стрелке, либо против при фиксированных зна-

чениях топологического заряда n и спинового пара-
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метра σ. Также показано, что проекция вектора плот-

ности УМ на оптическую ось меняет знак согласо-

ванно с изменением направления вращения попереч-

ного потока энергии. 

1. Линейный момент параксиального лазерного пучка 

Получим выражение для линейного момента па-

раксиального светового поля с круговой поляризаци-

ей. Пусть поперечные проекции Ex и Ey вектора на-

пряжённости электрического поля E связаны соот-

ношением 

y x
E i E= σ , (1) 

где σ – произвольное комплексное число, например 

σ = 1 для правой и σ = –1 для левой круговой поляри-

зации. Продольную компоненту электрического век-

тора Ez можно найти из уравнения непрерывности 

Максвелла div E = 0: 

x x

z

E Ei
E

k x k y

∂ ∂σ
= −

∂ ∂
, (2) 

при условии, что ∂Ez
 
/∂z ≈ ikEz, где k – волновое число 

света. Для расчёта усреднённой по времени плотно-

сти линейного момента светового поля используем 

формулу 

*1
Re

2
 = × p E H . (3) 

Проекции вектора напряжённости магнитного по-

ля H можно получить из уравнения Максвелла для 

монохроматического поля с циклической частотой ω 

(магнитная проницаемость µ = 1): 

rot i= ωE H . (4) 

Для проекций магнитного вектора получим выра-

жения: 

,

,

.

z

x x x
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y x x

x x

z

Ei ik
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y

Ei k
H ikE E

x

E Ei
H i
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 ∂− σ
≈ + σ ≈ − 

ω ∂ ω 

∂−  
≈ − ≈ 

ω ∂ ω 

 ∂ ∂−
= σ − 

ω ∂ ∂ 

 (5) 

Подставляя (1), (2) и (5) в (3), получим выражение 

для линейной плотности параксиального светового 

поля с эллиптической поляризацией: 
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где 

,
x y y x

⊥

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + ∇ = − +

∂ ∂ ∂ ∂
x y x y . 

В (6) x, y, z – единичные вектора вдоль декарто-

вых осей. При σ = 0 (линейная поляризация) (6) сов-

падает с известным выражением из [2, 3]. Отличие (6) 

от аналогичного выражения для линейного момента в 

[2] заключается во втором слагаемом. Вместо 

cлагаемого * *

x x x x
E E E E⊥ ⊥∇ + ∇  в (6) в [2] получено 

слагаемое 
2

( , )A r z r ∂ ∂ ϕ
 

�

. Но можно показать, что 

2 2

* * 1 x x

x x x x

E E
E E E E

r r
⊥ ⊥

∂ ∂
∇ + ∇ = − + ϕ

∂ϕ ∂
r

�

.  

То есть в [2] получено выражение для плотности 

линейного момента параксиального пучка с интен-

сивностью, симметричной относительно оптической 

оси: |Ex| = A(r, z). 

Выражение (6) – это общее выражение для ли-

нейного момента (или для вектора Умова–

Пойнтинга S, так как S = cp) и может быть конкрети-

зировано для оптического вихря, амплитуда которо-

го выбирается в виде: 

( ) ( ), exp
x

E A r z in= ϕ , (7) 

где (r, ϕ, z) – цилиндрические координаты. В цилинд-

рических координатах операторы набла из (6) будут 

иметь вид: 

φ , φ
φ φr r r r

⊥

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + ∇ = − +

∂ ∂ ∂ ∂
r r

� �

, (8) 

где r, φ
�

 – единичные вектора вдоль полярных коор-

динат. Тогда для линейного момента параксиального 

оптического вихря с круговой поляризацией вместо 

(6) можно записать: 

( )
2

2 2

2 2

2

1 1
[ 1 ( , )

4 2

( , ) 1
Re ] ( , ) ,

2

n
F A r z

c r

A r z
A r z

r c

+ σ
= + + σ −

ω

∂ + σ
− σ ϕ +

∂

p r

z
�

 (9) 

где 

*
*i A A

F A A
k r r

 − ∂ ∂
= − 

∂ ∂ 
.  

Из (9) следует, что для параксиальных световых 

полей поток световой энергии (или линейный им-

пульс) всегда направлен вдоль распространения пучка: 
2

21
( , )

2
zp A r z

c

+ σ
= , (10) 

и эффект обратного распространения потока энергии 

(эффект трактора [8]) не наблюдается. Но зато из (9) 

следует, что у оптических вихрей имеет место «угло-

вой трактор». Это явление кратко отмечено в [7]. Ни-

же это свойство рассмотрено подробнее. 

Интересно, что для пучков, у которых фаза ради-

альной части A(r, z) в уравнении (7) не зависит от r, и 

поэтому F = 0, отсутствует поток энергии (и линей-

ный импульс (9)) вдоль радиальной составляющей. 

То есть такие пучки являются модами и распростра-
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няются без дифракции. Пучок Бесселя – пример тако-

го бездифракционного вихревого лазерного пучка: 

A(r, z) = Jn(krr)exp(ikzz), где Jn(krr) – функция Бесселя, 

kr, kz – поперечная и продольная проекции волнового 

вектора. Противоположным примером, который ис-

пользуется в [14], могут быть расходящиеся паракси-

альные вихревые пучки Ханкеля–Бесселя [15]. Для 

таких пучков поток энергии вдоль радиальной коор-

динаты будет отличен от нуля, и функция F также 

будет отлична от нуля, потому что фаза их амплитуд-

ной функции (7) зависит от r: 

( ) ( )
2 2

1

2 /2
,

4 4
n n

kr kr
A r z H kz J

z z

   
= +   

   
, (11) 

где 
( ) ( )1

2n
H x  – функция Ханкеля первого рода полу-

целого порядка. 

Объясним, что понимается под словами «угловой 

трактор», приведёнными выше. Из (9) видно, что в 

сечении вихревого пучка энергия движется по ок-

ружности, так как вектор линейного момента имеет 

отличную от нуля проекцию на азимутальный орт: 

( )
2

2 2 ( , )1
1 ( , ) Re

2

A r zn
p A r z

r r
ϕ

 ∂
 = + σ − σ

ω ∂  

. (12) 

Причём, как видно из (12), если поляризация не 

линейная (σ ≠ 0), то азимутальная проекция вектора 

линейного момента может менять знак, то есть поток 

энергии на разных радиусах в сечении пучка враща-

ется по часовой или против часовой стрелки при фик-

сированных n и σ. В случае круговой поляризации 

(σ = ±1) уравнение для поиска радиусов, на которых 

происходит смена знака азимутальной проекции ли-

нейного момента, имеет вид: 
2

2 ( , )2
( , )

A r zn
A r z r

r

∂
=

σ ∂
. (13) 

2. Угловой момент параксиального лазерного пучка 

Зная линейный момент (6) параксиального свето-

вого поля, можно получить явное аналитическое вы-

ражение для углового момента 

= ×j r p  (14) 

произвольного параксиального светового поля E с 

эллиптической поляризацией: 

( ) ( )
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ω

+ σσ
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ω


+ + σ ∇ − ∇ + ω

σ 
+ ∇ + ∇ ω 

j

e

e

e z

 (15) 

где вектор e = yx – xy. Выражение (15), следующее из 

общего выражения (6), которого нет в [2], также от-

сутствует в этой классической работе. Насколько нам 

известно, оно получено впервые. Далее из (15) можно 

получить плотность углового момента параксиально-

го оптического вихря с круговой поляризацией, ам-

плитуда которого описывается (7). Для этого удобно 

перейти в полярную систему координат и использо-

вать (8), а также следующие формулы для перехода: 

cos sin ,

sin cos ,

cos sin ,

sin cos ,

, , .

x r r

y r r

r r
r

⊥

= ϕ − ϕϕ

= ϕ + ϕϕ

∂ ∂ ∂
= ϕ − ϕ

∂ ∂ ∂ϕ

∂ ∂ ∂
= ϕ + ϕ

∂ ∂ ∂ϕ

∂ ∂
= − ϕ ∇ = − ∇ = −

∂ϕ ∂

x r

y r

e e e

�

�

�

 (16) 

Тогда вместо (15) для оптического вихря получим 

плотность углового момента: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

2

22

2

2 22

2

,
1 , Re

2

1 1
, 1 ,

2 2 2

Re , .

A r zz n
A r z

r r

z
F A r z r n A r z

c

r A r z
r

∂−  = + σ − σ + ω ∂


+ σ   + − ϕ + + σ −  ω 

∂ 
− σ ∂ 

j r

z

�  (17) 

В (17) функция F такая же, как в уравнении (9). Из 

(17) видно, что в случае круговой поляризации 

(σ = ±1) проекция плотности УМ на оптическую ось 

может менять знак в зависимости от радиальной ко-

ординаты r: 
2

2 ( , )1
( , )

2
z

A r zr
j n A r z

r

 ∂σ
 = −
 ω ∂
 

. (18) 

Если топологический заряд положительный (n > 0), 

то при правой поляризации (σ > 0) проекция УМ (18) 

может быть отрицательной (jz < 0) в тех местах попереч-

ного сечения оптического вихря, в которых радиальная 

производная интенсивности I = |A(r, z)|
2
 положительная 

(∂I / ∂r > 0), и наоборот, для левой поляризации (σ < 0) 

проекция УМ (17) может быть отрицательной (jz < 0) в 

тех местах поперечного сечения оптического вихря, в 

которых радиальная производная интенсивности отри-

цательная (∂I / ∂r < 0). Для оптического вихря с линейной 

поляризацией (σ = 0) плотность УМ (17) во всех точках 

поперечного сечения пучка положительная (jz > 0), если 

топологический заряд положительный (n > 0). 

Таким образом, показано, что продольная проек-

ция плотности УМ для параксиального оптического 

вихря с круговой поляризацией может менять знак и 

быть равной нулю при любом топологическом заряде 

n. Для оптической микроманипуляции это означает, 

что микрочастица, захваченная на разных расстояни-

ях от центра пучка, будет вращаться либо по часовой 

стрелке, либо против часовой. Аналогичное свойство 

было ранее замечено у векторных пучков Ханкеля с 

круговой поляризацией [15] и у остро сфокусирован-

ный Гауссовых вихрей [7]. 
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Для круговой поляризации радиусы, на которых 

осевая проекция углового момента (18) меняет знак и 

в которых jz = 0, можно найти из уравнения: 
2

2 ( , )
2 ( , )

A r z
n A r z r

r

∂
= σ

∂
. (19) 

Заметим, что уравнение (19) совпадает с (13): там, 

где меняется направление вращения энергии пучка, 

там меняет направление и осевая проекция УМ. На-

пример, для пучка Бесселя A(r) = Jn(krr) уравнение 

(19) принимает конкретный вид: 

( )
( )n r

n r

J k rn
J k r r

r

∂
=

σ ∂
. (20) 

Из (20) следует, что осевая проекция плотности 

УМ будет отрицательной jz < 0 (при n/σ > 0) при 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 0n r n r n rJ k r J k r J k r− +
 − σ + + σ <  ,  

то есть Jn(krr)Jn+1(krr) < 0 для правой круговой поляри-

зации и Jn(krr)Jn–1(krr) < 0 для левой круговой поляри-

зации. Известно, что нули функций Бесселя соседних 

порядков чередуются (выражение 9.5.2 в [17]): 

,1 1,1 ,2 1,2 ,3 ...v v v v v+ +γ < γ < γ < γ < γ < ,  

где γν,m – m-й ноль функции Бесселя ν-го порядка. По-

этому в случае правой круговой поляризации угловой 

трактор наблюдается при γn,m < krr < γn+1,m (m = 1, 2, ...), 

то есть на внутренних сторонах светлых колец (начи-

ная со второго), а в случае левой круговой поляриза-

ции – при γn–1,m < krr < γn,m (m = 1, 2, ...), то есть на внеш-

них сторонах светлых колец (начиная с первого). 

Заметим, что в (17) проекции вектора плотности 

УМ на радиальную и продольную оси отличаются 

только сомножителем -(z/r). Из этого свойства следу-

ет, что одновременно со сменой знака продольной 

проекции УМ на радиусах, определяемых уравнением 

(19), происходит смена знака радиальной составляю-

щей УМ. То есть азимутальная проекция линейного 

момента в (9), показывающая вращение потока свето-

вой энергии вокруг оптической оси, порождает не 

только проекцию УМ (17) на осевой орт цилиндриче-

ской системы координат, но и на радиальный орт. Ра-

диальная проекция УМ так же, как и осевая проекция 

УМ, и азимутальная проекция линейного момента, 

меняет знак на тех же радиусах, определяемых урав-

нением (13) или (19). 

Из (19) следует ещё одно интересное свойство 

плотности УМ, которое ранее не отмечалось: макси-

мальное значение осевой проекции плотности УМ jz 

не совпадает с максимальным значением интенсивно-

сти в сечении пучка. Действительно, из (18) следует 

уравнение для нахождения экстремумов jz: 
2

2

2
1

n I I
r

r r

∂ ∂ 
− = σ ∂ ∂ 

. (21) 

Из (21) следует, что осевая плотность УМ имеет 

максимальное положительное значение на радиусе 

большем, чем радиус первого максимума интенсив-

ности (∂I/∂r = 0), на котором (∂
2
I/∂r

2
 < 0 (при n/σ > 0). 

Получим на основе (17) полный УМ параксиаль-

ного оптического вихря с круговой поляризацией 

(пусть F = 0): 

2

0 0

d dr r

∞ π

= ϕ∫ ∫L j . (22) 

Получим: 

( ) ( )

( )

( )
( )

2

0

2

2

0

2

0

1 Re , d ,

1
, d ,

1 2Re
, d .

r

z

z
L n I r z r

L I r z r r
c

n
L I r z r r

∞

∞

ϕ

∞

 = −π + σ + σ  ω

+ σ
= −π

+ σ + σ
= π

ω

∫

∫

∫

 (23) 

Из (23) следует, что для модовых лазерных пучков 

(пучков Бесселя [3]), у которых усреднённая по вре-

мени энергия (или мощность) не ограничены: 

2

0

1
2 ( ) d

2
W I r r r

∞+ σ
= π → ∞∫ , (24) 

все три проекции УМ (23) также не ограничены. Од-

нако если рассмотреть УМ, нормированный на энер-

гию (24), то неограниченным будет только азиму-

тальный момент 

( )

( )

2

0

0

, d
1

, d

I r z r r
L

W c
I r z r r

∞

ϕ

∞
= − → ∞

∫

∫
, (25) 

радиальный УМ будет равен нулю: 

( )

( )

0

2

0

, d
Re

0
1

, d

r

I r z r
L z

n
W

I r z r r

∞

∞

 σ
 = − + →
 ω + σ 

∫

∫
, (26) 

и только продольный УМ будет конечным 

2

1 2Re

1

z
L

n
W

 σ
 = +
 ω + σ 

 (27) 

и в случае круговой поляризации пропорциональным 

(n ± 1). 

Из (27) также следует, что продольная проекция УМ 

параксиального оптического вихря является инвариан-

том, так как не зависит от z. В частности, для линейной 

(σ = 0) и круговой поляризации (σ = ±1) получим простое 

выражение, совпадающее с полученным в [2]: 

zL n

W

+ σ
=

ω
. 

Для немодовых вихревых пучков с конечной энер-

гией, например, для Гауссова оптического вихря с 

круговой поляризацией и начальной амплитудой 
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2

2
( , ) exp ,

,

x

y x

r
E r in

E i E

 
φ = − + ϕ 

δ 

= σ

 (28) 

где δ – радиус перетяжки Гауссова пучка, вместо (26) 

получим, что все три проекции полного УМ в на-

чальной плоскости конечные: 

3 2 21
0, , .

2 2 2
r z

n
L L L

c
ϕ

πδ πδ + σ 
= = − =  ω 

 (29) 

3. Численное моделирование 

На рис. 1 показано распределение интенсивности 

моды Бесселя при следующих параметрах: длина волны 

λ = 532 нм, топологический заряд n = 3, масштабирую-

щий параметр моды Бесселя kr = k/10, поляризация – 

круговая правая (σ = 1) (рис. 1а) и круговая левая (σ = –1) 

(рис. 1б), расчётная область –R ≤ x, y ≤ R, R = 25λ.  

На двумерные распределения интенсивности на-

ложены графики продольной составляющей вектора 

плотности углового момента jz. Из рис. 1 видно, что 

осевая составляющая вектора углового момента от-

рицательна на внутренних сторонах светлых колец 

(начиная со второго) для правой круговой поляриза-

ции и на внешних сторонах светлых колец (начиная с 

первого) для левой круговой поляризации. 

Расчёт показал, что в случае левой круговой поля-

ризации первое кольцо с отрицательной плотностью 

углового момента (γ2,1/kr < r < γ3,1/kr) даёт вклад в пол-

ный угловой момент, равный 20,7 % от вклада первого 

кольца с положительной плотностью углового момен-

та (0 < r < γ2,1/kr). В табл. 1 приведены аналогичные от-

носительные вклады первого кольца с отрицательной 

плотностью углового момента для правой и левой кру-

говой поляризации и разных топологических зарядов. 

Табл. 1. Относительный вклад первого кольца 

с отрицательной плотностью углового момента 

по сравнению к вкладу первого кольца с положительной 

плотностью углового момента 

Топологический 

заряд, n 

Правая круговая 

поляризация  

(σ = 1) 

Левая круговая 

поляризация  

(σ = –1) 

1 36,1 % 100 % 

2 20,7 % 36,1 % 

3 14,1 % 20,7 % 

4 10,6 % 14,1 % 

5 8,4 % 10,6 % 

Видно, что вклад отрицательного углового момен-

та убывает с ростом топологического заряда. 

Кроме того, для правой круговой поляризации он 

всегда меньше и совпадает с вкладом для левой кру-

говой поляризации при топологическом заряде, 

большем на единицу. Покажем это аналитически.  

Из (18) следует, что суммарный угловой момент 

на кольце r1 ≤ r ≤ r2 равен 

2

1 2 2 1

1

2

, , , ,

0

d d

r

z r r z z r z r

r

L j r r L L

π

= ϕ = −∫ ∫ , (30) 

где L z, R – угловой момент для круга радиуса R: 

( ) ( ) ( ) ( )

2

,

2

1 1 .

z R

n r n r n r

L R

nJ k R n J k R J k R− +

π
= ×

ω

 × − + σ 

 (31) 

а)  

б)  
Рис. 1. Распределения интенсивности (негатив) мод 

Бесселя третьего порядка (n = 3) с масштабирующим 

множителем kr = k/10 (параксиальный случай) с правой 

(σ = 1) (а) и левой (σ = –1) (б) круговой поляризацией. 

Размер расчётной области 2R = 50λ. Графики показывают 

продольную составляющую вектора плотности углового 

момента. Пунктирные стрелки показывают направление 

вращения потока энергии 

Из этого выражения следует, что в случае левой 

круговой поляризации первое кольцо с отрицатель-

ной плотностью даёт вклад в угловой момент по 

сравнению с первым кольцом с положительной плот-

ностью, равный 

( )
( )

,1 1,1

1,1

2

, , ,1 1 ,1

, 1,1 1,1

1
1

n r n r

n r

z k z k n n n

z k n n n

L L Jn

L n J

−

−

γ γ −

γ − −

 − γ γ−
 = −

γ γ  

. (32) 
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Для правой же круговой поляризации аналогичное 

выражение имеет вид: 

( )
( )

1,1 ,1

,1

2

, , 1,1 1,1

, ,1 1 ,1

1
1

n r n r

n r

z k z k n n n

z k n n n

L L Jn

L n J

+γ γ + +

γ +

 − γ γ
 = −

+ γ γ  

. (33) 

Как видно, выражение (33) совпадает с (32) при 

замене n на n – 1. 

Заключение 

В работе получены следующие результаты. Для 

произвольного параксиального светового поля с эл-

липтической поляризацией получено явное выраже-

ние для вектора плотности линейного момента (6). 

Ранее в [2] был получен частный случай для вектора 

плотности линейного момента для светового поля с 

осесимметричной интенсивностью. 

Из общего выражения получен частный случай: 

выражение для вектора плотности линейного момента 

произвольного оптического вихря с эллиптической по-

ляризацией (9). Для параксиальных световых полей с 

линейной поляризацией эффект «оптического тракто-

ра» [8] не может иметь места, так как для любого пара-

ксиального поля проекция вектора плотности линейно-

го момента на оптическую ось всегда больше нуля, так 

как пропорциональна интенсивности. 

На основе выражения для плотности линейного 

момента оптического вихря с эллиптической поля-

ризацией (9) показано, что у параксиальных опти-

ческих вихрей с круговой поляризацией имеет ме-

сто эффект «углового трактора» (13), когда на оп-

ределённом радиусе от оптической оси происходит 

смена знака у азимутальной проекции вектора 

плотности линейного момента. Этот эффект «угло-

вого трактора» состоит в том, что у оптического 

вихря с круговой поляризацией на разном расстоя-

нии от оптической оси энергия будет распростра-

няться либо по правой, либо по левой спирали. 

Также для произвольного параксиального светово-

го поля с эллиптической поляризацией получено 

явное выражение для вектора плотности углового 

момента (15), из которого следует более простое 

выражение для углового момента произвольного 

оптического вихря с эллиптической поляризацией 

(17). Уравнение (17) также подтверждает, что для 

круговой поляризации имеет место эффект «угло-

вого трактора», то есть проекция на оптическую 

ось вектора плотности углового момента на неко-

торых расстояниях от оптической оси меняет знак. 

Причём уравнение для радиусов, на которых меня-

ет знак азимутальная проекция линейного момента 

(13), совпадает с уравнением (19), определяющим 

смену знака осевой проекции углового момента. 

Также из полученных выражений следует интерес-

ное свойство, заключающееся в том, что у паракси-

ального оптического вихря с круговой поляризаци-

ей локальные максимумы интенсивности и локаль-

ные максимумы осевой проекции углового момента 

не совпадают и лежат на разных радиусах (21). 
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ANGULAR MOMENTUM DENSITY OF A CIRCULARLY POLARIZED PARAXIAL OPTICAL VORTEX 
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Abstract 

We obtain general analytic expressions for the angular momentum density of a vectorial circu-

larly polarized paraxial optical vortex. It is shown that for any vortex field with the rotational 

symmetry and circular polarization, an effect of the “angular tractor” takes place, which means 

that the flow of light energy rotates around the optical axis clockwise or counter-clockwise at dif-

ferent radii in the beam cross section. It is also shown that on the circles of these radii in the beam 

cross section, the axial component of the angular momentum density of the vortex light field 

changes its sign. Thus, microparticles trapped in the vortex beam at different radii will rotate either 

clockwise or counterclockwise. 

Keywords: paraxial optical vortex, angular momentum density, topological charge, circular po-

larization, angular tractor. 
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