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Аннотация 

В работе рассмотрен метод решения системы уравнений Максвелла в случае граничных 
условий, зависящих от времени на торце волновода со сверхпроводящими стенками. Полу-
чено явное аналитическое решение для квазигармонического сигнала, у которого ширина 
импульса в частотной области намного меньше, чем несущая частота. Рассмотрены числен-
ные примеры в случае распространения в круглом полом металлическом волноводе Гауссо-
ва импульса, представляющего собой совокупность мод. Рассмотрен расчёт динамических 
инвариантов коротких импульсов при распространении в волноводе с проводящей оболоч-
кой произвольной формы. Описана процедура квантования электромагнитного поля в вол-
новоде со сверхпроводящими стенками.  
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Введение 

Распространению электромагнитных волн в во-
локнах посвящено множество работ [1 – 5]. Однако 
большинство работ посвящено анализу расчёта поля 
от гармонических сигналов [6 – 10]. Следует отметить, 
что гармонический сигнал не несёт информации. Для 
того, чтобы электромагнитная волна несла информа-
цию, её нужно модулировать полезным сигналом.  

В данной работе рассматривается решение задачи о 
распространении импульсов поля внутри волновода со 
сверхпроводящей оболочкой произвольной формы с 
граничными условиями на срезе волокна, зависящими 
от времени. Решение проведено в рамках строгой 
электромагнитной теории. В случае квазигармониче-
ского сигнала, у которого ширина импульса в частот-
ной области намного меньше, чем несущая частота, 
рассматривается аналитическое решение задачи.  

Рассмотрены численные примеры в случае рас-
пространения в круглом полом волноводе импульса, 
представляющего собой совокупность мод, визуаль-
но продемонстрирована дисперсия мод при распро-
странении в волноводе за счёт разности групповых 
скоростей.  

Рассмотрен расчёт динамических инвариантов ко-
ротких импульсов при распространении в волноводе 
с проводящей оболочкой произвольной формы. 
Наличие сверхпроводящей оболочки приводит к дис-
кретному спектру и ограниченности энергии, заклю-
чённой в моде. Это удобно для квантования электро-
магнитного поля [11 – 18]. 

Описана процедура квантования электромагнит-
ного поля в волноводе со сверхпроводящими стенка-
ми. Полученные выражения в случае квантованных 
электромагнитных полей в дальнейшем можно ис-

пользовать для описания распространения некласси-
ческих состояний электромагнитного поля внутри 
волноводов. 

1. Распространение электромагнитного поля 
в волноводах 

1.1. Моды при наличии неоднородного диэлектрика 
Рассмотрим уравнение Максвелла для комплекс-

ных амплитуд в диэлектрике с неоднородным рас-
пределением показателя преломления в поперечном 
направлении:  
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Подставляем выражения (2) в (1) (опуская зависи-
мость координат):  
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Используя формулы векторного анализа, для элек-
трического и магнитного поля можно записать: 
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Подставляем выражения (4) в уравнения (1) и по-
лучаем уравнения для поперечных распределений 
электромагнитного поля мод: 
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Введём криволинейные ортогональные попереч-
ные координаты u = (u1, u2), такие, что внешняя по-
верхность волновода является координатной поверх-
ностью u1 = const (или u2 = const). Используя опреде-
ление ротора и вектора в произвольных координатах, 
уравнения (5) приводятся к виду:  
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где E0
 = E01e1

 + E02e2
 + E03e3, полагаем e3

 = ez; G1, G2 – 
коэффициенты Ламэ; ∂j

 = ∂ / ∂u j. 
Из двух уравнений (6) можно получить выраже-

ния для поперечных компонент электромагнитных 
полей через продольные:  
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1.2. Поперечное магнитное поле (TM) 
В этом случае H03

 = 0, тогда выражения (7) примут 
следующий вид: 
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Умножая скалярно второе из уравнений (6) на e3, 
получим уравнение:  
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Подставляя в (9) выражения (8), получим уравне-
ние для продольной компоненты электрического поля 
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Таким образом, получено уравнение (10) для по-
иска мод и таких постоянных 2

0k  и 2, чтобы функция 
E03(r) удовлетворяла уравнению и граничным усло-
виям на границе волновода.  

В случае, если диэлектрическая и магнитная про-
ницаемость являются постоянными величинами, сле-

дует найти такое 2 2
0k     , чтобы выполнялись 

оба вышеназванных условия. Следует отметить, что 
2
0k  и 2 не являются независимыми. В случае, если мы 

фиксируем одну величину, другая становится от неё 
зависимой. Если мы фиксируем частоту, то () ста-
новится зависимой от частоты. В случае, если мы 
фиксируем , то частота () становится зависимой от 
. Обычно существует дискретный или счётный набор 
параметров.  

1.3. Поперечное электрическое поле 
В этом случае E03

 = 0, тогда выражения (7) примут 
следующий вид: 
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Умножая скалярно первое из уравнений (6) на e3, 
получим уравнение:  
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Подставляя в (11) выражения (12), получим урав-
нение для продольной компоненты магнитного поля:  
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Аналогично задача сводится к поиску таких по-
стоянных 2

0k  и 2, чтобы функция H03(r) удовлетво-
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ряла уравнению и граничным условиям на границе 
волновода. В случае, если диэлектрическая и магнит-
ная проницаемость являются постоянными величи-

нами, следует найти такое 2 2
0k     , чтобы вы-

полнялись оба вышеназванных условия.  

2. Разложение поля по модам волновода 

2.1. Разложение комплексных амплитуд 
Рассмотрим случай, когда диэлектрическая и маг-

нитная проницаемость не зависит от координат и 
времени. Продольные составляющие электрического 
и магнитного поля E03(r)  E и H03(r)  H удовле-
творяют уравнениям  
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где 2 2 2 2
0 0,k k           . 

Отметим, что  определяется из условия 
E(rbound) = 0, rbound – радиус-вектор внешней поверх-
ности волновода,  определяется из условия 
∂2H(rbound) = 0. 

Далее введём в рассмотрение вектора  
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Эти вектора связаны уравнениями Максвелла  
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где  = (, ) = (1, 2). 
С учётом обозначений (15) и (16) и дискретного 

набора собственных значений разложение комплекс-
ных амплитуд поля имеет вид  
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Индексы суммирования p и q определяют номер 
моды.  

2.2. Соотношения ортогональности для мод 
В случае однородного диэлектрика имеются соот-

ношения для продольных компонент полей  
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где D – поперечное сечение волновода.  
Для векторов электрического поля для различных 

поляризаций:  
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Эти соотношения в дальнейшем будут использо-
ваны для вычисления гамильтониана электромагнит-
ного поля. В случае, если показатель преломления за-
висит от поперечной координаты, соотношения орто-
гональности не выполняются. 

2.3. Разложение электромагнитных полей, 
зависящих от времени 

Рассмотрим теперь представление электромагнит-
ных полей, зависящих от времени.  

Введём обозначение:  
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Запишем электромагнитные поля в зависимости 
от времени (для сокращения записи будем опускать 
аргументы некоторых функций):  
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Пусть при t = 0 известен вид волнового пакета элек-
трического поля E(u, z, t = 0) = Et0 (u, z). Тогда из (24) с 
учётом (23) для аналитического сигнала получим:  
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Для вычисления коэффициентов разложения вы-
полним стандартное преобразование: 
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Обозначим преобразование Фурье: 
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Далее,  
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где e q,1,s(u, ) – эрмитово-сопряжённый вектор e q,1,s(u, ). 
Учитывая ортогональность векторов (15) – (16), 

окончательно получаем: 
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2.4. Случай квазигармонического пучка 

Выражение для аналитического сигнала можно 
представить не только в виде интеграла по константе 
распространения (24), но и через интеграл по частоте: 
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где   22 2
, ,p j p jc  
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В случае квазигармонического пучка p, j () мож-
но представить в виде разложения в ряд Тейлора в 
области гармонической частоты 0: 

       , , 0 , 0 0p j p j p j         . (33) 

Тогда выражение (32) примет следующий вид: 
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После замены переменных  = ( – 0) и с учётом 
бесконечных пределов: 
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Рассмотрим поле при z = 0: E(u, z = 0, t) = Ez0(u,t): 
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Выражение (36) неудобно для дальнейших выкла-
док, так как базисные вектора в этом случае зависят 
от  = ( – 0). Чтобы избавиться от этой зависимости, 
рассмотрим только поперечные компоненты: 
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Тогда для поперечных компонент выражение (36) 
можно переписать: 
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При z = 0 E(u, z = 0, t) = E , z0(u,t) вместо (38) получим: 
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Обращая преобразование Фурье, получаем: 

     1
, 0 ,1,, 2 p j
z p j

p j

F b   




   u e u , (40) 

где        , 0 , 0 0, , exp exp dz zF E t i t i t t


 


   u u . (41) 

Учитывая ортогональность базисных векторов 
(37), получаем выражение для коэффициентов: 

     1 1 2
, 0

1
, d

2
q s q s

z
qs

b F
T

   
   

  e u u u , (42) 

где 1 2
q,1,s( ) ( )dq s

qsT   
  e u e u u  – норма. 

2.5. Решение для мод волновода 
 в случае квазигармонического пучка 

Если поле является модой волновода в простран-
ственной части  
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     , 0 ,1, 0, ( ) expz p jE t f t i t
   u e u , (43) 

где f (t) – функция, описывающая форму импульса.  
Тогда 
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где Ft () – преобразование Фурье от формы импульса. 
Подставляя выражения (44) для коэффициентов в 

поле (38), можно записать: 
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С учётом того, что Ft () – преобразование Фурье 
от формы импульса, выражение (45) можно упростить: 
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где 
1 2

,s
,s 2

,s

q
q

q

c
v

c


  

     
 

– групповая скорость распространения волнового па-
кета. 

Очевидно, используя полученный выше результат 
для отдельной моды волновода, можно обобщить его 
для суперпозиции волноводных мод, имеющих об-
щую временную зависимость: 
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2.6. Моделирование распространения суперпозиции 
мод круглого металлического волновода  
в случае квазигармонического пучка 

Рассмотрим частный случай круглого полого ме-
таллического волновода [19, 20].  

В этом случае  
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 (48) 

Заметим, что собственные моды (48) содержат 
вихревую фазовую составляющую exp(im) и могут 
быть использованы для уплотнения каналов передачи 
информации [21 – 27].  

Тогда поперечное поле в круглом металлическом 
волноводе: 
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Из выражения (49) видно, что дисперсия мод зави-
сит от соотношения констант распространения. В слу-
чае отсутствия зависимости показателя преломления 
от частоты формула для групповых скоростей имеет 
вид (иначе они будут иметь более сложный вид): 
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 (50) 

Далее приведены результаты численного модели-
рования для квазимонохроматического импульсного 
излучения с базовой длиной волны 0

 = 0,532 мкм, 
распространяющегося в круглом металлическом вол-
новоде радиусом 50 (внутри волновода – воздух). 
Импульс имеет Гауссову форму 

 2

0

2
( ) exp

2

t t
f t

 
  
  

  

длительностью  = 0,1 пикосекунда, t0
 = 1 пс. В этом 

случае 0
 = 2c/0, где скорость света в вакууме 

c = 299,79 мкм/пс. 
На рис. 1 показаны интенсивности двух TE-мод 

волновода и их суперпозиции. 
На рис. 2 показан вид импульсов для отдельных 

мод и их суперпозиции в различные моменты времени. 
Как видно из рис. 2, две моды распространяются 

в волноводе с различной скоростью, поэтому сигнал, 
представляющий собой суперпозицию двух мод, будет 
постепенно «разваливаться» при распространении. 
Картина дисперсии мод в зависимости от расстояния 
показана на рис. 3. А процесс распада суперпозиции 
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двух мод на две составляющие при распространении 
в волноводе показан на рис. 4.  

a)    б)   

в)  
Рис. 1. Интенсивность TE-мод волновода (m, p) = (1, 1) (а), 
(m, p) = (1, 3) (б) и их суперпозиции с весами, одинаковыми 

по модулю и противоположными по знаку (в) 

a)  

б)  

в)  
Рис. 2. Амплитуда импульсов для TE-мод волновода (1,1) 

(точечная линия), (1,3) (пунктирная линия) и их 
суперпозиции (сплошная линия) в различные моменты 

времени: t = 2 пс (а), t = 5 пс (б), t = 10 пс (в) 

  
Рис. 3. Дисперсия суперпозиции мод на две составляющие 
в зависимости от расстояния (z от 1500 мкм до 5000 мкм) 

и времени (от 6 пс до 20 пс)  

3. Вычисление динамических инвариантов 
электромагнитного поля 

3.1. Вычисление гамильтониана поля 
Энергия электромагнитного поля имеет вид  

2 2 dW E H V 
 
 

   . (51) 

Чтобы вычислить энергию, будем в выражении 
(51) использовать выражения (24), (25). Для удобства 
дальнейших вычислений перепишем их в виде: 

      *1 ˆ ˆ, , , , , ,
2

E z t E z t E z t u u u , (52) 
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Для поля (52) запишем:  
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 (54) 

а)  

б)  

в)  
Рис. 4. Распространение суперпозиции двух мод в волноводе длиной 18 мм, распределение амплитуды (негатив)  

в различные моменты времени: а) t=5 пс, б) t=30 пс, в) t=60 пс  
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Можно показать, что для полей вида (53) выпол-
няется соотношение: 

   2 2ˆ ˆ, , , , d 0E z t H z t V     u u . 

Таким образом, для вычисления (51) понадобят-
ся только члены, содержащие перекрестные произ-
ведения: 
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Рассмотрим первый член в (55) 
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Рассмотрим интеграл по z: 
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 (57) 

Также интеграл по поперечным переменным с учё-
том ортогональности базисных векторов: 

1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 2
1 1,( ) ( )dp j p j

p j p j p jT 
     e u e u u . (58) 

С учётом (57) и (58) выражение (56) примет вид: 
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С учётом свойств дельта-символов, вместо (59), 
получим: 
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Аналогичные выражения можно получить для 
остальных слагаемых. Таким образом,  
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Учитывая, что  
a p,1, j = a p,2, j,  

получаем основной результат 
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3.2. Вычисление импульса поля 
Импульс поля определяется следующим выраже-

нием:  
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Можно показать, что в (63) важны только пере-
крёстные члены, т.е.: 
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В данном случае отличной от нуля будет только 
продольная компонента импульса. Поперечные ком-
поненты импульса будут равны нулю, так как энер-
гия не распространяется в перпендикулярном 
направлении  
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В этой сумме отличными от нуля являются только 
следующие продольные проекции векторного произ-
ведения  
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Учитывая ортогональность, получаем 
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Далее, интегрируя по продольному импульсу и 
переменной z, получаем ещё один основной результат 

   

   

*
,

* d .

p j p j
z p j

p j

p j p j

P P a a

a a

 



 

   

   


 (69) 

4. Квантование по модам  
металлического волновода 

В предыдущих параграфах были получены формулы: 
–  для электрического и магнитного поля в волноводе 

(24), (25); 
–  гамильтониан электромагнитного поля в металли-

ческом волноводе (62); 
–  выражение для продольной компоненты импульса 

в металлическом волноводе (69). 
Далее переходим к квантованию электромагнит-

ного поля в волноводе. Сначала переходим к другим 
величинам 

   p j p j p ja B b    . (70) 

В этом случае выражения для аналитических сиг-
налов полей принимают вид: 
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Выражение для энергии (гамильтониан электро-
магнитного поля) принимает вид 
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Выражение для продольной компоненты импульса 
принимает вид: 
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Далее полагаем, что величины b p, j() становятся 
операторами, комплексно-сопряженные величины 
становятся сопряженными операторами (b p, j())+, 
действующими в пространстве состояний электро-

магнитного поля. Именно эти состояния будут опре-
делять поле, а не аналитический сигнал. Величины 
B pj выбираем таким образом, чтобы операторы удо-
влетворяли уравнению, которое следует из уравнения 
Гейзенберга для произвольного оператора: 
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 (75) 

Для того, чтобы удовлетворить этим уравнениям, 
необходимо положить, что коммутаторы этих опера-
торов удовлетворют выражениям 

       1 2 1 2,p j q s p j
q s

         b b . (76) 

Остальные коммутаторы полагаем равными нулю. 
В этом случае выражения для операторов полей: 
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С учётом (76) выражения для оператора энергии и 
импульса принимают следующий вид: 
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Эти операторы действуют в пространстве состоя-
ний электромагнитного поля. Будем обозначать эти 
состояния | . Тогда наблюдаемые электрическое и 
магнитное поля, энергии и продольные компоненты 
импульсов будут определяться не аналитическими 
сигналами, а средними значениями операторов, соот-
ветствующих этим аналитическим сигналам 
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 (80) 

Следует отметить, что в этом случае нам необхо-
димо ввести понятие скалярного произведения состо-
яний  ||  и определить действия операторов 
b p, j() | , a | (b p, j())+ на вектора состояния электро-
магнитного поля. Следует отметить, что в этом слу-
чае характеристики электромагнитных полей, вычис-
ленные как средние значения операторов, будут от-
личны от соответствующих величин в классической 
теории поля. В этом случае будет наблюдаться зави-
симость от числа фотонов в каждой моде возбуждае-
мого электромагнитного поля.  
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Самым элементарным квантовым состоянием яв-
ляется когерентное состояние. Когерентное состояние 
электромагнитного поля определяется: 

 p j p jc    b , (81) 

где c p, j – обычные комплексные числа.  
В этом случае действие оператора электромагнит-

ного поля на когерентное состояние имеет вид: 
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Среднее значение оператора электромагнитного 
поля имеет вид:  

   1 d ,pj p j
p j pj

p j
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 ||  – это обыкновенное действительное число.  
Из выражения (83) следует, что среднее значение 

оператора электрического поля для когерентного 
случая описывается таким же выражением, что и 
электрическое поле. Следует отметить, что операторы 
электрического и магнитного полей удовлетворяют 
тем же уравнениям Максвелла (это нетрудно показать 
исходя из вида операторов).  

В случае, если состояния электрического поля не яв-
ляются когерентными и описываются более сложным 
образом, выражение для среднего значения поля не 
имеет простого вида. На практике состояния электро-
магнитного поля не описываются вектором состояний, а 
описываются матрицей плотности. В этом случае сред-
нее значение любых операторов выражается в виде  

 SpE ρE  , (84) 

где E  – среднее значение физической величины,  – 
матрица плотности состояния электромагнитного по-
ля, E  – оператор физической величины.  

В этом случае вычисление среднего значения фи-
зических величин в волноводе представляет непро-
стую задачу, которая будет рассмотрена в дальнейшем. 

Заключение 

В данной работе выполнено строгое решение за-
дачи о распространении импульсов поля внутри вол-
новода со сверхпроводящей оболочкой произвольной 
формы с граничными условиями на срезе волокна, за-
висящими от времени.  

Удобное аналитическое решение задачи было по-
лучено в случае квазигармонического сигнала, у ко-
торого ширина импульса в частотной области намно-
го меньше, чем несущая частота.  

Результаты, полученные для волновода со сверх-
проводящей оболочкой, можно перенести на случай 
волокна с произвольным поперечным распределени-
ем показателя преломления. Сверхпроводящая обо-

лочка была выбрана для удобства. В этом случае 
можно точно поставить граничные условия. На прак-
тике можно рассматривать волокна с произвольным 
профилем показателя преломления (градиентные и 
ступенчатые), поместив проводящую оболочку на до-
статочном удалении от волокна. В этом случае моды 
будут не ортогональны. Степень неортогональности 
будет зависеть от градиента показателя преломления. 
Для слабоградиентых волокон можно считать моды 
ортогональными.  

Рассмотрен расчёт динамических инвариантов 
импульсов при распространении в волноводе с про-
водящей оболочкой произвольной формы.  

Описана процедура квантования электромагнитно-
го поля в волноводе со сверхпроводящими стенками. 
Полученные выражения в случае квантованных элек-
тромагнитных полей в дальнейшем можно использо-
вать для описания распространения неклассических 
состояний электромагнитного поля внутри волново-
дов. Данный алгоритм квантования можно распро-
странить на случай, если показатель преломления во-
локна зависит от поперечных координат. Однако в 
этом случае моды не будут строго ортогональны, по-
этому процедура квантования будет приближённой. 
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PROPAGATION OF ELECTROMAGNETIC PULSES AND CALCULATION OF DYNAMIC INVARIANTS  
IN A WAVEGUIDE WITH A CONVEX SHELL 
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Abstract 

In this paper, we consider a method for solving a system of Maxwell's equations in the case of 
time-dependent boundary conditions at the end of a waveguide with superconducting walls. An 
explicit analytical solution is obtained for a quasi-harmonic signal whose pulse width in the fre-
quency domain is much smaller than the carrier frequency. Numerical examples are calculated in 
the case of a Gaussian pulse as a superposition of modes propagating in a circular hollow metal 
waveguide. The calculation of dynamic invariants of short pulses propagating in a waveguide with 
an arbitrarily-shaped conducting shell is considered. A procedure for quantizing an electromagnet-
ic field in a waveguide with superconducting walls is described. 

Keywords: waveguide modes, field pulse, dynamic invariants, electromagnetic field quantization. 
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