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Аннотация 

В работе показана возможность проектирования рекурсивного цифрового фильтра с ис-
пользованием штрафного P-сплайна. Аналитически получены и исследованы частотные и 
временные характеристики сплайн-фильтра для данных, поступающих в режиме реального 
времени. Исследовано влияние параметров штрафного P-сплайна на показатели эффектив-
ности интерпретации входной измерительной информации. Закономерности, полученные в 
процессе частотного анализа сплайн-фильтра, подтверждены примером восстановления до-
плеровской функции. 

Ключевые слова: P-сплайн, сглаживающий сплайн, рекурсивный цифровой фильтр, ап-
паратная функция, системная функция.  

Цитирование: Кочегурова, Е.А. Реализация рекурсивного цифрового фильтра на основе 
штрафного P-сплайна / Е.А. Кочегурова, Д. У // Компьютерная оптика. – 2018. – Т. 42, № 6. – 
С. 1083-1092. – DOI: 10.18287/2412-6179-2018-42-6-1083-1092. 

Введение 

Эффективность систем обработки информации во 
многом определяется качеством входной информа-
ции, поступающей от реальных объектов наблюдения 
и управления. Поэтому в составе современных вы-
числительных устройств нередко присутствуют циф-
ровые фильтры (ЦФ), реализованные аппаратно или 
программно. При аппаратной реализации системная 
(аппаратная) функция измерительного преобразова-
теля корректируется динамическим звеном с задан-
ной передаточной функцией [1]. Алгоритмическое 
или программное сглаживание основано на использо-
вании математических методов цифровой фильтра-
ции. Основными методами цифровой фильтрации для 
данной задачи являются частотная селекция сигналов 
и оптимальная (адаптивная) фильтрация [2, 3]. 

Требования к характеристикам современных ЦФ 
весьма высоки и определяются селективными свой-
ствами фильтров [4 – 7]. Так, во временной области 
эти требования определяются точностью и сохране-
нием формы полезного сигнала. В частотной – требо-
ваниями к полосе пропускания сигнала и подавлению 
помехи. Стремление к сокращению переходной зоны 
между этими полосами приводит к увеличению окна 
и, соответственно, порядка фильтра [8]. 

Альтернативное решение основано на применении 
рекурсивных фильтров, имеющих бесконечную им-
пульсную характеристику (БИХ-фильтр) при невысо-
ком порядке ЦФ. 

Классические методы создания БИХ-фильтров ба-
зируются на их аналоговом прототипе с последую-
щей аппроксимацией требуемых свойств фильтра на 
основе физически реализуемой дискретной системы 
[2, 3, 9]. При таком подходе требования к ЦФ полно-
стью определены требованиями к АЧХ (реже к ФЧХ) 
фильтра. Это снижает эффективность фильтрации с 
позиции последующей интерпретации измерительной 
информации. Подход к проектированию ЦФ, позво-
ляющий объединить разнообразные требования к ка-
честву фильтрации, возможен на основе численных 
методов математического программирования. 

В задачах интерпретации данных целесообразно 
использовать модельные функции на основе простого 
математического базиса. Именно этим объясняется 
популярность и эффективность сплайн-функций в 
прикладных задачах интерпретации (прогноз, филь-
трация, дифференцирование, выделение тренда и др.) 
[10 – 12]. 

Для создания рекурсивного сплайн-фильтра необ-
ходима сплайн-функция, допускающая реализацию в 
реальном времени, т.е. с рекуррентной формой вы-
числения. Базисные B-сплайны [13 – 17] и штрафные 
P-сплайны [18 – 25] имеют высокое быстродействие 
только при оптимальном выборе узлов. Выбор узлов 
является одним из способов адаптации сглаживающе-
го сплайна [18, 19, 24 – 26]. Адаптация значительно 
повышает эффективность сплайнов.  

Другое направление адаптации связано с оценкой 
штрафного параметра на основе регрессионных и ве-
роятностных подходов [18, 19, 21, 27 – 29]. 

Предлагаемая здесь модификация P-сплайна реа-
лизует вариационный подход для объединенных в 
группы данных [30 – 32]. Создание группы для вход-
ных данных автоматически решает проблему выбора 
узлов. А компактная форма оценки параметров ре-
куррентной сплайн-функции позволяет реализовать 
сплайн в реальном масштабе времени (РМВ). Кроме 
того, анализ частотных и временных характеристик 
сплайна с позиций ЦФ позволяет более наглядно 
оценить прикладные свойства сплайна для задач ин-
терпретации данных. 

Штрафной P-сплайн для группируемых данных 

Получение классического штрафного сплайна S(t) 

по отсчетам ( ),  1,iy t i n  основано на оптимизации 

специального вида функционала, определенного на 
всем интервале наблюдения [a, b] (B.W. Silverman, 
1994) 
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где первое слагаемое вместе со сглаживающим пара-
метром определяет штраф кривизны; второе слагае-
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мое реализует обычный метод наименьших квадра-
тов. 

Для реализации режима реального времени функ-
ционал (1) модифицирован [23] и определен для каж-
дого i-го звена сплайна на основании входных дан-
ных, собранных в группы по h измерений между от-
счетами 0 ,  i i

ht t  с шагом дискретизации t 
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В (2) введен сглаживающий сомножитель , нор-
мированный по аналогии с [13], но только для каждо-
го звена сплайна. Это сужает диапазон выбора 
[0, 1] и придает сглаживающему параметру физи-
ческий смысл. 

Для реализации штрафного сплайна для i-го звена 
в реальном времени 

2 3
0 1 2 3( ) ,  i i i i

iS a a a a q h q                , (3) 

нами были получены [32] коэффициенты кубического 
сплайна в рекуррентном виде. При этом q – номер от-

счета i
jt  внутри i-го звена ( 0, ;  0, 1j h q h   ), в ко-

тором сопряжены непрерывные производные сплайна 
( ) 1 ( )

1( ) ( )k i k i
qqS t S t

   , k = 0,1 для дефекта 2 и k = 0 для 

дефекта 1. Разрывные коэффициенты 2 3,i ia a  найдены 

из условия минимизации функционала (2): 
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Соотношение моментов вычисления () и сопря-
жения (q) i-го звена сплайна порождает несколько 
вычислительных схем рекуррентного сплайна, по-
дробно исследованных в [33]. 

Описание штрафного сплайна  
в виде разностного уравнения 

Для исследования рекуррентного сплайна метода-
ми теории цифровой фильтрации требуется предста-
вить его в виде разностного уравнения. Входной ин-
формацией такого фильтра является последователь-

ность измерений i-го звена { ( )},  0,i
jy t j h  (решетча-

тая функция). Выходная информация – значение 

сплайна ( ),  1,  0, 1iS t q q h      . ( ),  1,  1,iS t q h    .  

Обозначив ( )i
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 . Решетчатые функции {Si}, {yi}, i = 1, 2, 3… 

имеют одинаковый интервал дискретизации, совпа-
дающий с интервалом дискретизации входных дан-
ных t. 

Для введенных обозначений перепишем уравне-
ние сплайна (3) как разностное уравнение для решет-
чатой функции {Si}, i = 1, 2, 3… 
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Разностное уравнение (4) соответствует уравне-

нию с переменными коэффициентами ( ),  0,4j j   . 

Порядок уравнения соответствует значению 
, [1, h], где  – момент вычисления значения 
сплайна. Однако если момент вычисления сплайна  
не изменяется на разных звеньях, то коэффициенты 

,  0, 4j j  , будут постоянными относительно звена 

сплайна и параметр  опускается. В (4) и далее q = 0, 
т.е. сопряжение звеньев сплайна осуществляется в 
начале звена. 

Последовательно раскладывая в выражении (4) 
,i iS S   и далее 2 2 0 0, ,..., ,i iS S S S      (что соответ-

ствует разложению непрерывных коэффициентов 
сплайна 1 1 2 2 0 0

0 1 0 1 0 1, , , ,..., ,i i i ia a a a a a    ), получаем разност-

ное уравнение в виде 
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Вид разностного уравнения (5) указывает на ли-
нейность уравнения относительно измерений ( )i

ky t . 

Причем коэффициенты 1 ( , , )lQ h q , 2 ( , , )lQ h q  полно-

стью определены настроечными параметрами сплай-
на , h, q, а константа C зависит только от начальных 
условий сплайна. 

Для подтверждения линейности сплайн-фильтра 
проведены эксперименты по оценке свойств линей-
ных преобразований: сохранение частотного состава 
входного гармонического сигнала и сохранение зако-
на распределения плотности вероятности входного 
случайного сигнала [2, 3]. Было установлено, что в 
спектре выходного сигнала после сплайн-
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преобразования не появляются дополнительные зна-
чимые гармоники. Их амплитуда составляет 
(0,00001 – 3) % от амплитуд существующих гармоник 
во входном сигнале. Также установлено, что после 
сплайн-преобразования случайного сигнала типа бе-
лый шум в ограниченной полосе частот с нормаль-
ным законом распределения выходной сигнал также 
подчинен нормальному закону распределения. Согла-
сованность эмпирического закона распределения с 
теоретическим, рассчитанная по 2– критерию Пир-
сона, составляет 96 % (при объеме выборки 1000 зна-
чений).  

Линейность сплайн-фильтра делает возможным 
использовать для его исследования аппарат линейных 
динамических систем.  

Исследование частотных и временных 
характеристик рекурсивного сплайн-фильтра 

Традиционно проектирование программного ЦФ 
[5, 8 – 12] включает задание требуемой передаточной 
функции фильтра в спектральной области, ее аппрок-
симацию с заданной точностью, переход в z-область и, 
наконец, получение импульсной весовой функции на 
основании обратного z-преобразования. И таким обра-
зом, основным математическим инструментом цифро-
вой фильтрации является уравнение свертки аппарат-
ной функции фильтра и входного сигнала [34].  

При анализе сплайн-фильтра уравнением преобра-
зования во временной области является уравнение 
сплайна вида (3) или разностное уравнение (4). Осо-
бый интерес для понимания сути и наглядности 
сплайн-фильтра имеет его описание в частотной об-
ласти [16, 33, 35 – 38]. Кроме этого, появляется аль-
тернативное описание сплайн-фильтра во временной 
и частотной области. 

Цифровые фильтры по аналогии с линейными ди-
намическими системами могут быть представлены 
следующими основными характеристиками [4 – 8]: 

- системная функция (частотная передаточная или 
комплексный коэффициент передачи для непрерыв-
ных систем); 

- аппаратная функция (импульсная весовая для 
непрерывных систем). 

Для решения разностного уравнения (4) использо-
вано дискретное преобразование Лапласа, в данном 
случае в форме z-преобразования. Получив изобра-

жения левой и правой части уравнения (4) S(z)  Si и 

( ) ( )iY z y t , можно найти передаточную функцию 
W(z)  = S(z)  /  Y(z) сплайн-фильтра. Для практиче-
ского использования целесообразно перейти от си-
стемной функции фильтра к комплексному частотно-
му коэффициенту передачи H() = W(ejt), полагая 
z = ejи t = 1, используя свойства сдвинутых решет-
чатых функций 
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Числитель частотной характеристики определен 
нерекурсивной частью сплайн-фильтра, знамена-
тель – рекурсивной. 

Периодичность функции ejt приводит к перио-
дичности частотной характеристики H() [2, 3, 8]. 
Поэтому численное исследование амплитудных и фа-
зовых частотных характеристик сплайн-фильтра про-
ведено в области главных частот [– / t,  / t], где 
частотные характеристики дискретного и непрерыв-
ного фильтра совпадают, а также исключается эффект 
алиасинга. 

Представим частотную характеристику H() в виде  

( ) ( ) ( )jH A e      , 

где A() = |W()| – амплитудно-частотная характери-
стика (АЧХ), () = arg [W()] – фазо-частотная ха-
рактеристика (ФЧХ) фильтра. 

Основные параметры сплайна значительно изме-
няют фильтрующие свойства сплайна. Общую карти-
ну этих свойств представляют АЧХ и ФЧХ сплайн-
фильтра, приведенные на рис. 1. При исследовании 
параметры сплайна варьировались в диапазоне их 
определения: сглаживающий множитель [0, 1], 
момент вычисления [1, h], длина звена h[3, 20] 
(h = 3 соответствует использованию 4 измерений для 
построения полинома третьего порядка, а при h > 20 
сплайн сложно использовать в системах реального 
времени). Вид всех АЧХ на рис. 1а соответствует 
низкочастотному фильтру с разной степенью влияния 
параметров. Если рассматривать сплайн-фильтр как 
динамическое звено второго порядка, то его коэффи-
циент передачи 

0
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0

0

(1/ ) ( ) dH


    

растет с увеличением параметров  и . Однако резо-
нансные пики АЧХ возникают при небольших значе-
ниях  или h и при приближении h. 

а)     б)  

в)    г)  
Рис. 1. АЧХ и ФЧХ рекуррентного фильтра (P-сплайн): 
а) h = 10, τ = 1, ρ [0, 1]; б) h = 10, ρ = 1, h [3, 20];  
в) h = 10, ρ = 0,5, τ [1, h] г) h = 10, ρ = 0,5, τ [1, h] 
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На характер ФЧХ (рис. 1г) наибольшее влияние 
оказывает момент вычисления сплайна , соответ-
ствует ФЧХ системы с запаздыванием. В данной реа-
лизации сплайн-фильтра имеем дело с обработкой 
информации группами [32]. В силу этого ФЧХ имеет 
опережающий характер, и лишь при h появляется 
отставание фазовой характеристики. 

На полосу пропускания сигнала не столь суще-
ственно влияют параметры сплайна  и , как длина 
звена сплайна h. И это очевидно, так как при увели-
чении h сплайн становится более гладким и полоса 
пропускания уменьшается. Это свойство сплайн-
фильтра подтверждено ниже на рис. 2а при анализе 
ширины аппаратной функции. При малых значениях 
h инерционность сплайна снижается и в большей сте-
пени соответствует АЧХ интерполяционного сплай-
на. Для идеального фильтра A() = 1, () = 0 в за-
данной полосе частот.  

Аналогом импульсной весовой функции линейных 
динамических систем для дискретных фильтров явля-
ется аппаратная функция (АФ) g(t)  

1
( ) ( ) d

2
j tg t H e






  
  .  

Аппаратная функция часто применяется в уравне-
нии дискретной свертки для аналитической связи 
сигналов на входе и выходе дискретного фильтра. 

Для предлагаемого сплайн-фильтра АФ получена 
аналитически на основе g(t) и системной функции (6). 
На рис. 2 продемонстрированы семейства АФ при 
изменении параметров , h или . Во всем диапазоне 
изменения параметров сплайна АФ имеет затухаю-
щий характер. Хорошо прослеживается связь между 
шириной АФ ((, h)) и частотными характеристика-
ми сплайн-фильтра: полоса пропускания сигнала об-
ратно пропорциональна ширине АФ. Как и при ана-
лизе частотных характеристик, ширина АФ в боль-
шей степени зависит от длины звена сплайна h и мало 
зависит от сглаживающего параметра  (рис. 2а). Бо-
лее гладкий сигнал на выходе фильтра соответствует 
использованию большого значения h, т.е. узкой поло-
се пропускания рис. 1б и большой ширине АФ 
рис. 2а, б. 

Момент вычисления  определяет свойство при-
чинности сплайн-фильтра рис. 2в. В данном случае 
h(t) = 0, t < 0 только для значения  = h, т.е. когда нет 
запаздывания в вычислениях. В остальных случаях 
h(t) = 0 при  < h – , что соответствует обработке дан-
ных группами или в системах с накопленными дан-
ными.  

Кроме требований к установившимся процессам, 
эффективность и работоспособность ЦФ характери-
зуется показателями в переходных процессах и усло-
виями устойчивости.  

Устойчивость рекурсивного сплайн-фильтра как 
линейной дискретной системы была оценена анали-
тически на основе характеристического уравнения [2, 

8], соответствующего знаменателю уравнения (6) для 
 = 1 

1 1
0 1 2 ln( ) 0z z z       . 

а)     б)  

в)  
Рис. 2. Аппаратная функция рекуррентного фильтра  

(P-сплайн): а) h[3, 20], [0, 1];  
б)  = 1,  = 0,6; в) h = 10,  = 0,6 

Преобразуем данное уравнение, умножая его на z 
и используя разложение ln(z) в степенной ряд, огра-
ничиваясь одним членом разложения: 

0 1 2
1

2 0
1

z
z z

z


      


. 

Или 
2

0 1 2 0c z c z c   . 

Далее, используя билинейное w-преобразование 
(Мизеса) z = (1+ ) / (1 – ), получим 

2
0 1 2 0u w u w u   , 

где 

0 0 0 0 1 2

1 0 1 2 1 0 2

2 2 0 2 0 1 2

; ;

2 ; 2 2 ;

2 ; .

c u c c c

c u c c

c u c c c

    
       
      

 

Замена переменной z позволяет свести условия 
устойчивости |z| < 1 к критерию Гурвица и для урав-
нения второго порядка имеют вид 

0 1 2

0 2

0 1 2

0;

2 2 0;

0.

c c c

c c

c c c

  
  
   

 

А с учетом введенных в (4) обозначений для t = 1 
условия устойчивости сплайн-фильтра 

0 2 0;

( 1 2 2) 0;

1 0,

P

P P

P

   
   
 

 (7) 
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где 

1 2 3 2 3

2 3 4 3 4

( ) ;

( ) .

P A H H CH BH

P A H H CH BH

   
    

 

Система неравенств (7) определяет условия 
устойчивости фильтра. Разрешая (7) относительно 
сглаживающего параметра , были найдены области 
устойчивости сплайн-фильтра (табл. 1) при измене-
нии параметров q и h. 

Табл. 1. Области устойчивости сплайн-фильтра 
h/q 0 1 2 3 4 5 6 7 
3 0 – 1 0 – 0,99 0,99 – 1      
6 0 – 1 0 – 1 0 – 0,98 0,90 – 1 0,99 –

 1 
   

8 0 – 1 0 – 1 0 – 1 0 – 0,97 0,87 –
 1 

0,97 –
 1 

н н 

10 0 – 1 0 – 1 0 – 1 0 – 0,99 0 –
 0,95 

0,84 –
 1 

0,95 –
 1 

н 

н – неустойчив 

Основная особенность состоит в сужении области 
устойчивости от момента сопряжения звеньев сплай-
на q. И при стремлении q к правому концу звена 
сплайна наблюдается неустойчивость при любом зна-
чении параметра . При сопряжении в начале звена 
сплайн всегда устойчив и при  < 1. В практических 
приложениях чаще всего и используется сопряжение 
в начале звена.  

Аналитически оценить устойчивость сплайн-
фильтра при  > 1 затруднительно. Однако косвенно 
устойчивость преобразования можно оценить на ос-
нове зависимости погрешностей  восстановления 
некоторого модельного сигнала при значительном 
изменении его длины. Так, на рис. 3а, б представлена 
зависимость MSPE (Mean Squared Percentage Error) 
[33] для функции Доплера (8) при изменении числа 
отсчетов сигнала n[102, 105]. Аддитивный шум 
N(0, 0, 22), т.е. 20 % от максимального значения по-
лезного сигнала. 

а)   

б)  
Рис. 3. Зависимость погрешности восстановления функции 

от числа отсчетов сигнала, h = 10,  = 0,  = h 

Изменение погрешности наиболее различимо при 
изменении сглаживающего множителя . И на рис. 3 
приведено для максимального значения  = h.  

Качество сплайн-преобразования как программно-
го ЦФ невысокого порядка было оценено прямыми 
методами по реакции на единичное ступенчатое воз-
мущение. Проведенные исследования показали, что 
графики переходного процесса (ПП) Н(nТ) имеют ко-
лебательный характер. Все показатели ПП: длитель-
ность, перерегулирование, колебательность – ухуд-
шаются при   h, т.е. при уменьшении запаздывания 
вычисления сплайна h – .  

Для рекуррентного ЦФ важнейшей характеристи-
кой является длительность ПП, которая увеличивает-
ся с ростом длины звена сплайна h. И в области изме-
нения параметров сплайна длительность ПП состав-
ляет (15 – 20)t, что вполне допустимо в системах ре-
ального времени.  

Результаты вычислительного эксперимента 

Для оценки исследованного P-сплайна реального 
времени был выбран часто используемый в сравнитель-
ном анализе пример доплеровской функции [18, 19] 

2 (1 0,05)
( ) 5 ( 1) sin

0,05
f t t t

t

   
     

, (8) 

заданной на интервале [0, 1] n дискретными отсчета-
ми с аддитивной помехой (t), N(0, 0, 22), т.е. 
y(ti) = f (ti) + (ti). 

Данная функция довольно сложна для математи-
ческой обработки, имеет значительное изменение ча-
стоты, амплитуды и является моделью многих про-
цессов в медицине, оптике и других приложениях, 
основанных на эффекте Доплера (изменение частоты 
волн в зависимости от движения источника этих волн 
относительно наблюдателя).  

Гистограммы остатков текущего восстановления 
доплеровской функции в условиях помех N(0, 0, 22) 
приведены на рис. 4 при изменении параметров 
сплайна , h. 

а)      б)  
Рис. 4. Гистограммы остатков текущего восстановления 

функции (8): а) h = 10, б) ρ = 0,5 

Характер и величины остатков подтверждают вли-
яние параметров сплайна на результирующую по-
грешность, выявленное при частотном анализе сплайн-
фильтра. Так, систематическая погрешность, обуслов-
ленная шириной аппаратной функции (рис. 2а), растет 
с увеличением длины звена h или с повышением глад-
кости сплайна, т.е. с уменьшением . 
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Ниже на рис. 5 приведены примеры восстановле-
ния доплеровской функции предлагаемым P-
сплайном в режиме реального времени при измене-
нии параметров сплайна , h. Исходная функция, так 
же, как на рис. 4 f [19], задана на интервале [0, 1] в 400 
дискретных отсчетах.  

На рис. 5б, г, е представлены зуммированные ча-
сти функции, соответствующие высокочастотным 
фрагментам входного сигнала в начале интервала об-
работки. 

    

    

    
Рис. 5. Восстановление P-сплайном  

в режиме реального времени (серая пунктирная линия).  
Доплеровская функция (чёрная сплошная линия) 

Сопоставляя результаты исследования предлагае-
мого P-сплайна и приведенные в [18, 19], можно уви-
деть аналогичное качество восстановления с лучшим 
из приведенных на рис. 4f в [19] adaptive P-spline. 
Следует отметить, что adaptive P-spline в [19] исполь-
зован с учетом адаптации сглаживающего параметра. 
Визуально качество восстановления доплеровской 
функции на рис. 4f в [19] соответствует варианту, 
представленному на рис. 5д, е. Гораздо лучшее вос-
становление высокочастотного фрагмента входного 
сигнала продемонстрировано на рис. 4г. В этом и со-
стоит преимущество предлагаемого P-сплайна: до-
ступность изменения параметров сплайна на разных 
звеньях. Кроме того, P-сплайн допускает реализацию 
в реальном времени, что является явным достоин-
ством в прикладных задачах интерпретации данных. 

В качестве другого модельного примера, графиче-
ски и численно иллюстрирующего свойства рекур-
рентного сплайн-фильтра, была выбрана функция  

2
2

1
( ) (1 ) expt t

t
      
 

. (9) 

В вейвлет-анализе данная функция (рис. 6, крас-
ная линия) носит название «мексиканская шляпа» и 
используется в качестве материнского вейвлета в за-
дачах, требующих хорошего пространственного раз-

решения и не требовательных к спектральному раз-
решению. 

 
Рис. 6. Восстановление P-сплайном в режиме реального 
времени функции «мексиканская шляпа» при изменении 

числа отсчетов функции n, h = 10,  = 0,5 

На интервале [–10, 10] функция (9) задана n отсче-
тами. Аддитивная смесь сигнала и помехи (t) пока-
заны на рис. 6 точками для n = 500. 

Следует отметить, что число отсчетов n является 
самым влиятельным параметром восстановления 
данной функции (9). И, как видно из рис. 6, удовле-
творительное качество фильтрации в РМВ возможно 
для n = 400 (серая пунктирная линия, графически сов-
падающая с полезным сигналом). Погрешность MSPE 
(%) для этого случая составляет 1,29 % при  = 0,2 
(20 % от максимального значения полезного сигнала). 
Для других значений параметров погрешности при-
ведены в табл. 2 для h = 10 и ρ = 0,5. 

Табл. 2. Погрешности MSPE  

n | ξ 0 5 10 15 20 

100 11,9 11,97 12,0 12,12 12,6 

200 4,06 4,07 4,11 4,29 4,31 

400 0,85 0,87 1,01 1,19 1,29 

500 0,5 0,57 0,78 0,89 1,05 

1000 0,1 0,28 0,5 0,86 1,1 

При нулевой погрешности удовлетворительные 
данные достигнуты при n  400, и в диапазоне 

3 54 10 10n    погрешность составляет 10–2 – 10–5. 
Анализ доплеровской функции позволил графиче-

ски иллюстрировать исследованные частотные свой-
ства P-сплайна реального времени. При уменьшении 
длины сплайна h увеличивается его пропускная спо-
собность (рис. 1б), что особенно хорошо проявляется 
при восстановлении высокочастотных сигналов 
(рис. 4г, е). Однако при увеличении момента вычис-
ления  (рис. 4в) появляются нежелательные осцил-
ляции (всплески) восстановленной функции, обу-
словленные появлением пиков АЧХ, рис. 1в при h. 
Именно в возможности варьировать параметры 
сплайна на разных звеньях в зависимости от измене-
ния свойств поступающей информации состоит по-
тенциал P-сплайна реального времени. 
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Заключение  

В работе показана возможность представления ре-
куррентного P-сплайна в виде цифрового фильтра с 
бесконечной импульсной характеристикой и пере-
менными параметрами. Аналитически найденная си-
стемная функция фильтра позволила исследовать ча-
стотные характеристики сплайн-фильтра и устано-
вить, что во всем диапазоне параметров сплайна 
фильтр остается низкочастотным. Селективные свой-
ства сплайн-фильтра наиболее ясно иллюстрируются 
шириной аппаратной функции, которая значительно 
зависит от параметров сплайна. Исследование влия-
ния основных параметров P-сплайна показало, что на 
полосу пропускания в большей степени влияет число 
отсчетов в звене сплайна h (число нерекурсивных 
членов разностного уравнения). Закономерности, 
установленные при частотном анализе сплайн-
фильтра, подтверждены восстановлением в реальном 
времени доплеровской функции. 
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REALIZATION OF A RECURSIVE DIGITAL FILTER BASED ON PENALIZED SPLINES  
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Abstract  

In this paper the possibility of development of the recursive digital filter using a P-spline is 
considered. The frequency and time response of the spline filter for real-time data are analytically 
obtained and investigated. The influence of the P-spline parameters on effectiveness of interpreta-
tion is explored with input metrical data. The patterns obtained during spline filter frequency anal-
ysis are confirmed by an example of Doppler function restoration. 

Keywords: penalized spline, smoothing spline, digital filter, impulse infinite response (IIR fil-
ter), instrumental function, amplitude and phase-frequency response. 
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