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Аннотация 
В работе рассматривается новая методика проверки гипотез о распределениях много-

мерных спектральных данных дистанционного зондирования. Предлагаемая методика ос-
нована на использовании непараметрических алгоритмов распознавания образов. Проверка 
гипотезы о тождественности двух законов распределений многомерных случайных величин 
заменяется на проверку гипотезы о равенстве ошибки распознавания образов значению 0,5. 
Применение данной методики позволяет исключить проблему декомпозиции области зна-
чений случайных величин на многомерные интервалы, которая свойственна для критерия 
Пирсона. Её эффективность подтверждается результатами проверки гипотез о распределе-
нии спектральных данных дистанционного зондирования лесных массивов. Проводится 
анализ законов распределения следующих состояний лесных массивов: темнохвойный лес, 
повреждённые и сухие древостои. Исходная информация получена по данным дистанцион-
ного зондирования территории юга Сибири с помощью аппарата Landsat по 6 спектральным 
каналам. Результаты исследований являются важными для формирования набора значимых 
спектральных признаков в задаче оценивания состояний лесных массивов. 
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Введение 
Методы комплексного анализа данных дистанци-

онного зондирования являются основой создания ин-
формационных систем для поддержки принятия ре-
шений в задачах оценивания состояний природных 
объектов [1, 2]. 

Для проверки гипотез о распределениях много-
мерных случайных величин используется критерий 
согласия Пирсона. Однако методика его формирова-
ния содержит трудно формализуемый этап разбиения 
области значений случайных величин на многомер-
ные интервалы [3]. 

В статьях [4, 5] обосновывается возможность ис-
пользования непараметрических алгоритмов распозна-
вания образов, соответствующих критерию макси-
мального правдоподобия, в задаче проверки статисти-
ческих гипотез о распределениях случайных величин. 
Результаты использования предлагаемой методики со-
поставимы с критерием Колмогорова – Смирнова для 
одномерных задач в условиях, когда количество эле-
ментов сравниваемых последовательностей случайных 
величин отличается незначительно. При различных 
объёмах случайных последовательностей наблюдается 

снижение эффективности предлагаемой методики. 
Данный факт согласуется с результатами исследова-
ний [6], где показано значительное ухудшение аппрок-
симационных свойств непараметрической оценки 
уравнения разделяющей поверхности при увеличении 
степени неравномерности распределения элементов 
обучающей выборки между классами. 

Цель работы – применение предложенной мето-
дики при решении задачи проверки гипотез о распре-
делениях многомерных спектральных данных дис-
танционного зондирования в задачах исследования 
состояний лесных массивов. 

1. Методика проверки гипотезы о распределениях 
многомерных спектральных данных 

дистанционного зондирования 
Пусть X1 и X2 – две генеральные совокупности с 

произвольными законами распределения. Необходи-
мо по независимым выборкам 1 1( , 1, )iV x i n= =  и 

( )2 2, 1,iV x i n= =  многомерных спектральных дан-

ных ( ), 1,vx x v k= = , извлечённым из данных гене-
ральных совокупностей, проверить гипотезу 
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( ) ( )0 1 2:H F x F x≡  

о тождественности их функций распределения F1(x), 
F2(x). 

Сформируем на основании V1, V2 обучающую вы-
борку ( )( ), , 1,iV x i i n= δ = , где n = n1 + n2, а указания 
о принадлежности ситуации xi к V1 либо V2 определя-
ется соотношением 

( ) 1

2

1
1 .

i

i

x V
i

x V
− ∀ ∈⎧

δ = ⎨
∀ ∈⎩

 

В этом случае элементы множеств V1, V2 характери-
зуют состояние природных объектов и образуют 
классы Ω1, Ω2. Под классом Ω j будем понимать об-
ласть определения плотности вероятности pj(x) ≠ 0, 
j = 1, 2. 

Будем решать двуальтернативную задачу распо-
знавания образов, используя байесовское решающее 
правило, соответствующее критерию максимального 
правдоподобия [7 – 10] 

( )
( )
( )

1 12

2 12

, если 0
:

, если 0 ,

x f x
m x

x f x

⎧ ∈Ω ≤⎪
⎨
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где уравнение разделяющей поверхности между 
классами f 

12(x) = p2(x) – p1(x); pj(x) – условная плот-
ность вероятности распределения x в классах Ω 

j, 
j = 1, 2. 

Этому решающему правилу соответствует ошибка 
распознавания образов 

1 1 2 2P Pρ = ρ + ρ . 
Здесь P1, P2 – априорные вероятности классов Ω 

1, Ω 
2, 

а ρ 1, ρ 2 – ошибки их классификации в пространстве 
признаков x. 

Если Ω 12 = Ω 1∩Ω 2 = ∅, то вероятность ошибки 
распознавания образов ρ = 0 и плотности вероятно-
стей p1(x), p2(x) в соответствии с введенным опреде-
лением класса отличаются. При сближении парамет-
ров плотностей вероятностей pj(x), j = 1, 2 область пе-
ресечения классов увеличивается, что сопровождает-
ся ростом вероятности ошибки распознавания обра-
зов. Если отмеченная выше тенденция сохраняется, 
то значения ρ 1 и ρ 2 стремятся к значению 0,5. Тогда 
нетрудно заметить справедливость утверждения 
ρ = 0,5, так как P1 + P2 = 1. 

В этих условиях законы распределения данных в 
области определения классов, очевидно, совпадают. 
Поэтому появляется возможность перехода от задачи 
сравнения законов распределения многомерных спек-
тральных данных к проверке гипотезы 0H  о равенст-
ве вероятности ошибки оценивания состояний при-
родных объектов значению 0,5. 

Предлагаемая методика основывается на выпол-
нении следующих действий. 

По выборке V осуществить синтез непараметри-
ческого алгоритма распознавания образов, соответ-
ствующего критерию максимального правдоподо-
бия [7, 8], 

( )
( )
( )
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 (1) 

При формировании оценки уравнения разделяю-
щей поверхности 

( ) ( ) ( )12 2 1f x p x p x= −  (2) 

будем использовать непараметрические статистики 
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являющиеся оценками плотностей вероятности p1(x), 
p2(x) многомерной случайной величины x в классах 
Ω1, Ω2 типа Розенблатта – Парзена [11 – 14]. Здесь Ij – 
множество номеров ситуаций из обучающей выбор-
ки, принадлежащих классу Ω j, j = 1, 2. Ядерные функ-
ции Ф(u v) удовлетворяют условиям: 

( ) ( )v vu uΦ = Φ − , 0 ( )vu≤ Φ < ∞ , ( )d 1v vu u
+∞

−∞

Φ =∫ , 

( )dm
v vu u u

+∞

−∞

Φ < ∞∫ , 0 m≤ < ∞ , 1,v k= . 

Значения их коэффициентов размытости cv ядер-
ных функций убывают с ростом n1, n2. 

Тогда статистику (2) можно представить выраже-
нием 

( ) ( )12
1 1

1 1kn i
v v

i v vv

x xf x i
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−⎛ ⎞
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Здесь 1 1P n n= , 2 2P n n=  – оценки априорных 
вероятностей классов Ω1, Ω2. 

Выбор оптимальных значений vc , 1,v k=  коэф-

фициентов размытости ( ), 1,vc c v k= =  ядерных 
функций непараметрического решающего правила 
( )m x  осуществляется из условия минимума оценки 

вероятности ошибки распознавания образов 

( ) ( ) ( )( )
1

1 1 ,
n

t
c t t

n =

ρ = δ δ∑ , (4) 

где индикаторная функция 

( ) ( )( ) ( ) ( )
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1 ,
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Здесь ( )tδ  – «решение» алгоритма ( )m x  (1) о при-
надлежности значений xt к одному из классов Ω1, Ω2. 

При вычислении ( )cρ  «решение» ( )tδ  алгоритма 
(1) определяется в соответствии со знаком статистики 
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( ) ( )12
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Ситуация xt, которая подаётся на контроль, ис-
ключается из процесса обучения алгоритма (1). 

Оптимизацию непараметрического решающего 
правила (1) по коэффициентам размытости ядерных 
функций cv, 1,v k= , можно упростить, если поло-

жить ( )v vc c j= σ , 1,v k= , где ( )v jσ  – оценка сред-
неквадратического отклонения случайной величины 
xv в классе Ωj. Данное утверждение является очевид-
ным, так как большей длине интервала значений xv 
соответствует больший коэффициент размытости cv 
ядерной функции Ф(uv), 1,v k= . Подобный подход 
использовался при построении «быстрых» процедур 
оптимизации непараметрических оценок плотности 
вероятности ядерного типа [15 – 19]. 

В этом случае непараметрическая оценка уравне-
ния разделяющей поверхности (3) запишется в виде 
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Значения оценок среднеквадратических отклоне-
ний ( )v jσ  определяются по статистическим данным 

i
vx , i∈Ij из выборки Vj 

( ) ( )
1 2

21 , 1, 2
1 j

i
v v v

j i I
j x x j

n ∈
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∑ . 

Здесь vx  – среднее значение случайной величины 
xv в соответствующем классе. 

Поэтому появляется возможность оптимизацию 
непараметрического алгоритма распознавания обра-
зов (1) проводить лишь по одному параметру c коэф-
фициентов размытости ядерных функций из условия 
минимума оценки вероятности ошибки распознава-
ния образов (4). 

Проверить гипотезу 0H : ρ = 0,5, используя мето-
дику доверительного оценивания ошибки распозна-
вания образов ρ [3] либо критерий Колмогорова [20]. 
В первом случае гипотеза 0H  выполняется, если зна-
чение ρ = 0,5 попадает в интервал 

( )2 2

2

1 2 2

1
2 4

,
1

t tt
n n n

t
n

α α
α

α

ρ − ρ
ρ + +

ρ ρ =
+

∓
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Здесь tα – значение аргумента функции Лапласа, 
при котором выполняется условие 

( )2F tα = α , 

где α – коэффициент доверия принадлежности ρ ин-
тервалу [ρ1, ρ2]. 

При использовании критерия Колмогорова откло-
нение ( )12 0,5D c= − ρ  сравнивается с его пороговым 
значением 

( )ln 2
2

D nβ
β⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Здесь β – вероятность (риск) отвергнуть правиль-
ную гипотезу 0H . 

Если выполняется соотношение 12D Dβ< , то ги-
потеза 0H  справедлива и риск её отвергнуть равен β. 

Анализ результатов вычислительных эксперимен-
тов показывает, что при значительном отличии объё-
мов n1, n2 сравниваемых последовательностей V1, V2 
эффективность предлагаемого метода снижается. 

Предлагаемая методика реализована в програм-
мном комплексе NSARSD v. 1,0 в среде Delphi. Его 
функциональные возможности позволяют дополни-
тельно решать следующие задачи: оценивание доста-
точно полного набора количественных показателей 
законов распределений случайных величин xv, 

1,v k=  в классах, оценивание принадлежности си-
туации x к тому или иному классу и пространствен-
ное распределение состояний изучаемых объектов с 
последующей графической интерпретацией результа-
тов классификации. 

2. Проверка гипотез о распределениях многомерных 
спектральных данных дистанционного 

зондирования лесных массивов 
Рассмотрим задачи проверки гипотезы о тождест-

венности распределений многомерных спектральных 
данных дистанционного зондирования, соответст-
вующих состояниям древостоев лесных массивов с 
использованием предложенной методики. 

Исходная информация получена по данным дис-
танционного зондирования территории юга Красно-
ярского края с помощью аппарата Landsat по шести 
спектральным каналам. Спектральные каналы имеют 
разрешение (размер одного пикселя) 30 м. Для оцени-
вания состояний древостоев лесных массивов спе-
циалистами по дешифрированию космических сним-
ков была сформирована обучающая выборка 

( )( ), , 1,iV x i i n= δ = , где δ(i) – указания о принад-

лежности спектральных данных ( ), 1, 6i i
vx x v= =  к 

одному из состояний древостоев Ωj, 1, 3j =  (темно-
хвойный лес, повреждённые (усыхающие) и сухие 
древостои) [21]. Количество ситуаций выборки V, 
принадлежащих состояниям Ωj, 1, 3j = , определя-
лись значениями: n1

 = 968, n2 = 198, n3
 = 570. Каждый 

элемент земной поверхности характеризовался ше-
стью спектральными признаками x = (x1,…,x6), кото-
рым свойственны следующие длины волн (наномет-
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ры): 450 – 515 (x1), 525 – 600 (x2), 630 – 680 (x3), 845 –
 885 (x4), 1560 – 1660 (x5), 2100 – 2300 (x6). 

Проверялись гипотезы о тождественности законов 
распределения ( ), 1, 6vx x v= =  в состояниях Ωj, 

1, 3j = . Для каждого состояния Ωj соответствующая 
ему выборка Vj случайным образом разбивалась на 
две части Vj(1), Vj(2) равных объёмов. Проверялись 
гипотезы 

( ) ( ) ( )0 1 2: j jH j F x F x≡  

о тождественности функций распределений F1j (x), 
F2j (x), представленных статистическими данными 
Vj (1), Vj (2), 1, 3j = . При этом значения α = 0,95, а 
β = 0,05. Результаты вычислительных экспериметов 
представлены в табл. 1. 

В таблице приведены средние значения парамет-
ров исследуемой методики, которые вычислялись по 
количеству результатов вычислительных экспери-
ментов m = 50. 

Табл. 1. Результаты вычислительных экспериментов 
Значения параметров предлагаемой методики 

 ( )cρ  c  1ρ  2ρ  D  Dβ  
Ω1 0,478 2,44 0,447 0,509 0,022 0,044 
Ω2 0,444 0,58 0,378 0,513 0,056 0,097 
Ω3 0,477 0,87 0,437 0,518 0,023 0,057 

 

В соответствии с данными табл. 1 законы распре-
деления спектральных признаков в состояниях Ω j , 

1, 3j =  являются тождественными. Результаты про-
верки гипотез законов распределения F1j (x), F2j (x), 

1, 3j =  с использованием методики доверительного 
оценивания ρ и критерия Колмогорова сопоставимы. 
Это утверждение подтверждается справедливостью 
соотношений 12D < Dβ  и принадлежностью ( )cρ  до-

верительному интервалу ( )1 2cρ ≤ ρ ≤ ρ  для всех со-

стояний лесных массивов Ω j , 1, 3j = . При этом оцен-
ка вероятности отвергнуть гипотезу H0(1) для темно-
хвойного леса не превышает значения 0,02, а гипоте-
зу H0(2) для усыхающих древостоев – не более 0,05. 
Данный факт объясняется неоднородностью состоя-
ний древостоев Ω1, Ω2. Например, темнохвойный лес 
состоит из различных их типов (сосна, кедр, ель, ли-
ственница, пихта), которые растут на территории с 
различным рельефом. Эти условия проявляются в 
значениях спектральных признаков элементов земной 
поверхности. Понятие усыхающие древостои в своём 
определении характеризуются их неоднородностью, 
что влияет на решения специалистов по дешифриро-
ванию лесных массивов. Гипотезы о тождественности 
законов распределения спектральных данных, соот-
ветствующих различным состояниям древостоев лес-
ных массивов, не подтверждаются при реализации 
различных условий вычислительных экспериментов. 

Дальнейшее развитие предлагаемой методики со-
стоит в разработке её модификации на условия срав-

ниваемых выборок V1, V2 многомерных случайных 
величин малого объёма, когда возникает необходи-
мость сокращения затрат на дешифрирование исход-
ной информации дистанционного зондирования. При 
малых выборках V1, V2 традиционные непараметриче-
ские оценки плотности вероятности типа Розенблат-
та – Парзена ( )1p x , ( )2p x  и построенные на их осно-
ве ядерные оценки уравнений разделяющих поверх-
ностей вида (3) характеризуются большой дисперси-
ей, что сказывается на точности оценивания вероят-
ности ошибки распознавания образов (4). Для этих 
условий целесообразно использовать непараметриче-
ские оценки плотностей вероятностей с неявно за-
данной формой ядерной функции [14] 

( )
1

1 1

2 d
v v

j v v

xk k i
v v

j v v v
i I vv v x

u xp x n c u
c

− +β

∈= = −β

⎛ ⎞ −⎛ ⎞
= β Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑∏ ∏ ∫� , 

1, 2j =  при оценивании уравнения разделяющей по-
верхности f 12(x) = p2(x) – p1(x) между классами Ω1, Ω2. 
Синтез статистик ( )jp x�  основан на сглаживании не-
параметрических оценок плотностей вероятности 

( )jp x  путём использования оператора интегрирова-

ния в интервале ,[ 1, ]v vx v k± β = . 

Заключение 
Предложенная методика проверки гипотез о рас-

пределениях случайных величин обеспечивает обход 
проблемы декомпозиции области значений случай-
ных величин на многомерные интервалы, которая 
свойственна для критерия Пирсона. Проверка гипоте-
зы о тождественности двух законов распределений 
многомерных случайных величин заменена на про-
верку гипотезы о равенстве ошибки распознавания 
образов значению 0,5. Использование метода довери-
тельного оценивания вероятности ошибки распозна-
вания образов и критерия Колмогорова приводит к 
сопоставимым результатам. Эффективность предло-
женной методики подтверждается её применением 
при проверке гипотез о распределении спектральных 
данных дистанционного зондирования древостоев 
лесных массивов. Рассматриваемая методика может 
быть использована при формировании наборов зна-
чимых спектральных признаков в задаче оценивания 
состояний лесных массивов по степени их усыхания, 
что является важным в задачах принятия решений о 
пожароопасности лесных массивов. 
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A technique for testing hypotheses for distributions of multidimensional  
spectral data using a nonparametric pattern recognition algorithm 

A.V. Lapko1,2, V.A. Lapko1,2 
1 Institute of Computational Modeling of the Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Russia, Krasnoyarsk, 

2 Reshetnev Siberian State University of Science and Technology, Russia, Krasnoyarsk 
Abstract 

The paper deals with a new method of testing hypotheses for the distribution of multidimen-
sional remote sensing spectral data. The proposed technique is based on the use of nonparametric 
algorithms for pattern recognition. Testing the hypothesis of the identity of two laws of distribu-
tions of multidimensional random variables is replaced by testing a hypothesis stating that the pat-
tern recognition error equals 0.5. The application of this technique allows doing without the de-
composition of the random variable domain into multidimensional intervals, which is typical for 
the Pearson criterion. Its effectiveness is confirmed by the results of testing the hypotheses of the 
distribution of spectral data of remote sensing in forestry. The analysis of the distribution laws for 
the following types of forestry is carried out: dark coniferous forest, damaged and dry forest 
stands. The initial information was obtained from the southern Siberia remote sensing data  using 
six spectral channels of Landsat. The results of the research form a basis for a set of significant 
spectral features when dealing with forest  condition monitoring. 

Keywords: testing a statistical hypothesis, multivariate random variables, pattern recognition, 
kernel density estimation, selecting bandwidth, spectral data, remote sensing, forest conditions. 
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