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Аннотация 

В работе исследуется динамика кубита во внешнем лазерном поле в случае немарков-
ского окружения, описываемого процессом Орнштейна–Уленбека. Для квантовой системы 
построено нелинейное немарковское стохастическое уравнение Шрёдингера, для которого 
гарантируется положительная определенность и сохранение нормировки матрицы плотно-
сти. Путём численного решения уравнения изучаются вероятности обнаружить систему в 
возбуждённом состоянии и влияние параметров немарковского шума на эту вероятность. 
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Введение 

Теория открытых квантовых систем описывает 
поведение квантовой системы, взаимодействующей с 
внешней средой. Окружающая среда реагирует на 
изменения состояния системы не мгновенно, вслед-
ствие чего возникает эффект памяти. В большинстве 
случаев взаимодействие системы и окружающей среды 
достаточно слабое, поэтому эффектом памяти можно 
пренебречь, и, следовательно, динамику таких систем 
можно описать в марковском приближении [1]. 

В современных исследованиях встречается всё 
больше квантовых систем, которые не могут быть 
описаны посредством стандартных методов. В таких 
системах эффекты памяти могут играть значительную 
роль и динамика будет существенно немарковской. К 
подобным системам можно отнести микромеханиче-
ские резонаторы [2], квантовые точки [3, 4], сверх-
проводящие кубиты [5], источники одиночных фото-
нов, необходимые для квантовой коммуникации [6]. 

На сегодняшний день не существует общей тео-
рии немарковской динамики квантовых систем. По-
пытки обобщения марковского уравнения на немар-
ковский случай приводят к появлению нефизических 
эффектов в решении, таких как отрицательные или 
большие единицы вероятности [1]. Таким вероятно-
стям сложно придать разумный физический смысл. 
Альтернативой подхода на основе кинетического 
уравнения является подход, основанный на стохасти-
ческом уравнении Шрёдингера (СУШ) [7], который 
гарантированно ведёт к физическому результату для 
вероятностей. 

Ранее в [8] рассматривалось влияние немарков-
ской обратной связи на динамику двухуровневого 
атома во внешнем лазерном поле. В данной статье 
рассмотрена модель кубита в лазерном поле в немар-
ковском окружении, которое описывается процессом 
Орнштейна–Уленбека и влияние его параметров на 
динамику модели. Целью статьи является выявления 
влияния немарковости окружения на динамику кубита.  

Статья построена следующим образом: в первом 
параграфе строится нелинейное СУШ для немарков-
ского случая, в параграфе два мы адаптируем нели-

нейное СУШ для случая кубита во внешнем шумя-
щем лазерном поле, в третьем параграфе обсуждают-
ся результаты численного моделирования, и заклю-
чение содержит выводы. 

1. Стохастическое уравнение Шрёдингера 

В качестве мощного инструмента для описания 
динамики открытых квантовых систем часто исполь-
зуется стохастическое уравнение Шрёдингера [7], ко-
торое для диффузионного случая имеет вид: 

)d ( ) ( ( )d ( )d )( ()j j
j

Lt K t t t t t W t      , (1) 

где Wj (t) – стандартные винеровские процессы, неза-
висимые для разных j, Lj (t) – некоторые операторы, 
описывающие квантовые переходы под действием 
шума, K(t) – некоторый оператор, описывающий ре-
гулярную составляющую релаксации. Для возможно-
сти придать членам данного уравнения физический 
смысл необходимо, чтобы квадрат нормы волновой 

функции ( ) ( ) ( )t t t   сохранял своё значе-

ние в среднем [||(t)||2]=1, т.е. необходимо, чтобы 

норма была мартингалом [7]. Данное требование 
налагает ограничение на структуру оператора K(t): 

†1
( ) ( )

2
( ) ( ) j

j
jK iH Lt t t L t    , (2) 

где H(t) – эрмитов оператор, гамильтониан системы. 
Известно [1], что марковское СУШ (1) всегда соот-
ветствует некоторому марковскому кинетическому 
уравнению. Для обобщения марковского СУШ на 
немарковский случай в работе [8] было предложено 
заменить винеровский белый шум на более общий 
немарковский процесс. Полученное таким образом 
уравнение позволяет описывать случайную динамику 
системы в немарковском приближении.  

При замене винеровского процесса более общим 
процессом Орнштейна–Уленбека, задаваемым урав-
нением: 

( )d d ( ), 0,d ( )j j j jjX t t W tX t k k   (3) 
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уравнение (1) примет вид: 
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j jLt K t t t t t X t      , (4) 

которое можно переписать: 
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Условие сохранения свойств мартингала в таком 
случае эквивалентно следующему условию: 
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которое должно выполняться для произвольного мо-
мента времени. 

Для того чтобы условие (6) выполнялась гаранти-
рованно для любых t, необходимо, чтобы член с Xj (t) 
был равен нулю. Для этого можно потребовать либо 
антиэрмитовость оператора Lj (t), либо представить 
оператор K(t) в виде: 
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Чтобы придать физической смысл прибавке в виде 
суммы †( ) ( )j j

j
jk t L tX , можно провести замену опе-

раторов Lj (t) на iLj (t), не меняющую средних значе-
ний наблюдаемых, тогда немарковское СУШ прини-
мает вид: 
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где ˆ ( )H t  – гамильтониан, модифицированный до-

полнительным внешним полем, скоррелированным с 
окружающей средой:  

 †ˆ ( ) ( ) ( )( ) ( )jj j
j

jt t k tH L tL X tH   . (9) 

Уравнение (8) со случайным гамильтонианом (9) 
представляет собой линейное СУШ для немарковско-
го случая, гарантированно сохраняющее среднее зна-
чение нормы волновой функции. 

Переход к нелинейному уравнению 

С точки зрения численного моделирования линей-
ное стохастическое уравнение Шрёдингера является 
неудобным из-за огромной дисперсии стохастических 
траекторий. Данная проблема решается заменой вол-
новой функции (t), удовлетворяющей уравнению 
(8), на нормированную волновую функцию 

( ) ( ) / ( )t t t     и построением уравнения для по-

следней. Новое уравнение называется нелинейным 

стохастическим уравнением Шредингера [7] и имеет 
вид 
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где 
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†( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .j j jm t i t L t t tL     (12) 

Случайный процесс ( )jX t  в новом пространстве 

будет иметь вид: 

d ( ) ( )d d ( ) ( ) d ,j j j j jX t k X t t W t m t t      (13) 

где винеровский процесс ( )jW t  имеет вид: 

d ( ) d ( ) ( )dj j jW t W t m t t  . (14) 

Преобразование (14) носит название преобразова-
ния Гирсанова вероятностных мер [9]. Может быть 

показано, что новый процесс ( )jW t  является бро-

уновским движением относительно новой вероят-
ностной меры. 

Уравнение (10) является эквивалентным линейно-
му уравнению (8) в том смысле, что средние значе-
ния, построенные с помощью решений обоих уравне-
ний, совпадают [7]. 

2. Кубит во внешнем поле 

Рассмотрим кубит, помещённый в шумящее ла-
зерное поле. Кубит представляет собой двухуровне-
вую систему, гамильтониан которой во внешнем ла-
зерном поле имеет вид: 

0( ) ( )fH tH Ht   , (15) 

здесь 

0
0

2
zH

v
  , (16) 

( ) ( ) ( )fH ft tf t   , 

где v0 – частота перехода атома, +, –, z – матрицы 
Паули, f (t) – внешнее поле, которое можно описать 
формулой: 

 0 0 ( )( )
2

R i k Bt tf t e  
 , (17) 

где R – частота Раби, v – частота лазера, B0(t) – сто-
хастический процесс Винера, представляющий соб-
ственный шум лазера и k0 положительный параметр. 

Единственный оператор при инкременте случай-
ного процесса в уравнении (8) для данной модели бу-
дет иметь вид: 

( )L t   , (18) 

где  ≥ 0 – скорость релаксации кубита. 
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3. Результаты моделирования 

Численное моделирование осуществлялось с по-
мощью библиотеки NumPy языка Python 3.6.5. Ис-
пользовалась схема Рунге–Кутта четвёртого порядка, 
адаптированная для СУШ [1], которая для уравнения 

d ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d ( )t A t t t B t t W t      

будет иметь вид: 
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 4 3( )k kk kA t t t     . (23) 

Решением уравнения является волновая функция 
кубита. Среднее значение произвольного оператора 
находится с помощью стохастического усреднения по 
формуле 

*1
( ) ( ) ( ),

N

i i
i

A t t A t
N

    (24) 

i (t) – реализация случайной траектории. 
Стандартная ошибка моделирования определяется 

по формуле: 

   2* 2

1

1
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i

t t A t A
N N 

    
  . (25) 

Вероятность нахождения его в возбуждённом со-
стоянии определяется средним значением следующе-
го оператора: 

11(t)      . (26) 

На рис. 1 изображены вероятности обнаружить 
кубит в возбужденном состоянии для марковского 
случая (сплошная линия) и для немарковского случая 
с параметрами шума k = 1 (штриховая линия) и k = 2 
(пунктирная линия). Результат для марковского слу-
чая получен из решения кинетического уравнения, 
которое можно найти в [1], для немарковского случая 
проводилось усреднение по 10000 траекторий. Ошиб-
ка не отмечена на графиках, поскольку не превышает 
толщины линии графика. Значения параметров v0, v, 
R указаны в единицах параметра . 

Как можно видеть, стационарные состояния для 
k = 1 и k = 2 отличаются от марковского случая на ве-
личину 0,05 и 0,1 соответственно, что показывает, 
насколько сильное влияние немарковость оказывает 
на динамику системы при заданных параметрах. 
Кроме того, можно заметить небольшое увеличение 
частоты основных осцилляций и появление новых 
гармоник в динамике. Таким образом, можно заклю-
чить, что немарковость окружения может оказывать 
заметное влияние на динамику кубита. 

 
Рис. 1. Вероятности обнаружить кубит  

в возбуждённом состоянии в отсутствие шума лазера.  
Параметры  = 1, v0 = 3, v = 7,  R = 3, k0 = 0 

Не менее интересным является изучение влияния 
собственного шума лазера на динамику системы в её 
немарковском окружении. На рис. 2 изображены ве-
роятности обнаружить кубит в возбужденном состоя-
нии для немарковского случая при наличии шума ла-
зера с различными параметрами: k0

 = 0 (сплошная ли-
ния), k0

 = 0,3 (штриховая линия), k0
 = 0,5 (пунктирная 

линия), k0
 = 1 (штрихпунктирная линия). Каждый 

график построен усреднением по 10000 траекторий.  
Как можно видеть, уже небольшое присутствие 

собственного шума лазера (k0
 = 0,3) качественно вли-

яет на динамику: увеличивается скорость релаксации, 
смещается стационарное состояние, а при k0

 = 1 ди-
намика системы значительно отличается от случая 
без собственного шума. Можно заключить, что в дан-
ном случае собственный шум лазера уменьшает от-
стройку регулярной компоненты частоты лазерного 
поля от собственной частоты перехода кубита. 

 
Рис. 2. Вероятности обнаружить кубит в возбужденном 
состоянии при различных параметрах шума лазера. 

Параметры  = 1, v0 = 3, v = 7,  
R = 3, k = 1 

Заключение 

В данной работе была исследована динамика ку-
бита во внешнем лазерном поле с шумом. Для данной 
модели построено нелинейное стохастическое урав-
нение Шредингера, гарантирующее сохранение нор-
мировки волнового вектора, а также отсутствие нефи-
зических вероятностей. Влияние немарковости окру-
жения учитывалось путем введения в уравнение про-
цесса Орнштейна–Уленбека. При этом построенное 
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СУШ (8) при k = 0 переходит в известное марковское 
уравнение Шредингера (1). 

Проведено моделирование динамики кубита пу-
тём численного решения полученного нелинейного 
стохастического уравнение Шредингера методом 
Рунге–Кутты. Получены результаты в виде времен-
ных зависимостей вероятности обнаружения кубита в 
возбуждённом состоянии для различной степени вли-
яния немарковского окружения на кубит, а также ис-
следовано влияние случайного сдвига частоты лазера 
на динамику системы. Из анализа вероятностей пока-
зано, что стохастические компоненты лазерного поля, 
а также немарковость окружения могут оказывать 
значительное влияние на динамику. 
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Qubit dynamics in an external laser field 
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Abstract 

In this paper, dynamics of a qubit in an external laser field is investigated for the non-Markov 
environment described by an Ornstein-Uhlenbeck process. A non-linear non-Markovian stochastic 
Schrödinger equation is derived for the quantum system. The stochastic equation is preserved for a 
positive semi-definite of the density matrix and its trace. By the numerical solution of the equa-
tion, the probability of finding the system in the excited state and the influence of non-Markov 
noise parameters on this probability are studie. 
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