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Аннотация 

Рассматривается задача непараметрического восстановления многомерных плотностей 
распределения вероятностей в системах машинного обучения для классификации и аугмен-
тации данных. Предлагается метод получения смешанной ядерной непараметрической 
оценки плотности распределения как свертки ядерной оценки неизвестной плотности рас-
пределения вектора информативных признаков и известной или независимо оцениваемой 
плотности распределения вектора помеховой составляющей, сопровождающей процесс из-
мерений. Анализируются свойства получаемых таким образом смешанных оценок. Приво-
дятся результаты их сравнения с традиционной ядерной оценкой Парзена, применяемой 
непосредственно к общей выборке обучающих данных. Теоретически и экспериментально 
показывается, что использование смешанной оценки эквивалентно реализации процедуры 
аугментации – искусственного размножения обучающих данных в соответствии с известной 
или оцененной статистической моделью помеховой составляющей. Рассматриваются воз-
можности применения смешанных оценок для обучения алгоритмов классификации биоло-
гических объектов (элементов зерновых смесей) на основе обработки измерений спектров 
пропускания в видимом и ближнем ИК-диапазонах длин волн. 
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Введение 

Во многих задачах анализа данных реализуется 
подход, основанный на непараметрических ядерных 
оценках многомерных плотностей распределения ве-
роятностей (ПРВ), которые либо непосредственно 
используются в алгоритмах классификации объектов, 
либо обеспечивают решение связанных с ними задач 
машинного обучения [1 – 3]. 

Одной из таких задач, часто применяемых в со-
временных обучающихся системах, является задача 
аугментации, под которой далее будем понимать ис-
кусственное размножение данных (ИРД), т.е. раз-
множение некоторых «опорных» образов на основе 
стохастических или детерминистских моделей в ин-
тересах повышения представительности обучающих 
выборок. Применение аугментации в условиях малой 
обучающей выборки во многих случаях позволяет 
получить более высокую эффективность алгоритмов 
классификации при их тестировании на новых дан-
ных. Данный подход к поиску и подготовке обучаю-
щих данных позволяет снизить затраты времени, а 
также в определенной степени преодолеть проблему 
несбалансированности обучающих данных различ-
ных классов. Следует также отметить, что в некото-
рых ситуациях сбор необходимого числа обучающих 
образов оказывается сложен из-за специфического 
характера предметной области. Как пример реализа-
ции ИРД в задаче классификации можно привести 

предложенный в работе авторов [4] метод размноже-
ния данных на основе восстановления многомерной 
ПРВ вектора признаков из исходной обучающей вы-
борки с применением стандартных ядерных оценок 
Парзена и генерации новых векторов с использовани-
ем метода исключений.  

Подход к улучшению качества классификации об-
разов, основанный на ИРД, представлен также в рабо-
тах [5 – 12]. Так, в [5 – 7] для генерации новых изобра-
жений в обучающей выборке используются различные 
преобразования: поворот, сжатие и растяжение, 
наклон, зеркальное отражение, обрезка, смещение и 
другие. В [8] новые данные в обучающей выборке ге-
нерируются с помощью морфинг-преобразований, 
путем «скрещивания» исходных данных между со-
бой. В [9] предложены алгоритмы внесения реали-
стической деформации изображений лиц, с помощью 
которых была размножена стандартная обучающая 
выборка изображений для алгоритма Виолы–Джонса. 
Показано, что подобным образом объем обучающей 
выборки может быть уменьшен примерно в 10 раз 
при снижении вероятности распознавания не более 
чем на 2 – 4 %. 

В [10] описывается алгоритм, который генерирует 
значения признаков для искусственного образца как 
независимые случайные величины, лежащие в диапа-
зоне между минимальным и максимальным значени-
ями признака в исходной обучающей выборке. Полу-
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ченный алгоритм обеспечил сопоставимую с алго-
ритмом AdaBoost точность распознавания для отно-
сительно сбалансированных наборов данных и значи-
тельно более высокую точность для несбалансиро-
ванных наборов данных. В [11] описывается алгоритм 
искусственной генерации обучающих данных под 
названием SMOTE (Synthetic Minority Oversampling 
Technique). Идея алгоритма заключается в том, что 
для каждого опорного образца класса-меньшинства в 
исходной выборке случайным образом выбирается 
некоторое количество ближайших соседей. Далее для 
каждого выбранного соседа формируется искус-
ственный образ, который располагается случайным 
образом в пространстве признаков на линии, соеди-
няющей рассматриваемый образ и его соседа. Авторы 
отмечают, что в большинстве случаев применение ал-
горитма позволяет получить лучшие результаты по 
сравнению с традиционной выборкой с повторения-
ми. В своих дальнейших работах [12] авторы объеди-
нили бустинг и алгоритм SMOTE, что позволило по-
лучить еще более высокие результаты. 

В то же время следует отметить, что большинство 
используемых в указанных работах алгоритмов яв-
ляются эвристическими, реализующими эксперимен-
тально подобранные процедуры зашумления или ис-
кажения данных, обеспечивающие получение прием-
лемого результата в каждом конкретном случае.  

Одним из возможных направлений развития мето-
дов и алгоритмов аугментации данных является со-
держательный анализ моделей искажений обрабаты-
ваемых сигналов или изображений, обусловленных 
особенностями проведения измерений признаков, из-
менением окружающих условий, движением анали-
зируемых объектов и другими факторами, не относя-
щимися к свойствам самих объектов. На практике ча-
сто можно говорить о двух составляющих, определя-
ющих статистическую вариативность описания объ-
ектов. Первая составляющая является информативной 
и отражает свойства, характерные для данного класса 
объектов. Вторая составляющая определяет дополни-
тельные помеховые искажения (ПИ) признаковых 
описаний объектов, обусловленные перечисленными 
выше факторами. Наличие ПИ приводит к достаточно 
большой вариативности регистрируемых признаков 
классификации, не связанных с вариативностью ин-
формативной составляющей. В результате этого для 
создания качественной обучающей выборки в инте-
ресах построения алгоритмов машинного обучения 
возникает необходимость для каждого образца про-
водить измерения при всех возможных условиях 
наблюдения, что во многих случаях связано с боль-
шими трудозатратами. 

С учетом этих соображений для построения стати-
стических моделей данных и их применения в зада-
чах классификации и аугментации предлагается ис-
пользовать так называемые смешанные ядерные 
оценки (СЯО) многомерных плотностей распределе-
ния вероятностей, в основе которых лежит независи-
мая оценка ПРВ для вектора информативных призна-

ков и известной или оцененной плотности распреде-
ления вектора помеховых искажений, по которым за-
тем вычисляется общая (смешанная) оценка как 
свертка этих плотностей. 

Целью данной работы является анализ свойств 
смешанных ядерных оценок ПРВ и возможности их 
применения для классификации и аугментации дан-
ных при использовании алгоритмов машинного обу-
чения в интересах обработки спектральных измере-
ний биологических объектов. 

1. Метод построения смешанных ядерных оценок 
и его применение в задачах классификации 

и аугментации данных 

Рассмотрим постановку задачи, согласно которой 
регистрируемый вектор признаков некоторого  
класса образов формируется на основе смеси  
из двух статистически независимых составляющих 
X = (X1, ..., Xn)T = h (U, V ). Здесь: U = (U1, ..., Un)T – слу-
чайный вектор, являющийся информативным для ре-
шаемой задачи и описываемый характерной для каж-
дого класса образов функцией правдоподобия (ФП), 
т.е. неизвестным условным распределением pU (u / ), 

{ , 1, }i i M   ; V = (V1, ..., Vn)T – случайный вектор, 

не несущий полезную информацию и описываемый 
единым для всех классов образов распределением 
pV

 (v / ). Далее будем использовать обозначения 
u = (u1, ..., un)T, v = (v1, ..., vn)T для значений случайных 
векторов U и V. 

В рамках этой постановки можно рассматривать 
несколько моделей формирования признаков, отли-
чающихся видом оператора H (U, V ). Типовой являет-
ся аддитивная модель. В этом случае выполняется 

,

( / ) ( / ) ( )d ,X U V

X U V

p x p x y p y y

 

   
 (1) 

т.е. результирующая плотность распределения фор-
мируется как свертка ПРВ составляющих смеси.  

Данная модель характеризует действие аддитив-
ных ПИ, линейным образом влияющих на векторное 
представление каждого образа класса и возникающих 
в большинстве случаев вследствие потерь при изме-
рении данных (шумов наблюдения, ошибок измере-
ния). Кроме того, аддитивную модель можно исполь-
зовать для описания естественной изменчивости об-
разов различных классов, вызванной их собственной 
вариативностью не информативного характера или 
вариативностью условий регистрации. 

Помимо аддитивной модели, может рассматривать-
ся мультипликативная модель ПИ, в которой резуль-
тирующая плотность распределения формируется как 
свертка плотностей распределения U и мультиплика-
тивной составляющей UV, а также аппликативная мо-
дель ПИ, характеризующая действие аномальных 
ошибок, приводящих к потере части полезной инфор-
мации, когда отдельные компоненты вектора u, отра-
жающего свойства образов класса, замещаются компо-
нентами вектора v, никак с этим классом не связанного. 
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Далее будем рассматривать аддитивную модель. 
Для получения оценок в рамках этой модели возмож-
ны различные ситуации, характеризующиеся разным 
уровнем априорной неопределенности. 

1.1. Смешанные ядерные оценки и их свойства 

Пусть при построении распределения смеси 
pX

 (x / ) ПРВ pU
 (u / ) неизвестна, а ПРВ pV

 (v) из-
вестна или заранее независимо оценена любым из 
возможных способов и характеризует ПИ, воздей-
ствующие на исходные образы класса в соответствии 
с (1). При этом для построения плотности pU

 (u / ) за-
дана обучающая выборка в виде совокупности реали-
заций Ule

N = {u(1), ..., u(N )}. Тогда получение искомой 
оценки ФП предлагается проводить в два этапа. На 
первом этапе на основе обучающей выборки может 
быть получена оценка  
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где N (u – u(s)) = h–n ((u – u(s)) /h) – функция ядра 
(оконной функции); h – параметр ядра (ширина окон-
ной функции). 

На втором этапе осуществляется свертка получен-
ной оценки распределения (2) ( / )Up u   с учётом 

U = X – V и распределения аддитивного шума в соот-
ветствии с соотношением: 
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 (3) 

т.е. определяется конечной суммой, элементы которой 
являются свертками ядерных функций и плотности 
pV (v), центрированных относительно точек совокупно-
сти Ule

N = {u(1), ..., u(N )}. Например, когда используются 
ядра в виде гауссианы h –n  ((u – u (s))  h) = N(u, u (s), h2  ) 
и присутствует аддитивный шум, имеющий центри-
рованное гауссовское распределение с матрицей ко-
вариации Cv p (v) = N (v, 0, Cv), после свертки получа-
ется оценка в виде 

( ) 2

1

1
( / ) N( , , ).

N
s

X v
k

p x x u h С
N 

     (4) 

Полученные таким образом оценки будем назвать 
смешанными, акцентируя внимание на том, что одна 
из составляющих смеси получена на основе непара-

метрической оценки, а другая определена изначально 
(задана в аналитическом виде). 

Анализ несмещённости и состоятельности оценки 

Как известно [13 – 15], непосредственные оценки 
Парзена на основе соотношений вида (2) при опреде-
ленных условиях являются несмещенными и состоя-
тельными. Пусть для оценки (2) выполняются следу-
ющие свойства функции ядра 

1
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1
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Указанные свойства свидетельствуют о том, что 
функция ядра удовлетворяет свойствам плотности 
распределения. Пусть также при задании параметра 
ядра как функции наблюдений h = h (N) и 
N (u) = h –n (N)  (u / h (N)) [15] для каждой точки не-
прерывности плотности ( / )Up u   выполняется 
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Тогда оценка (2) является асимптотически несме-
щённой и состоятельной [15]. Отметим, что первое из 
этих условий означает, что последовательность 
функций {N (u – y)} при N   сходится к дельта – 
функции с центром в точке y. Для широкого класса 
функций, которые могут быть использованы в каче-
стве ядра и обладают свойствами (5), такая сходи-
мость имеет место, если при N    h(N)  0. Второе 
свойство (состоятельности) для таких функций вы-
полняется, если при N    Nhn

 (N)   [15]. 
Асимптотическая несмещенность оценки (2) по 

совокупности Ule
N = {u (1), ..., u (N )} может быть показа-

на на основе следующих преобразований [15]: 
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 (6) 

Утверждение 1. Если ( / )Up u   при N   

h(N)  0 является асимптотически несмещённой 
оценкой ПРВ p (u / ) для всех u, то смешанная оценка 

( / )p x   является асимптотически несмещённой 

оценкой p (x / ) [16].  
Для доказательства рассмотрим выборку 

Xle
N = {x(1), ..., x(N )}, где каждый x (s) = u (s) + v (s). По ана-

логии с (6) для стандартной оценки выполняется 
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С другой стороны 
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Последняя запись использует функцию, суммиру-
емую в представлении смешанной оценки (3), и, сле-
довательно, стандартная оценка имеет то же матема-
тическое ожидание, что и смешанная, т.е. для неё 
также выполняется свойство асимптотической не-
смещённости. 

Как известно, если оценка сходится к истинному 
значению параметра «в среднем квадратичном» или 
если оценка асимптотически несмещённая и её дис-
персия стремится к нулю, то такая оценка будет со-
стоятельной. Таким образом, состоятельность стан-
дартной оценки (2) вытекает из её сходимости в 
среднеквадратичном [13, 15], т. е. при N   

  2 2( / ) [ ( / )] ( / ) 0.U U UD p u M p u p u        

Утверждение 2. Если ( / )Up u   при N   

h (N)  0 сходится в среднеквадратичном к ПРВ 
p (u / ) для всех u, то смешанная оценка ( / )p x   ана-

логичным образом сходится к p (x / ) [16]. 
Рассмотрим сначала дисперсию стандартной 

оценки 

  2 2( / ) [ ( / )] ( / )X X XD p x M p x p x       

и представим в ней математическое ожидание квад-
рата оценки в виде 
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Здесь для первого слагаемого при 

sup(1/ ) ( ) 0N
N

N x


   (h(N)  0, Nhn
 (N) )  

выполняется 
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Для второго слагаемого при sup(1/ ) ( ) 0N
N

N x


   

(h (N)  0, Nhn
 (N)  ) в силу сходимости стандарт-

ных оценок выполняется 
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Теперь рассмотрим дисперсию смешанной оценки 
2 2( / ) [ ( / )] ( / ).X X XD p x M p x p x      

    

Заметим сначала, что  

 1 1 1
( ) ( )d sup ( ).N N V Nx x v p v v x

N N N
       

Тогда для смешанной оценки  
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При этом первое слагаемое при 
sup(1/ ) ( ) 0N

N
N x


   стремится к нулю, так как 
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а для второго слагаемого выполняется 
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( / )d ,N N U

N N
M x U x u p u u

N N

              

т.е. математические ожидания квадрата стандартной 
и смешанной оценок стремятся к одному пределу, 
определяемому величиной 2 ( / )Xp x  . Это позволяет 

говорить о сходимости при h(N)  0 смешанной 
оценки в среднеквадратичном [ ( / )]XD p x    и о 
её состоятельности в целом. Проведённый анализ 
позволяет говорить о возможности применения СЯО, 
наряду со стандартными непараметрическими оцен-
ками (оценками Парзена). 

1.2. Использование моделей смешанных ядерных 
оценок для искусственного размножения данных 

Утверждение 3. Пусть Ule
N = {u (1), ..., u (N )}, где 

каждый u (s) является реализацией U. Пусть при за-
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данной ПРВ p (v), M [v] = 0 для каждого вектора 
u(s)  Ule

N проводится искусственное размножение 
данных путём генерации подвыборки, состоящей из 
P образов, на основе распределения pWs(w / u (s)), где 
w = u (s) + v + g, причём g – случайная величина с ПРВ, 
определяемой одним из возможных ядер, использу-
емых при получении смешанной оценки,  
pG(g) = h' 

–n (g/h' ) = N (g), M [g] = 0. Здесь h' = (N ) – 
значение, выбираемое исходя из заданного N.  

Тогда при P   реализация подобной процедуры 
размножения обучающих данных позволяет восста-
новить плотность распределения ( / )Xp x   смешан-
ной оценки, что даёт возможность говорить об экви-
валентности применения рассматриваемой процеду-
ры ИРД и СЯО для генерации данных при обучении 
алгоритмов классификации.  

Для генерации данных на основе ПРВ известной 
pV (v), M [v] = 0 может быть использован любой из-
вестный метод моделирования случайных векторов, 
например метод исключений. Отметим также, что 
плотность распределения pWs(w / u (s)) w = u (s) + q для 
любой q, если известна pQ (q), определяется выраже-
нием pWs(w / u (s)) = pQ (w – u (s)). 

Для доказательства рассмотрим выборку данных 
следующего вида 
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т.е. выборку данных, полученных при генерации реа-
лизаций вектора аддитивного шума q = v + g на основе 
ПРВ p (v), M [v] = 0, pG (g), M [g] = 0, добавляемых к 
точкам u (s) и сгруппированных в соответствующие 
подвыборки. 

Рассмотрим теперь ядерную оценку ПРВ 
( / )Wp w   для величины w = u + v + g = u + q по выбор-

ке UVle
(N), в которой параметр h (PN) = h(Nsum) выбира-

ется в соответствии с исходными свойствами при 
Nsum

   h(Nsum)  0 и Nsum hn (Nsum)  . Очевидно, 
что в случае, если P  , то Nsum

  , и h(PN)  0, 
NPhn (NP)  . Тогда 
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где каждая вложенная сумма ( )s
P w  является ядерной 

оценкой и имеет при условии u = u(s) следующий вид: 
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При P   выполняется следующее предельное 
соотношение: 
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Таким образом, полученная сумма ( / )Wp w   сов-

падает по форме с СЯО ( / )Xp x   плотности pX (x / ), 

а, значит, сгенерированные на ее основе данные мо-
гут быть использованы для обучения так же, как и 
данные, сгенерированные на основе ( / )Xp x   в соот-

ветствии с алгоритмом [4].  
Очевидным следствием доказанного утверждения 

является то, что при достаточно больших N   ис-
кусственное размножение данных может осуществ-
ляться как w (s,k) = u (s) + v (s,k), 1,k P , так как h' = h' (N) 

при этом стремится к нулю, а N (g) стремится к дель-
та-функции. 

Для смешанных оценок вида (3), (4) необходимо 
рассмотреть правила выбора оптимальных значений 

( )N
leh h U  на основе анализа свойств обучающих вы-

борок по каждому из классов. Известная методика [1] 

определения оптимального значения ( )N
leh h U  для 

обычной (не смешанной) оценки основана на нахож-
дении максимума логарифма отношения правдоподо-
бия при кросс-валидации обучающей выборки. Рас-
смотрим сначала обычную оценку (2) 
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Для нее задача максимизации логарифма отноше-
ния правдоподобия при кросс-валидации формулиру-
ется следующим образом: 
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 (7) 

где ( )( / )
s

s
Up u   – ядерная оценка ПРВ, полученная 

по всем элементам обучающей выборки, за исключе-
нием u (s). В [1] также показано, что при использова-
нии ядра с диагональной матрицей I   область 

расположения максимума функции ( )L h  для поиска 

оптимального значения путем перебора находится в 
определенных границах. 

Сформулируем критерий нахождения оптималь-

ного ( )N
leh h U  для смешанной ядерной оценки. 

Сложность здесь состоит в том, что нужно провести 
кросс-валидацию, основываясь только на наблюдени-
ях Ule

N = {u(1), ..., u(N )} при отсутствии изначально 
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наблюдений Xle
N = {x(1), ..., x(N )} величины, для кото-

рой строится плотность распределения. Введем слу-

чайные векторы X (s) = u(s) + V (s), 1,s N , т.е. векторы, 
получаемые при независимом добавлении к каждому 
значению u (s) случайных векторов, имеющих извест-
ное распределение pV (v). Предлагается использовать 
следующий критерий для выбора параметра 

( )N
leh h U  
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 (8) 

Данный критерий определяет в качестве опти-

мального значения ( )N
leh h U  такое значение, кото-

рое максимизирует математическое ожидание лога-
рифма отношения правдоподобия, полученное при 
усреднении по всем возможным значениям случай-

ных векторов X (s) = u (s) + V (s), 1,s N . Учитывая из-
бранный нами способ получения смешанной оценки, 
выражение (8) можно переписать в виде 
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 (9) 

Очевидно, что для любой пары независимых зна-
чений v (s), v ( p ) случайных величин V (s), V ( p ) максимум 
интеграла в (9) относительно h достигается для мак-
симума подынтегрального выражения.  

Использование (9) с многомерным интегралом для 

нахождения оптимального значения ( )N
leh h U  путём 

перебора в заданном диапазоне значений, за исклю-
чением случая гауссовской ПРВ ( )Vp v , затруднено. 

Поэтому, опираясь на (9), можно рассмотреть следу-

ющий способ определения ( )N
leh h U  с использова-

нием СЯО, а именно: осуществлять максимизацию 

выборочного математического ожидания ( )L h , по-

строенного путём генерации для каждой точки 

( ) ,    1,su s N  подвыборки ( ,1) ( , ){ , ..., }Q s s Q
leV v v , поз-

воляющей сформировать значения ( , ) ( ) ( , ) ,s r s s rx u v   

1,r Q  для подстановки в (9). Тогда, заменяя инте-

грал суммой, величину, максимизируемую при кросс-
валидации, можно приближённо представить следу-
ющим образом: 
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 (10) 

Непосредственное использование (10) затратно в 
вычислительном отношении, поэтому целесообразно 
использовать итерационный алгоритм наращивания 
размера подвыборок ( ,1) ( , ){ ,..., }Q s s Q

leV v v  с запомина-

нием промежуточных результатов и контролем полу-

чаемых изменений ( )N
leh h U  на соседних шагах из-

менения Q = 1, 2, ... 

2. Результаты экспериментальных исследований 
и их обсуждение 

2.1. Результаты моделирования к анализу свойств 
смешанных оценок 

Для проведения экспериментальных исследований 
свойств смешанных оценок необходимо использовать 
численный показатель для сравнения ПРВ и оценки 
качества восстановления. В качестве такого показате-
ля была выбрана широко используемая в аналогич-
ных задачах интегральная квадратическая ошибка 
(ISE) [17 – 19]: 

 
2

ISE ( ) ( ) d .p p x p x x    

Данный показатель позволяет учитывать значи-
тельные и продолжительные отклонения сравнивае-
мых ПРВ; при этом малые отклонения слабо сказы-
ваются на его величине. Кроме того, при небольших 
размерностях данных значение ISE p  может быть 

получено с помощью численных методов для функ-
ций ( )p x  и ( )p x  произвольной формы, что обеспе-

чивает универсальность его применения в ходе экс-
периментов. 

При экспериментальной проверке сходимости 

смешанной оценки ( / )p x   было проведено не-

сколько экспериментов с использованием искус-
ственно сгенерированных одномерных и двумерных 
данных. Для каждого типа ПРВ тестирование про-
водилось при трёх наборах параметров распределе-
ний, подобранных таким образом, чтобы были реа-
лизованы три варианта соотношения дисперсий ин-
формативной и помеховой составляющей 
 = D[u] / D[v]:  > 1,  = 1,  < 1. При этом для одно-
мерных данных было рассмотрено три случая: 
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1. Распределение U – смесь из двух гауссовских рас-
пределений с математическими ожиданиями 
M [u1] = –2, M [u2] = –1 и дисперсиями D[u1] = 1, 
D[u2] = 2 ( = 1,  = 4), D[u1] = 0,5, D[u2] = 1 
( = 0,25); распределение V – гауссовское с нуле-
вым математическим ожиданием и дисперсией 
D[v] = 1 ( = 4), D[v] = 2 ( = 0,25,  = 1). 

2. Распределение U – равномерное в диапазоне [0...4] 
для  = 1,  = 4 и [0...2] для  = 0,25; распределение 
V – равномерное с нулевым математическим ожи-
данием в диапазоне [–1...1] для  = 4 и [–2...2] для 
 = 0,25,  = 1. 

3. Распределение U – экспоненциальное с парамет-
ром 1/ 2   ( = 1,  = 4), 2   ( = 0,25); рас-
пределение V – треугольное с нулевым математи-
ческим ожиданием в диапазоне [ 3... 3]  для 
 = 4 и [ 2 3...2 3]  для  = 0,25,  = 1. 

Для двумерных данных рассматривалась мульти-
гауссовская ПРВ, т.е. U формировалась на основе сме-
си двух гауссовских распределений с математически-
ми ожиданиями M [u1] = (–1, –1), M [u1] = (1, 2), а V – 
гауссовское распределение с нулевым математиче-
ским ожиданием. Матрицы ковариаций для всех рас-

пределений выбирались диагональными, причем эле-
менты на главной диагонали совпадали с соответ-
ствующими дисперсиями для одномерного случая. 

В ходе исследования проверялась скорость схо-
димости СЯО ( / )p x   к ( / )p x   при N  . Кроме 
того, проводилось сравнение смешанной оценки 

( / )p x   с обычной ядерной оценкой ( / )p x  . Для 
этого в начале каждого эксперимента генерировалось 
N значений случайной величины U, по которым ме-
тодом Парзена восстанавливалась плотность распре-
деления ( / )Up u  , а затем вычислялась смешанная 
оценка ( / )p x  . Также с использованием полученных 
значений U генерировалось N значений случайной 
величины X = U + V, по которым вычислялась обычная 
оценка Парзена ( / )Xp x  . Исследования проводились 
для значений N от 50 до 5000, при этом для каждого 
N выполнялось по 100 экспериментов (для двумерно-
го случая – по 10 экспериментов), в которых вычис-
лялись усредненные значения ISE для оценок 

( / )p x   и ( / )p x  . Полученные зависимости инте-
гральной квадратичной ошибки оценок плотностей 

( / )p x   и ( / )p x   от объёма исходных данных при-
ведены на рис. 1. 

а)      б)  

в)    г)  
Рис. 1. Зависимости интегральной квадратичной ошибки оценок плотностей p (x / ) и p (x / ) от объёма исходных 

данных для одномерного мультигауссовского распределения (а), одномерного равномерного распределения (б), одномерных 
экспоненциального и треугольного распределений (в) и двумерного мультигауссовского распределения (г) 

Из графиков видно, что для всех рассмотренных 
случаев при увеличении объёма данных N средне-
квадратичная ошибка монотонно убывает как для 

( / )p x  , так и для ( / )p x  . При этом величина 

ошибки для смешанной оценки ( / )p x   оказывается 
значительно меньше при любых N, что подтвержда-
ется и визуальным сравнением формы получаемых 
ПРВ, один из примеров которых приведён на рис. 2. 
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На рис. 1 также видно, что для всех рассматрива-
емых распределений значения ошибки для СЯО при 
 = 1 и  = 0,25 ниже, чем при  = 4, и практически 
совпадают между собой. Для обычных оценок анало-
гичная ситуация наблюдается только для случая экс-
поненциального распределения, тогда как для случая 
одномерного мультигауссовского распределения ве-
личина ошибки уже практически не зависит от  при 
любом размере выборки. Для равномерного распре-
деления минимальная ошибка при использовании 
обычных оценок Парзена достигается при  = 1, мак-
симальная – при  = 0,25, для двумерного мультигаус-
совского – при  = 1 и  = 4 соответственно. 

 
Рис. 2. Пример восстановленных функций плотности 

для случая одномерного мультигауссовского распределения 
при N = 300 и  = 4 

Заметный рост величины ошибки для СЯО при 
значениях дисперсии величины U, превышающих 
дисперсию величины V, по-видимому, обусловлен 
тем, что точность смешанных оценок полностью за-
висит от точности оценки плотности U, а большие 
значения дисперсии при том же объёме обучающей 
выборки приводят к снижению точности оценки. 

2.2. Исследование применимости смешанных  
ядерных оценок для аугментации данных 

При решении данной задачи был проведен экспе-
римент, направленный на сравнение эффективности 
применения СЯО в задачах классификации образов 
на основе искусственных нейронных сетей (ИНС), а 
также других типов классификаторов. В ходе экспе-
римента сравнивалась точность классификации мно-
гомерных случайных величин нескольких классов i, 

описываемых векторами вида Xi
 = Ui

 + V, 1,i M . 
Рассматривались следующие типы классификаторов: 

– ИНС, обученная по малой обучающей выборке, 
содержащей N образцов каждого класса; 

– ИНС, обученная по большой обучающей выборке, 
содержащей N' образцов каждого класса; 

– ИНС, обученная по обучающей выборке, искус-
ственно размноженной из N до N' образцов в соот-
ветствии с результатами утверждения 3; 

– байесовский классификатор, синтезированный для 
плотности распределения данных ( / )ip x  , полу-
ченной на основе смешанной ядерной оценки; 

– байесовский классификатор, синтезированный для 
известной плотности распределения данных 
p (x / i) и используемый для оценки нижней гра-
ницы вероятности ошибок. 
В качестве Ui использовались случайные векторы, 

имеющие для каждого класса i ПРВ мультигауссов-
ского вида, т.е. взвешенной с весами 

( ) ( ) ( )
1{ ,..., }
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где ( )i
sp  – вероятность появления вектора с парамет-

рами, соответствующими данной компоненте смеси.  
В ходе эксперимента генерировались значения 

случайных векторов, соответствующие трем классам 
образов, представленных смесями с несколькими 
компонентами внутри каждого класса (по две компо-
ненты для первого и второго классов и три компонен-
ты для третьего) со следующими параметрами: 
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где rand(0, d) – равномерно распределенная случай-
ная величина в указанном диапазоне; d – параметр, 
определяющий степень рассредоточенности (пересе-
чения) компонентов смесей каждого класса; 

 ( )
min max,i

sr r r  – коэффициент корреляции, использу-

емый при задании матрицы ковариаций, выбираемый 
случайным образом в диапазоне [rmin, rmax]. Для V ис-
пользовалось гауссовское распределением с нулевым 
математическим ожиданием и единичной матрицей 
ковариации Cv

 = I. Примеры формирования малой вы-
борки, иллюстрирующие влияние параметров d и r 
на генерируемые данные, показаны на рис. 3. 

В эксперименте для каждого класса генерирова-

лось N = 100, N' = 200..1000 и 1000N   значений слу-
чайной величины Xi

 = Ui
 + V, составляющих соответ-

ственно малую обучающую выборку, большую обу-
чающую выборку и тестовую выборку. Эти выборки 
использовались для обучения однотипных классифи-
каторов: на основе малой выборки, на основе выбор-
ки, полученной путём искусственного размножения 
малой выборки до N' образцов, а также на основе 
большой выборки, объём которой устанавливался 
равным искусственно размноженной выборке. Объём 
тестовых выборок во всех случаях составлял 
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1000N   образов для каждого класса. Каждый образ 
описывается n = 20 признаками, количество которых 
сокращалось при обучении нейронных сетей до 5 с 
помощью метода главных компонент [20]. Для каж-
дого значения N' выполнялось по 1000 эксперимен-
тов, после чего полученные значения усреднялись. 

Используемая в качестве обучаемого классифика-
тора нейронная сеть является сетью прямого распро-
странения класса MLP (многослойный персептрон) 
[21]. Сеть содержит один скрытый слой с сигмоидаль-
ной функцией активации [22] и один выходной слой с 
линейной функцией активации [23]. Количество вход-

ных контактов сети соответствует количеству исполь-
зуемых признаков распознавания, а количество нейро-
нов в выходном слое m2 равно числу классов. Количе-
ство нейронов в скрытом слое m1 выбиралось из диа-
пазона значений n  m1

  2n + 1. Сеть создавалась и те-
стировалась в среде MATLAB 2013b, для обучения ис-
пользовался алгоритм Левенберга–Марквардта [24]. В 
табл. 1 приведены результаты, полученные для смесей 
гауссовских случайных векторов со слабо коррелиро-
ванными признаками (rmin

 = 0,4, rmax
 = 0,5), а в табл. 2 – 

с сильно коррелированными признаками (rmin
 = 0,8, 

rmax
 = 0,9). 

а)      б)      в)  
Рис. 3. Примеры формирования малой выборки:  

d = 0,5, rmin = 0,4, rmax = 0,5 (а), d = 4, rmin = 0,4, rmax = 0,5 (б), d = 4, rmin = 0,8, rmax = 0,9 (в) 

Табл. 1. Вероятности ошибочного распознавания 
для случая слабо коррелированных данных 

dμ Класси-
фикатор 

Вероятность ошибочн. распознавания N' 
200 400 600 800 1000 

0,5 НС (малая 
выборка) 0,1833 0,1828 0,1834 0,1832 0,1844 

НС (большая 
выб.) 0,1672 0,1603 0,1587 0,1572 0,1570 

НС (размн. 
добавл. V) 0,1756 0,1664 0,1635 0,1625 0,1634 

Байес. клас-
сиф. (смеш.) 0,1864 0,1867 0,1867 0,1865 0,1868 

Байесовский 
классиф. 0,1479 0,1481 0,1480 0,1484 0,1483 

2 НС (малая 
выборка) 0,1536 0,1553 0,1556 0,1552 0,1532 

НС (большая 
выб.) 0,1407 0,1346 0,1310 0,1303 0,1305 

НС (размн. 
добавл. V) 0,1510 0,1403 0,1382 0,1373 0,1372 

Байес. клас-
сиф. (смеш.) 0,1100 0,1105 0,1105 0,1098 0,1105 

Байесовский 
классиф. 0,0771 0,0775 0,0775 0,0774 0,0775 

4 НС (малая 
выборка) 0,0569 0,0592 0,0597 0,0576 0,0575 

НС (большая 
выб.) 0,0478 0,0407 0,0396 0,0365 0,0359 

НС (размн. 
добавл. V) 0,0539 0,0468 0,0454 0,0420 0,0413 

Байес. клас-
сиф. (смеш.) 0,0157 0,0157 0,0163 0,0157 0,0157 

Байесовский 
классиф. 0,0087 0,0087 0,0090 0,0087 0,0087 

Анализ результатов показывает, что независимо 
от степени корреляции и пересечения разных классов 

использование предлагаемого алгоритма ИРД позво-
ляет значительно сократить вероятность ошибочного 
распознавания с помощью нейронной сети при нали-
чии ограниченного объёма обучающих данных.  

Байесовский классификатор, синтезированный на 
основе смешанных ядерных оценок ПРВ, обеспечива-
ет высокую точность распознавания для умеренно и 
сильно рассредоточенных данных (d  2), значитель-
но превосходя нейронные сети, обученные по боль-
шой и размноженным выборкам. Для сильно смешан-
ных данных (d  0,5) его точность становится сопо-
ставимой с нейронной сетью, обученной по малой 
выборке. При этом все алгоритмы демонстрируют 
похожие результаты с высоким процентом ошибоч-
ных распознаваний (32 – 35 %), а минимально дости-
жимый процент ошибок при использовании байесов-
ского классификатора с известной плотностью рас-
пределения составляет всего 29 %. Это обусловлено 
малой удалённостью в многомерном пространстве 
значений U разных классов друг от друга относи-
тельно уровня аддитивного шума V, воздействие ко-
торого приводит к существенному пересечению дан-
ных разных классов, что нивелирует эффект от при-
менения смешанной оценки. 

2.3. Экспериментальные исследования алгоритмов 
распознавания биологических объектов на основе 

спектральных измерений 

Проверка возможности использования смешанных 
оценок для ИРД с целью повышения качества клас-
сификатора при малых обучающих выборках выпол-
нялась в задаче классификации здоровых и поражен-
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ных грибковыми заболеваниями элементов зерновых 
смесей (ЭЗС) (на примере ЭЗС ячменя, пораженных 
фузариозом). Разработанная для этих целей установка 
экспресс-анализа и классификации элементов неод-
нородного потока зерновых смесей [25] представлена 
на рис. 4 и позволяет анализировать спектры отраже-
ния и/или пропускания в видимом и ближнем ИК-
диапазоне. 

Табл. 2. Вероятности ошибочного распознавания 
для случая сильно коррелированных данных 

dμ 
Класси-
фикатор 

Вероятность ошибочн. распознавания N' 

200 400 600 800 1000 
0,5 НС (малая 

выборка) 
0,3511 0,3517 0,3495 0,3513 0,3495 

НС (большая 
выб.) 

0,3332 0,3209 0,3157 0,3139 0,3116 

НС (размн. 
добавл. V) 

0,3377 0,3266 0,3242 0,3233 0,3215 

Байес. клас-
сиф. (смеш.) 

0,3412 0,3419 0,3422 0,3418 0,3409 

Байесовский 
классиф. 

0,2886 0,2893 0,2890 0,2890 0,2882 

2 НС (малая 
выборка) 

0,2650 0,2673 0,2635 0,2640 0,2642 

НС (большая 
выб.) 

0,2440 0,2328 0,2299 0,2266 0,2241 

НС (размн. 
добавл. V) 

0,2658 0,2555 0,2524 0,2491 0,2456 

Байес. клас-
сиф. (смеш.) 

0,1534 0,1541 0,1541 0,1533 0,1524 

Байесовский 
классиф. 

0,1075 0,1084 0,1085 0,1077 0,1072 

4 НС (малая 
выборка) 

0,1026 0,1014 0,1019 0,1002 0,1011 

НС (большая 
выб.) 

0,0829 0,0722 0,0700 0,0674 0,0657 

НС (размн. 
добавл. V) 

0,0996 0,0881 0,0854 0,0833 0,0810 

Байес. клас-
сиф. (смеш.) 

0,0134 0,0133 0,0139 0,0137 0,0135 

Байесовский 
классиф. 

0,0062 0,0062 0,0064 0,0065 0,0062 

Установка основана на использовании оптоволо-
конной техники. В ней анализируемые ЭЗС из накопи-
теля 1 с помощью устройства транспортировки 2, со-
стоящего из вибропитателя и скатного профилирован-
ного лотка, распределяются по каналам, один из кото-
рых содержит зону спектрального анализа 3, в которой 
происходит регистрация спектров отражения (или лю-
минесценции), и коллимированного пропускания (рас-
сеяния вперед) в видимом и ближнем ИК-диапазоне 
(от 350 до 2 200 нм) с помощью волоконных спектро-
метров 9 и 12. Для регистрации спектров в диапазоне 
от 350 до 1000 нм использован спектрометр Ocean 
Optics USB4000-VIS-NIR [26], в диапазоне от 900 до 
2200 нм – спектрометр Ocean Optics NirQuest512-2.2 
[27]. Для освещения области спектрального анализа 
зерна 3 используется волоконный галогеновый источ-
ник излучения 4 Ocean Optics HL-2000 [28], сопряжен-
ный с волноводом 5 и объективом 6. 

 
Рис. 4. Схема установки потокового экспресс-анализа ЭЗС 

Прошедшее через ЭЗС излучение (рассеянное 
вперед излучение) собирается широкоапертурным 
объективом 7, сопряжённым с выходным концом све-
товода 8, и передаётся в спектрометр 9, соединённый 
с компьютером. Отражённое от ЭЗС излучение соби-
рается широкоапертурным объективом 10, сопряжён-
ным с выходным концом световода 11, и передаётся в 
спектрометр 12, соединённый с компьютером. После 
прохождения зоны спектрального анализа 3 ЭЗС по-
падают в накопительный бункер 13. Подробное опи-
сание установки содержится в работе [25]. 

В качестве примера внесения в СЯО неинформа-
тивной помеховой составляющей V рассматривались 
флуктуации спектров пропускания, обусловленные 
вращением ЭЗС в процессе попадания и перемещения 
в зону спектрального анализа. Главным фактором, 
определяющим флюктуации формы спектров в данном 
случае, является неоднородность формы и распределе-
ния поражённых участков по поверхности ЭЗС.  

При решении этой задачи на основе эксперимен-
тальных данных проводилось независимое построение 
оценки плотности ( )Vp v , которая использовалась для 

получения смешанной оценки. С целью получения не-
обходимых данных были проведены измерения спек-
тров пропускания в видимом и ближнем ИК-диапазоне 
(от 350 до 1000 нм) для 10 здоровых и 10 поражённых 
ЭЗС с поворотом на углы с шагом в 2 градуса с помо-
щью установки, представленной на рис. 5. 

 
Рис. 5. Схема установки для анализа флуктуаций спектров 

при вращении ЭЗС 
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В этой установке ЭЗС 5 помещаются в центре 
вращающегося столика 4 (Thorlabs PR01/M4 [29]), 
имеющего сквозное отверстие. В результате при вра-
щении столика ЭЗС остаётся неподвижным. Воло-
конный галогеновый источник излучения 1 HL-2000 
[28], сопряжённый с волноводом 2 и объективом 3, 
формирует квазиколлимированный световой пучок, 
который направляется на образец 5. Числовая аперту-
ра волокна NA = 0,22, диаметр волновода – 600 мкм. 
Отметим, что диаметр светового пучка можно изме-
нять как в меньшую сторону, так и в большую, в за-
висимости от конкретной задачи. Объектив 3 содер-
жит асферическую линзу с числовой апертурой 
NA = 0,51. Диаметр падающего пучка света составляет 
величину около 1 мм, который существенно ниже 
средней ширины исследуемых зерен, составляющей 
величину около 3 – 4 мм. Прошедшее (рассеянное) че-
рез ЭЗС излучение собирается широкоапертурным 
объективом 6, сопряжённым с выходным концом све-
товода 7 (числовая апертура волокна NA = 0,5, диа-
метр волновода 1000 мкм) и передаётся в спектро-
метр 8, соединённый с компьютером. Объектив 7 со-
держит асферическую линзу с числовой апертурой 
NA = 0,51. На объектив по направлению главной оп-
тической оси устанавливается трубка для обеспече-
ния возможности регистрации рассеянного от зерна 
излучения в пределах малого телесного угла. Рассто-
яние между объективом 6 и зерном фиксировано и 
составляет величину около 40 мм. Объектив 6 уста-
навливается на пластину, которая крепится к поверх-
ности вращающегося столика 4. В результате от каж-
дого ЭЗС возможна регистрация спектров пропуска-
ния (рассеяния вперед) с шагом 2 градуса в видимом 
и ближнем ИК-диапазоне с помощью волоконного 
спектрометра 8 (USB4000-VIS-NIR [26] либо 
NirQuest512-2.2 [27]) в пределах от 0 до 180 градусов. 
Для юстировки объективов 3 и 6 используются спе-
циальные трёхкоординатные подвижки Thorlabs 
DT12XYZ/M [30]. 

Количество спектральных составляющих, измеря-
емых по каждому ЭЗС, определяющее количество ис-
ходных признаков классификации, составляло 2287. 

В ходе обработки спектральных измерений по по-

следовательности ( )( ) (1){ ,..., }sNsX x x  для каждого из 

зёрен s = 1..20 вычислялось значение ( ) ( )[ ]s su M X , 

которое рассматривалось как информативная состав-
ляющая, описывающая свойства непосредственно 
зерна, и значения 

( ) ( )( ) (1) (1) ( ) ( ){ ,..., } { ,..., },s sN Ns s sV v v x u x u   
 

( ) 0sM V    ,  

соответствующие искажениям, возникающим при по-
вороте данного зерна. После обработки данных по 
всем зёрнам из значений V 

(s), s = 1..20 формировалась 

итоговая выборка v
le

NV , Nv
 = 168. Затем размерность 

данных сокращалась с исходных 2287 признаков до 
n = 5 с помощью метода главных компонент [20], и с 

помощью метода Парзена вычислялась n-мерная 
ядерная оценка плотности ( )Vp v . Необходимость со-

кращения размерности исходного признакового про-
странства обусловлена известным общим свойством 
ухудшения свойств ядерных оценок при больших 
размерностях вектора признаков [1]. Выбор указан-
ной размерности вектора признаков после преобразо-
вания по методу главных компонент обусловлен дан-
ными, полученными в ранее выполненных авторами 
работах (например, [25]), в которых показано, что по-
нижение размерности данных спектральных измере-
ний без существенной потери информативности це-
лесообразно проводить до значений n = 5...10. 

В качестве данных для обучения и тестирования 
алгоритма классификации использовались измерен-
ные на той же установке в потоковом режиме (без це-
ленаправленного поворота зёрен на различные углы) 
546 спектров для здоровых зёрен ячменя и 543 для 
поражённых фузариозом. 

Размножение данных в обучающей выборке с N до 
N' образцов для каждого класса выполнялось путём 
добавления к имеющимся N спектрам пропускания 
искусственно генерируемых на основе плотности 

( )Vp v . Размер размноженной выборки выбирался 

кратным исходному (N' = N + kN), где каждый из N ис-
ходных образцов попадал в обучающую выборку 
один раз в неизменном виде и k раз с добавлением 
случайной величины V. Для сравнения также выпол-
нялось ИРД по методу [4], основанному на генерации 
данных с использованием традиционной оценки 
плотности Xp , получаемой по обучающей выборке. 

В качестве классификатора для тестирования ис-
пользовалась нейронная сеть класса MLP [21] с од-
ним скрытым слоем с сигмоидальной функцией акти-
вации [22] и одним выходным слоем с линейной 
функцией активации [23]. Количество входных кон-
тактов сети соответствует количеству используемых 
признаков n = 5, количество нейронов в выходном 
слое m2 равно числу классов (в данном случае 2).  

При тестировании использовался метод скользя-
щего контроля. Его суть состояла в изъятии из исход-
ной выборки случайным образом 5 % (N = 27) образ-
цов каждого класса, проведении размножения данных 
и обучения алгоритма на данных образцах и после-
дующем тестировании с использованием оставшихся 

95 % образцов ( 519N   для здоровых зёрен и 

516N   для заражённых). Полученные результаты 
усреднялись по 10000 итерациям. Тестирование про-
водилось для обучающих выборок объёмом от 
N' = N = 27 образцов каждого класса (не содержащих 
искусственно сгенерированных данных) до 
N' = 6N = 162 (содержащих 5N искусственно сгенери-
рованных образцов каждого класса). Аналогичный 
эксперимент был проведён с использованием в каче-
стве обучающей выборки 10 % (N = 54) образцов каж-
дого класса и последующем тестированием с исполь-
зованием оставшихся 90 % образцов. Полученные ре-
зультаты приведены на рис. 6. Для исходной выборки 



Смешанные ядерные оценки многомерных распределений …  Сирота А.А., Донских А.О., Акимов А.В., Минаков Д.А. 

688 Компьютерная оптика, 2019, том 43, №4 

представленные данные характеризуют результаты 
обучения для различных случайно выбираемых набо-
ров данных фиксированного объёма.  

 
Рис. 6. Зависимости вероятности ошибочного 
распознавания зараженных семян ячменя 

от коэффициента k искусственного размножения данных 
в обучающей выборке при использовании выборок, 

содержащих N = 27 и N = 54 образцов каждого класса 

Из графиков видно, что размножение данных в 
обучающей выборке на основе смешанных оценок 
путём добавления искусственно генерируемых вели-
чин V к спектрам из исходной обучающей выборки 
позволяет получить значительно меньший процент 
ошибочных распознаваний по сравнению с использо-
ванием обычной выборки. Так, для нейронной сети, 
обученной по малым выборкам с N = 27 образцами 
каждого класса, частота ошибок составляет около 
1,8 – 1,9 %, тогда как для нейронной сети, обученной 
по размноженной выборке, она меняется от 1,33 % 
(при k = 1) до 1,16 % (при k = 5). Алгоритм размноже-
ния данных с использованием традиционной оценки 
плотности Xp  в данной задаче оказался менее эффек-

тивным, однако позволил уменьшить частоту ошибок 
до 1,57 % при k = 1 и 1,17 % при k = 5. Схожая ситуа-
ция наблюдается и при использовании более крупных 
выборок (N = 54). 

Заключение 

В работе предложен и исследован метод восста-
новления функции плотности распределения данных 
с использованием смешанных непараметрических 
ядерных оценок функций правдоподобия классов. В 
процессе исследования проведено сравнение предло-
женного метода с традиционными ядерными оценка-
ми, применяемыми напрямую к исходной обучающей 
выборке, показана сходимость смешанных оценок 
при увеличении объёма обучающей выборки, теоре-
тически и экспериментально подтверждено, что ис-
пользование алгоритмов, основанных на смешанных 
ядерных оценках, эквивалентно реализации процеду-
ры искусственного размножения обучающих данных. 
Анализ полученных результатов позволяет сделать 
вывод о том, что в задачах восстановления ПРВ 
предлагаемый метод позволяет приблизительно вдвое 

снизить величину интегральной квадратичной ошиб-
ки для восстановленной плотности независимо от 
формы исходного распределения и размера обучаю-
щей выборки. На примере задачи классификации по 
спектрам пропускания в видимом и ближнем ИК-
диапазоне здоровых и поражённых грибковыми забо-
леваниями элементов зерновых смесей была показана 
целесообразность использования смешанных ядерных 
оценок и базирующихся на их основе алгоритмов ис-
кусственного размножения данных. 
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Multivariate mixed kernel density estimators and their application in machine 
learning for classification of biological objects based on spectral measurements 

A.A. Sirota 1, A.O. Donskikh 1, A.V. Akimov 1, D.A. Minakov 1 
1 Voronezh State University, Voronezh, Russia 

Abstract 

A problem of non-parametric multivariate density estimation for machine learning and data 
augmentation is considered. A new mixed density estimation method based on calculating the 
convolution of independently obtained kernel density estimates for unknown distributions of in-
formative features and a known (or independently estimated) density for non-informative interfer-
ence occurring during measurements is proposed. Properties of the mixed density estimates ob-
tained using this method are analyzed. The method is compared with a conventional Parzen-
Rosenblatt window method applied directly to the training data. The equivalence of the mixed 
kernel density estimator and the data augmentation procedure based on the known (or estimated) 
statistical model of interference is theoretically and experimentally proven. The applicability of the 
mixed density estimators for training of machine learning algorithms for the classification of bio-
logical objects (elements of grain mixtures) based on spectral measurements in the visible and 
near-infrared regions is evaluated. 

Keywords: machine learning, pattern classification, data augmentation, kernel density estima-
tion, spectral measurements.  
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