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Аннотация 

В статье рассматривается задача расчета оптического элемента из двух отражающих по-
верхностей, формирующего заданное распределение освещенности с плоским фронтом, при 
условии точечного источника света. Формулируется понятие слабого решения для данной 
задачи, а также устанавливается эквивалентность данной задачи и задачи перемещения масс 
Монжа–Канторовича с некоторой функцией стоимости.  
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Введение 

Задача расчёта оптического элемента из условия 
формирования заданного распределения освещённо-
сти в некоторой области относится классу обратных 
задач неизображающей оптики и является крайне вы-
числительно сложной.  

Традиционным подходом к данной задаче являет-
ся метод согласованных квадрик. Он состоит в сле-
дующем. Требуемое распределение освещённости 
приближается распределением, сосредоточенным в 
конечном числе точек некоторой сетки. Оптический 
элемент представляется в виде кусочно-гладкой по-
верхности, состоящей из фрагментов оптических 
элементов, каждый из которых фокусирует распреде-
ление освещённости в одну точку. В зависимости от 
задачи эти поверхности могут быть параболоидами 
вращения, эллипсоидами, гиперболоидами или более 
сложными поверхностями (например, [3]). Далее па-
раметры фрагментов подбираются итерационно в за-
висимости от того, насколько отличается количество 
энергии, приходящее в каждую точку, от требуемого 
количества. 

Метод согласованных квадрик является универ-
сальным, то есть применим, по всей видимости, в 
любых задачах неизображающей оптики. Он позво-
ляет рассчитывать оптические элементы, формирую-
щие очень сложные распределения освещённости. 
К сожалению, большое время работы алгоритма за-
трудняет его активное использование. 

Наиболее эффективные методы расчета, появив-
шиеся в последние годы [1 – 2, 4 – 10, 13], используют 
переформулировку задач оптики в виде задачи пере-
мещения масс Монжа–Канторовича с некоторой 
функцией стоимости. К сожалению, данный подход 
не является универсальным, и далеко не все задачи 
неизображающей оптики допускают переформули-

ровку в виде задачи перемещения масс. В частности, 
такой переформулировки не имеет задача формиро-
вания заданного распределения освещённости в 
ближней зоне с помощью отражающего или прелом-
ляющего элемента. Тем не менее некоторые подходы, 
основанные на задаче перемещения масс, возможны и 
в этих случаях [11, 12]. В диссертации [14] описаны 
известные на данный момент оптические элементы, 
задачу расчёта которых можно свести к задаче пере-
мещения масс с некоторой функцией стоимости. 

В данной статье мы сформулируем в качестве за-
дачи перемещения масс не рассмотренную ранее за-
дачу расчёта оптического элемента из двух отража-
ющих поверхностей, формирующего заданное рас-
пределение освещённости с плоским фронтом, при 
условии точечного источника света. Близкая поста-
новка задачи, когда входящий световой пучок также 
имеет плоский фронт, рассматривалась в [4, 14], но 
результат, приведённый в данной статье, не является 
их следствием. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное пространство  3 с коор-
динатами (x1, x2, z). Пусть  — начало координат, в 
котором расположен точечный источник света. Обо-
значим через  сферу единичного радиуса с центром 
в . Интенсивность источника света описывается 
функцией I (s), s  , заданной в области G  . 

Зададим две отражающих поверхности. Пусть 
первый рефлектор R1 задаётся функцией u1(s), s  , 
где s = (s1, s2). Тогда R1

 = {u1(s) s | s  }. 
Зафиксируем некоторую плоскость z = l, (x1, x2) бу-

дем рассматривать как декартовы координаты на этой 
плоскости. Второй рефлектор R2 будет задаваться 
функцией u2(x) следующим образом: 

 3
2       2( , ) – ( ) .R x z z l u x    
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Пара рефлекторов индуцирует отображение луче-
вого соответствия  следующим образом. Луч, исхо-
дящий из источника в направлении s, попадает в точ-
ку u1(s) s рефлектора R1 и отражается первым рефлек-
тором в направлении  

     1 1( ) – 2 , ( ) ( )t s m s n s n s , 

где n1(s) – нормаль к R1 в точке u1(s) s, а .,.  – ска-

лярное произведение. Далее луч, исходящий из точки 
u1(s) s в направлении t, попадает в некоторую точку 
(x, l – u2(x)) рефлектора R2 и отражается в направле-
нии  

     2 2( ) – 2 , ( ) ( )e x t t n x n x ,  

где n2(x) – нормаль к R2 в точке (x, l – u2(x)). Далее 
луч, исходящий из точки (x, l – u2(x)), в направлении 
e(x) попадает в некоторую точку плоскости z = l. Это 
отображение будем обозначать : G  D  {z = l}. 
Геометрия описанной системы рефлекторов приведе-
на на рис. 1. 

 
Рис. 1. Геометрия задачи. 

Задача, которую мы рассматриваем, в классиче-
ской постановке формулируется следующим образом. 

Пусть задано распределение интенсивности ис-
точника I (s), s  G   и требуемое распределение 
освещённости L(x) в области D плоскости z = l. Требу-
ется найти такие дифференцируемые функции u1(s), 
u2(x), чтобы выполнялись два условия:  
1) сформированное распределение освещённости 

имеет плоский фронт, параллельный плоскости 
z = l. В обозначениях выше это означает, что век-
тор e(x) не зависит от точки и совпадает с 
e = (0, 0, 1);  

2) отображение : G  D взаимно однозначно и удо-
влетворяет условию сохранения светового потока:  

1 ( )

( )d ( )d
BB

I s L x x


   , 

где B  D – произвольное борелевское подмножество, 
d – элемент площади на сфере .  

Лемма 1.1. Условие сохранения энергии для отоб-
ражения  : G  D равносильно любому из условий:  

1) I (s) = L ((s)) ꞏ J(s), а J(s) – якобиан отображе-
ния , вычисленный в точке s; 

2) для любой h  C(D) выполнено 

( ) ( )d ( ( )) ( )d
D G

h x L x x h s I s    . 

Доказательство. Доказано в [4, lemma 4.11] или 
[15, VI.1.1]. 

В силу леммы 1.1 классическое решение данной 
проблемы – это решение дифференциального уравне-
ния Монжа–Ампера для функции отображения  спе-
циального вида. Мы сформулируем понятие слабого 
решения для данной задачи, не предполагающее 
гладкости рефлекторов. 

2. Специальное представление рефлекторов  

Предположим, что луч, исходящий из  в направ-
лении s, приходит в точку плоскости z = l с координа-
той x. Тогда оптическая длина пути может быть запи-
сана так: 

     1     2 
( , )L u s d s x u x   , 

где d (s, x) – расстояние между точками рефлекторов.  
В силу постоянства длины оптического пути меж-

ду точками фронтов L не зависит от s и x. Отсюда  
2 2

    1   2( – ( ) – ( ))d L u s u x . 

С другой стороны, обозначим e = (0, 0, 1), t (s) – еди-
ничный вектор направления луча, отраженного от пер-
вого рефлектора,  = (x, l) – радиус-вектор точки с ко-
ординатой x плоскости z = l. Тогда  

       1     2    
,u s s d s x t s u x e    , 

а значит, d 2 = |u1(s) s + u2(x) e – |2. 
Приравнивая к выражению для d 2, полученного из 

оптической длины пути, имеем  
2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

1 2

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) , 2 ( ) ( ) ,

2 ( ) , 2 ( ) , .

u s u x L u s L u x L u s u x

u s u x u s u x s e

u s s u x e

     

      

   

 

Преобразуем с учётом того, что ||2 = |x|2 + l 2, 
e,  = l: 

 
 

22 2
1

2 1 2

2 ( ) ,

2 ( )( ) 2 ( ) ( ) 1 , 0.

L l x u s L

u x L l u s u x s e

      

    
 

Разделим это выражение на 

 22 2
12( )( ) ( ) 1 , :L l x L l u s s e     

 

 

 

22 2
1

22 2

2
22 2

1

2
22 2

1

2( )( ) ( ) 1 ,

,

( )( ) 1 ,

( )

( ) ( ) 1 ,

( )
0.

( )( )

L l x L l u s s e

L s

L l x L l s e

u x

L l x u s s e

u x

L l x L l


   

 
 

   

 
  

 
  
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Введём обозначения 

 1

1

2
1 22 2

1
( ) ;

2 ( ) 1 ,

( )
( ) .

k s
u s s e

u x
k s

L l x





   

Тогда 

 

1 2
1 2

22 2

( ) ( )
( ) ( )

2( ) 2( )

,
0.

( )( ) 1 ,

k s k x
k s k x

L l L l

L s

L l x L l s e

  
 

 
 

   

 

Раскладывая на множители, можем записать  

 

1 2

22 2 2

1 1
( ) ( )

2( ) 2( )

,1
.

4( ) 2( )( ) 1 ,

k s k x
L l L l

L s

L l L l x L l s e

  
       

 
  

    

 

Итак, мы доказали следующую теорему: 

Теорема 2.1. Если система из двух рефлекторов 
(u1(s), u2(x)) отображает луч с направлением s в точ-
ку x, то выполнено соотношение: 

     1 2( ), ( ), , ,F u s s G u x x s x   

где 

   

 

1

1

2
2 22 2

1 1
( ), log ;

2( )2 ( ) 1 ,

( ) 1
( ), log ;

2( )

F u s s
L lu s s e

u x
G u x x

L lL l x

     
 
  
   

 

 

 

2

22 2

1
, log

4( )

,
.

( ) 1 ,

s x
L l

L s

L l x s e


  

  
   



 

�

 

Далее мы для краткости будем обозначать  

1 1

2 2

( ) ( ( ), ),

( ) ( ( ), ).

u s F u s s

u s G u x x







 Нам также понадобятся функции, обратные к F и 
G по первой переменной:  

 

 

1

2

1

22 2
2

1
( , ) ;

1
2 1 ,

1
( , ) ;

2( )

u

u

F u s
e s e

L l

G u x L l x e
L l


    

 
     





 

   

то есть 

   1 1 1 1( , ), ; ( , ), ,F F u s s u F F u s s u      (1) 

   2 1 2 2( , ), ; ( , ), .G G u x x u G G u x x u      (2) 

Нам понадобится представление поверхностей 
рефлекторов в виде огибающих семейств поверхно-
стей специального вида. Заметим, что для дифферен-
цируемых рефлекторов R1, R2 лучевое соответствие 
: G  D можно описать следующим образом. Для 
s  G луч, приходящий в точку u1(s) s первого рефлек-
тора, приходит в точку (x, l – u2(x)) второго рефлекто-
ра. Тогда рефлектор R1 может быть представлен в ви-
де огибающей семейства рефлекторов R 

x, фокусиру-
ющих лучи в точки (x, l – u2(x)) рефлектора R2. Урав-
нение рефлектора R 

x, фокусирующего в точку (x, l –
 u2(x)), нетрудно получить, записав условие равенства 
оптического пути из начала координат  до точки (x, 
l – u2(x)) величине L – u2(x). Заметим, что в теореме 1.1 
мы проделывали именно это вычисление. В результа-
те полярная функция 1 ( )xu s  рефлектора R 

x удовлетво-
ряет уравнению: 

     1 2( ), ( ), , ,xF u s s G u x x s x   

или, выражая 1
xu , можем записать  

  1 2( ) , ( ), .xu s F s x u x s    

Итак, функция u1(s) удовлетворяет уравнениям 
огибающей семейства поверхностей 1 ( )xu s : 

  

  
1 2

2

( ) , ( ), ,

, ( ), 0, 1, 2 .
i

u s F s x u x s

F s x u x s i
x

  

       








 (3) 

Заметим, что 

  

 

2

2
1

, ( ),

, ( ) .

i

i

F s x u x s
x

F
s x u x

u x

    

 
     

 









 

Как нетрудно установить дифференцированием 
соотношений (1), выражение 1/F u    не равно 0. Зна-
чит, второе условие в (3) равносильно  

  2, ( ) 0, 1, 2 .
i

s x u x i
x


    
  

Теперь, применяя к первому уравнению в (3) 
функцию F, можно записать соотношение (3) в тер-
минах функций 1u , 2u :  

 

 

1 2

2

( ) , ( ) ,

, ( ) 0, 1, 2 .
i

u s s x u x

s x u x i
x

 

 

     

 






 (4) 

Это соотношение говорит о том, что функция 1( )u s  
является огибающей семейства 1 2( ) ( , ) ( )xu s s x u x   , 
которые по построению соответствуют рефлекторам 

2( ( , ) ( ), )F s x u x s  , фокусирующим весь световой 
пучок в точки (x, l – u2(x)) второго рефлектора. 

Второй рефлектор R2 аналогично можно рассмат-
ривать как огибающую семейства поверхностей, фо-
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кусирующую при обратном распространении все лу-
чи в одной точке u1(s) s. Это соотношение может быть 
также записано в терминах функций 1u , 2u :  

 

 

2 1

1

( ) , ( ) ,

, ( ) 0, 1, 2 .
i

u s s x u x

s x u x i
s

 

 

     

 






 

В дальнейшем мы будем работать только с функ-
циями 1u , 2u , предполагая, что рефлекторы R1 и R2 
по ним восстанавливаются. 

Мы будем рассматривать частный случай огибаю-
щей (4), когда второе условие соответствует не просто 
какой-то экстремальной точке, а минимуму или мак-
симуму. В этом случае соотношения примут вид:  

  1 2( ) min , ( )
x D

u s s x u x


    

или 

  1 2( ) max , ( )
x D

u s s x u x


   . 

Далее мы будем предполагать, что выполнено 
первое соотношение  

  1 2( ) min , ( )
x D

u s s x u x


   . (5) 

Лемма 2.1. Пусть для системы рефлекторов 
( 1u , 2u ), индуцирующих взаимно однозначное лучевое 
соответствие, имеет место представление (5). То-
гда для функции 2u  выполнено  

  2 1( ) min , ( )
s G

u x s x u x


   . 

Доказательство. Из (5) сразу следует, что 

 1 2( ) , ( ) , .u s s x u x s G x D       

Значит, выполнено  

 2 1( ) , ( ) , .u x s x u x s G x D       

Отсюда, переходя к минимуму по s, получаем не-
равенство 

  2 1( ) min , ( )
s G

u x s x u s


   . 

Предположим теперь, что существует x0  D, для 
которого  

  2 0 1( ) min , ( )
s G

u x s x u s


   . 

Значит,  

 2 0 0 1( ) , ( ) ,u x s x u x s G      

или  

 1 2 0 0( ) ( ) , .u s u x s x s G       

Последнее равенство означает, что ни для какой 
точки s  G оптический путь до x0 не совпадает с 
 (s, x0), то есть никакая точка не отображается в x0, 
что противоречит биективности . 

3. Слабое решение и задача перемещения масс 

Мы сформулируем понятие слабого решения, не тре-
бующего дифференцируемости функций 1 2( ( ), ( ))u s u x  . 

Определение 3.1. -выпуклой парой 1 2( ( ), ( ))u s u x   
будем называть пару функций 1( ) ( )u s C G , 

2 ( ) ( )u x C D  таких, что  

  1 2( ) min , ( )
x D

u s s x u x


   ; 

  2 1( ) min , ( )
s G

u x s x u s


   . 

Лемма 3.1. Пусть 1 2( ( ), ( ))u s u x   – -выпуклая па-
ра. Тогда функции 1u , 2u  липшицевы.  

Доказательство. Аналогично доказательствам 
[1, lemma 3.2], [7, Приложение 1]. 

По теореме Радемахера [15, XI.4.2] липшицева 
функция является почти всюду дифференцируемой. 
Поэтому, если 1 2( ( ), ( ))u s u x   – -выпуклая пара, то 

1( )u s  и 2 ( )u x  почти всюду дифференцируемы. Зна-
чит, они почти всюду определяют дифференцируе-
мые поверхности рефлекторы. Поэтому определено 
(почти всюду) лучевое соответствие : G  D как 
отображение отражения от двух поверхностей (см. 
параграф 1).  

Лемма 3.2. Пусть 1 2( ( ), ( ))u s u x   – -выпуклая па-
ра, : G  D – лучевое соответствие, определенное 
почти всюду. Тогда минимум в формуле  

  1 2( ) min , ( )
x D

u s s x u x


    

достигается в точке x =  (s) (там, где отображение 
 определено). Аналогично для функции 2 ( )u x . 

Доказательство. Пусть s0
  G – точка, в которой 

лучевое соответствие  определено, x0 – точка, в ко-
торой достигается минимум. Тогда в точке s0 функ-
ция 1( )u s , касается функции 2( , ) ( )s x u x  , которая 
соответствует рефлектору, фокусирующему весь све-
товой пучок в точке 0 2( , ( ))x l u x  . А значит, (s0) = x0. 

Поскольку, как уже было отмечено, функции 
1( )u s , 2 ( )u x  почти всюду дифференцируемы, много-

значное отображение  

  1 2( ) | ( ) ( ) ,s x D u s u x s x        

почти всюду однозначно. Следовательно, можно го-
ворить о том, удовлетворяет ли оно условию сохра-
нения энергии или нет.  

Определение 3.2. Слабым решением называется 
-выпуклая пара функций 1( ) ( )u s C G , 2 ( ) ( )u x C D , 
для которой обобщённое отображение отражения 

  1 2( ) | ( ) ( ) ,s x D u s u x s x        

удовлетворяет условию сохранения энергии: для лю-
бого борелевского B  D выполнено  
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1 ( )

( )d ( )d
B B

L x x I s


   . 

Задача о нахождении слабого решения оказывает-
ся эквивалентна задаче перемещения масс Монжа–
Канторовича. Точная формулировка приведена в сле-
дующей теореме.  

Теорема 3.1. Пусть 1 2( ( ), ( ))u s u x   – слабое реше-
ние. Тогда отображение  из определения 3.2 мини-
мизирует функционал  

 ( ) , ( ) ( )d
G

P s P s I s   , 

заданный на пространстве отображений P : G  D 
(возможно, определённых почти всюду), удовлетво-
ряющих условию сохранения светового потока, то 
есть для любого борелевского B  D выполнено  

1 ( )

( )d ( )d
B P B

L x x I s


   . 

Доказательство. Поскольку 1 2( ( ), ( ))u s u x   являет-
ся слабым решением, выполнено неравенство  

 1 2 0( ) ( ) , , ,u x u x s x s G x D        . 

В частности, если P – произвольный план, имеет 
место неравенство  

   1 2( ) ( ) , ( )u s u P s s P s    , 

причём равенство достигается, только если P = . 
Умножим это неравенство на I (x) и проинтегрируем: 

 

 1 2

( ) , ( ) ( )d

( ) ( )d ( ) ( )d .

G

G G

P s P s I s

u s I s u P s I s

  

  



  

 

 

Делая замену переменных в последнем интеграле 
и пользуясь условиями сохранения светового потока 
для отображения P, получим  

1 2( ) ( ) ( )d ( ) ( )d .
G G

P u s I s u x L x x      

Теперь делаем обратную замену, пользуясь усло-
вием сохранения светового потока для   

 

 

1 2( ) ( ) ( )d ( ) ( )d

, ( ) ( )d ( ).

G G

G

P u s I s u s I s

s s I s

     

    

 



 

 
 

Если план P отличается от  на множестве поло-
жительной меры, то неравенство строгое. �   

Повторяя рассуждения из [1, Theorem 3.4] или 
[7, Теорема 1], можно получить следующую теорему, 
которую можно рассматривать как двойственную за-
дачу (см. [16, Theorem 1.3]) для задачи перемещения 
масс Монжа–Канторовича, сформулированной в тео-
реме 3.1.  

Теорема 3.2. Рассмотрим пространство пар не-
прерывных функций  

1 2

1 2

{( , ) ( ) ( ) :

: ( ) ( ) ( , )},

u u C G C D

u s u x s x

   
 

 
 




 

на котором задан функционал  

1 2 1 2( , ) ( ) ( )d ( ) ( )d .
G D

u u u s I s u x L x x        

Пара 0 0
1 2( , ) ( ) ( )u u C G C D    максимизирует функ-

ционал  тогда и только тогда, когда является слабым 
решением.  

Доказательство. Мы опишем только идею дока-
зательства. Как уже отмечалось, оно полностью ана-
логично [1, Theorem 3.4] или [7, Теорема 1]. Доказа-
тельство того, что слабое решение 0 0

1 2( , )u u   максими-
зирует функционал , является тривиальным. Доста-
точно заметить, что для 1 2( , )u u     выполнено 

     0 0
1 2 1 2( ) ( ) , ( ) ( ) ( )u s u s s s u s u s          , 

где : G  D – лучевое соответствие, индуцированное 
слабым решением 0 0

1 2( , )u u  . Далее, интегрируя левую 
и правую часть неравенства по I (s) d и пользуясь 
условием сохранения энергии для , получим  

0 0
1 2 1 2( , ) ( , ).u u u u      

Обратное утверждения доказывается несколько 
сложнее. Если пара функций 0 0

1 2( , )u u   максимизирует 
функционал , то условие сохранения энергии для 
отображения соответствующего лучевого соответ-
ствия  

1 ( )

( )d ( )d
BB

I s L x x


    

получается из уравнения Эйлера–Лагранжа для функ-
ционала  при варьировании его на функцию  (x), 
являющуюся непрерывной аппроксимацией индикато-
ра B(x) произвольного борелевского множества B  D.�  

4. Восстановление рефлекторов  
по лучевому соответствию  

Теоремы 3.1 и 3.2 позволяют находить решения 
поставленной задачи расчёта системы рефлекторов. 
Но если теорема 3.2 позволяет сразу найти функции 

0 0
1 2( , )u u   и восстановить рефлекторы по формулам  

1 1( ) ( , )u s F u s   , 2 2( ) ( , )u x G u x   , 

то из теоремы 3.1 мы получаем только лучевое соот-
ветствие, индуцированное решением. 

Опишем способ восстановления поверхностей ре-
флекторов (u1(s), u2(x)) по лучевому соответствию 
: G  D. Из определения 3.1:  

  1 2( ) min , ( )
x D

u s s x u x


   ; 

причём, как следует из леммы 5.2, минимум достига-
ется при x =  (s). В результате имеет место система 
дифференциальных уравнений, которая выполняется 
почти всюду (в силу дифференцируемости функции 

2u  почти всюду):  
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 2

( )

( ) , 0, где 1, 2 .
i x s

u x s x i
x 


    

   

Эта система позволяет восстановить функцию 2u , 
а далее  

2 2( ) ( , )u x G u x   . �  

Функцию u1(s) можно восстановить аналогичным 
образом.  

Заключение  

В работе показано, что расчет системы двух ре-
флекторов, формирующих из точечного источника 
освещения излучение с плоским фронтом и заданным 
распределением интенсивности, может быть сформу-
лирована как задача перемещения масс Монжа–Кан-
торовича с функцией , приведённой в теореме 2.1. 
Данный результат является основой для эффективных 
методов численного решения данной задачи. 
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The two reflector design problem for forming a flat wavefront  
from a point source as an optimal mass transfer problem  
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Abstract  

The article deals with a problem of calculating two reflecting surfaces that form a given irradi-
ance distribution with a flat wavefront, provided that a point source of light is used. A notion of a 
weak solution for the said problem is formulated and the equivalence of this problem and the 
Monge–Kantorovich mass transfer is proven.  
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