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Аннотация 

С помощью формул Ричардса – Вольфа показано, что при острой фокусировке безвихре-
вого поля с осевой симметрией (например, пучка Гаусса или пучка Бесселя – Гаусса нулево-
го порядка) и круговой поляризацией в фокальной плоскости формируется субволновое фо-
кусное пятно, вокруг которого поток энергии распространяется по спирали. Это объясняет-
ся преобразованием круговой поляризации (спиновый угловой момент поля) в орбитальный 
угловой момент вблизи фокуса, хотя на самой оптической оси орбитальный угловой момент 
равен нулю. Также показано, что оптический вихрь с топологическим зарядом 2 и линейной 
поляризацией формирует вблизи фокальной плоскости на оптической оси обратный поток 
энергии (продольная компонента вектора Пойнтинга на оптической оси отрицательная), 
сравнимый с прямым потоком. 
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Введение 

То, что сферическая линза концентрирует энергию 
в фокусе, знали и использовали для добывания огня 
ещё 3000 лет назад (burning lens упоминается в коме-
дии Аристофана «Облака», написанной в 424 году до 
нашей эры). Но до сих пор поведение света в фокусе 
линз вызывает интерес учёных. Недавно были обна-
ружены такие интересные явления в области острого 
фокуса, как узлы сингулярностей [1 – 3], тороидаль-
ный поток энергии [4 – 6], угловой «трактор» [7], об-
ратный поток энергии [8, 9], фотонные «колёса» [10], 
поляризационная лента Мёбиуса [11], cпин-
орбитальное преобразование [10 – 12]. Отдельный ин-
терес вызывает проблема получения минимального 
субволнового пятна в фокусе (проблема сверхразре-
шения). Для достижения сверхразрешения использу-
ют неоднородную поляризацию (азимутальную или 
радиальную) и оптические вихри [13 – 21]. Заметим, 
что при исследовании лазерных пучков, формирую-
щих субволновые фокусные пятна, внимание иссле-
дователей сосредоточено на вычислении распределе-
ния интенсивности в фокусе. Исследованию вектора 
напряжённости магнитного поля уделялось мало вни-

мания. Знание последней необходимо для изучения 
поведения вектора Пойнтинга. В соответствии с [22] 
сила, действующая на электрически нейтральную про-
водящую частицу с током, может быть вычислена как  

 Re *
2


 F E H , (1) 

где σ – удельная проводимость частицы, E и H – 
напряжённости электрического и магнитного полей 
соответственно. Из этой формулы следует, что про-
дольная составляющая силы будет пропорциональна 
продольной составляющей вектора Пойнтинга. Если 
некоторый пучок в своём поперечном распределении 
вектора Пойнтинга будет содержать отрицательную 
составляющую, то частица, подсвеченная таким пуч-
ком, начнёт двигаться в сторону источника света. 

В работе [23] моделировалось прохождение света 
через металинзу, осуществляющую поворот направ-
ления поляризации и фокусировку. Численно с по-
мощью FDTD-метода было показано, что такая линза, 
освещаемая светом с круговой поляризацией, может 
формировать фокусное пятно, в котором поток энер-
гии вдоль оси распространения пучка Sz имеет отри-
цательное значение. Отрицательные значения про-
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дольной компоненты Sz также рассматривались в [24] 
на примере пучков Лагерра–Гаусса с круговой поля-
ризацией. 

В данной работе приведены результаты модели-
рования фокусировки оптических вихрей с длиной 
волны  = 532 нм с круговой и линейной поляризаци-
ями плоской дифракционной линзой с числовой апер-
турой NA = 0,95. Моделирование осуществлялось с 
помощью формул Ричардса–Вольфа и методом 
FDTD, реализованным в программном обеспечении 
FullWave. Кроме моделирования на основе теории 
Ричардса–Вольфа получены новые выражения для 
составляющих вектора Пойнтинга (потока энергии), 
вектора спинового углового момента для оптических 
вихрей с произвольным распределением интенсивно-
сти с круговой и линейной поляризациями вблизи 
фокуса. Из полученных формул следует два ранее не 
рассмотренных следствия: 1) спин-орбитальное пре-
образование в фокусе, когда лазерный безвихревой 
пучок с осесимметричной амплитудой и круговой по-
ляризацией в плоскости фокуса формирует фокусное 
пятно, вокруг которого имеет место вращение потока 
энергии и 2) при фокусировке оптического вихря с 
топологическим зарядом +2 или –2 и линейной поля-
ризацией на оптической оси вблизи фокуса формиру-
ется обратный поток энергии, по величине сравни-
мый с прямым потоком. 

1. Теоретическое основание 

Аналитическая теория векторного описания коге-
рентного света в остром фокусе известна из классиче-
ской работы Ричардса и Вольфа [25]. Эта теория тем 
точнее описывает свет в фокусе, чем больше фокус-
ное расстояние апланатической системы по сравне-
нию с длиной волны света. Согласно этой теории [25] 
проекции векторов электрической и магнитной 
напряжённости вблизи фокуса описываются в виде: 
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где U(, , z) – напряжённость электрического или 
магнитного полей, B (, ) – электрическое или маг-
нитное поле на входе широкоапертурной системы 
в координатах выходного зрачка ( – полярный угол, 
 – азимутальный), T () – функция аподизации лин-
зы, f – фокусное расстояние, k = 2 /  – волновое чис-
ло (длина волны в моделировании считалась равной 
 = 532 нм), P (, ) – вектор поляризации, для напря-
жённости электрического и магнитного полей имею-
щий вид: 
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где a (, ) и b (, ) – функции поляризации для x- и 
y-компонент напряжённостей фокусируемого пучка. 

Выберем начальное поле в виде оптического вихря с 
топологическим зарядом m, произвольной осесиммет-
ричной радиальной частью и круговой поляризацией: 
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где  = 1 для правой круговой поляризации,  = –1 для 
левой круговой поляризации,  = 0 для линейной по-
ляризации, при этом 2  в знаменателях пропадает, и 
 ≠ 0, ±1 для эллиптической поляризации (ниже пред-
полагается, что  – действительное число). Для (4) 
a = exp (im ), b = i exp(im ) для электрического по-
ля, a = –i exp(im ), b = exp(im ) для магнитного по-
ля. Подставляя (4) в (1) и (3), получим все 6 проекций 
векторов электрической и магнитной напряжённостей 
вблизи фокуса: 
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где ± = (1 ± ) / 2, и при  = 0 выбираются другие кон-
станты 1 / 2    . В (5) и (6) обозначены следу-
ющие интегралы, зависящие только от радиальной 
переменной: 
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где NA = sin  – числовая апертура, J (x) – функция 
Бесселя первого рода, x = kr sin θ, (x, y, z) и (r, φ, z) –
декартовы и полярные координаты. В качестве ам-
плитуды входной функции A(θ) можно использовать 
функцию Бесселя–Гаусса [26]: 

2

2
1

sin sin
( ) 2 exp ,

sin sin
A J

                  
 (8) 

где  – отношение радиуса значка апланатической 
системы к радиусу перетяжки Гауссова пучка. 

1.1. Поток энергии в фокусе 

На основе (5) и (6) можно получить выражения для 
проекций вектора Пойнтинга (потока энергии) [25]: 

 *Re
8
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S E H , (9) 

где c – скорость света в вакууме, Re – действительная 
часть числа, E × H – векторное произведение, * – ком-
плексное сопряжение (далее постоянную c/(8) опу-
стим). Проекции вектора Пойнтинга в плоскости фо-
куса будут иметь вид: 

2
2 2 2 2 2
0, 2, 2 2, 2

1

2
z m m mS I I I   

       
 

, (10) 

 
 

2
1, 1 0, 2, 2

2
1, 1 0, 2, 2

( ) sin ,

( ) cos ,

( )

.

x

y

m m m

m m m

S Q r

S Q r

Q r I I I

I I I

  

  

  
 

   

 

 (11) 

Поперечные составляющие вектора Пойнтинга 
(11) удобнее записать в полярных проекциях: 

( ), 0.rS Q r S    (12) 

Заметим, что формул (10) – (12) нет в более ранних 
статьях авторов [8, 9]. Из (10) следует утверждение, 
которое не было замечено ранее, что оптический 
вихрь с топологическим зарядом m = 2 (или m = –2) и 
линейной поляризацией ( = 0) также (как и вихрь с 
круговой поляризацией [8]) формирует на оптической 
оси в фокусе обратный поток энергии: 
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По величине обратный поток (13) на оптической 
оси точно равен обратному потоку, который форми-
руется при фокусировке оптического вихря с тополо-
гическим зарядом m = 2 и левой круговой поляриза-

цией [8]. Также он точно равен обратному потоку на 
оптической оси в плоскости фокуса для безвихревого 
поля с азимутальной поляризацией 2-го порядка [9]. 

1.2. Спин-орбитальная связь в фокусе 

Из (11) следует еще одно интересное следствие, 
тоже ранее не замеченное: в отсутствие оптического 
вихря (m = 0) в падающем световом поле с круговой 
поляризацией в плоскости фокуса будет иметь место 
циркуляция потока световой энергии вокруг оптиче-
ской оси (угловой поток энергии): 
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для правой S0+ и левой S0– круговой поляризации. 
Причём в центре фокусного пятна будет максимум 

интенсивности I и угловой поток будет равен нулю: 
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То, что поперечное вращение энергии в плоскости 
фокуса определяется только состоянием поляризации 
лазерного пучка, можно показать, используя величи-
ну плотности спина. Плотность спина электрического 
поля (без учёта спина магнитного поля) рассчитыва-
ется по известной формуле [27] 
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где w – циклическая частота света, Im – мнимая часть 
числа. В дальнейшем постоянную (1 / 8w) будем 
опускать. Поперечные составляющие вектора плот-
ности спина (16) в плоскости фокуса для оптического 
вихря с круговой поляризацией (4) равны: 



 


0, 1, 1 0, 1, 1

2 2
1, 1 2, 2 1, 1 2, 2

1, 1 2, 2 1, 1 2, 2

0, 1, 1 0, 1, 1

2 2
1, 1 2, 2 1, 1 2, 2

1, 1 2, 2

sin

) cos3

,

cos

) cos3

xE m m m m

m m m m

m m m m

yE m m m m

m m m m

m m

s I I I I

I I I I

I I I I

s I I I I

I I I I

I I

   

     

     

   

     

   

    

    

  

     

    

   1, 1 2, 2 .m mI I 

 (17) 

Из (17) следует более простое выражение для попе-
речных проекций вектора плотности спина для ис-
ходного оптического вихря с левой круговой поляри-
зацией ( = –1, + = 0, – = 1): 

 1, 1 0, 2, 2

( )sin ,

( ) cos ,

( ) .

xE

yE

m m m

s Q r

s Q r

Q r I I I





 

 
  

 

 (18) 

Из сравнения (11) и (18) видно, что поперечный 
вектор плотности спина в плоскости фокуса по вели-
чине равен потоку энергии и направлен в противопо-
ложенную сторону по отношению к направлению по-
тока энергии. Например, если для безвихревого поля 
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с левой круговой поляризацией угловой поток энер-
гии вращается по часовой стрелке (14), то поперечная 
плотность спина будет направлена против часовой 
стрелки (18): 

 1,1 0,0 2,2

( )sin ,

( ) cos ,

( ) .

xE

yE

s Q r

s Q r

Q r I I I





  
 

 

 (19) 

Заметим, что в [12] получен аналогичный резуль-
тат, но для параксиального случая. В параксиальном 
случае [12] также в плоскости фокуса поперечный 
вектор плотности спина для света с правой круговой 
поляризацией направлен по часовой стрелке. Но это 
неправильно, так как продольная компонента элек-
трического вектора для правой поляризации безвих-
ревого поля (m = 0) имеет топологический заряд +1 и 
фаза нарастает против часовой стрелки (5): 

 0 1,1 1, 12 .i i
zE e I e I  

        (20) 

Поэтому и поток энергии, и плотность спина в 
фокусе для правой поляризации должны вращаться в 
противоположенных направлениях, по отношению к 
вращению полей (14) и (19). Чтобы связать между со-
бой уравнения (14) и (19), мы используем результат 
работ [22, 28], согласно которому вектор Пойнтинга 
можно представить в виде: 

   

 

2 2

2

Im * Im *
8 8

Im * ,
16

orb sp

c c

w w
c

w

    
 

    


S E E E E

E E S S


 (21) 

где Sorb – орбитальный поток энергии и Ssp – спиновый 

поток энергии (плотность потока спина). Аналогичное 

(21) равенство можно записать для углового момента 

zJ  [10]: z z zEJ L s  , где zL – орбитальный угловой 

момент (ОУМ) и zEs  – спиновый угловой момент (или 

плотность спина). Из (14) следует, что 

 1,1 0,0 2,2zJ rS rI I I    ,  

а из (16) следует, что  

   1 2 2 2 2
1,1 2,2 1,1 0,0 2,2zEs k I I rI I I    . 

Поэтому ОУМ в фокусе для поля (4) с левой круговой 

поляризацией равен: 

 1 2 2
1,1 2,2zL k I I   . 

2. Моделирование 

Для простоты вычислений в моделировании 
считалось, что зонная пластинка (T() = cos–3/2, 
NA = 0,95) фокусирует плоскую волну B (, ) = 1. По-

сле прохождения такой волны от спиральной фазовой 
пластинки она преобразуется в оптический вихрь с 
B (, ) = exp{im }, где m – топологический заряд оп-
тического вихря.  

Для проверки решения, полученного с помощью 
интегралов Ричардса–Вольфа, производилось моде-
лирование фокусировки плоской волны с линейной 
поляризацией, умноженной на функцию пропускания 
зонной пластинки Френеля и функцию оптического 
вихря exp{im φ} методом FDTD, реализованным в 
программном обеспечении FullWave. Функция про-
пускания зонной пластинки рассчитывалась из сооб-
ражений, что её фокусное расстояние равно 532 нм, а 
фокусируемый свет имеет длину волны 532 нм 
(рис. 1). Шаг сетки вдоль всех координат считался 
равным  / 30. Размеры рассчитываемой области 
8,6 × 8,6 × 1,532 мкм. 

 
Рис. 1. Фаза бинарной зонной пластинки Френеля (0; π), 

размер 8×8 мкм 

2.1. Фокусировка линейно-поляризованного 
 оптического вихря с топологическим зарядом m = –2 

Рассмотрим фокусировку линейно-поляризован-
ного оптического вихря с топологическим зарядом 
m = –2. Для линейной поляризации функции поляриза-
ции напряженности электрического поля в уравнении 
(3) будут иметь вид a (, ) = 1 и b (, ) = 0, а для 
напряжённости магнитного поля – a (, ) = 0 и 
b (, ) = 1. Результаты моделирования с помощью 
формул Ричардса – Вольфа показаны на рис. 2, 3. 

 
Рис. 2. Распределение интенсивности в фокусе 

при фокусировке оптического вихря с топологическим 
зарядом m = –2 и линейной поляризацией 

 (направление вектора поляризации вдоль оси x) 
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а)  

б)  
Рис. 3. Распределение в фокусе продольной составляющей 
вектора Пойнтинга Sz при фокусировке оптического вихря 

с линейной поляризацией и топологическим зарядом  
m = –2 (а), сечение вдоль оси x (б) 

Для того чтобы удостовериться в корректности 
распределения, изображённого на рис. 3, проведём 
моделирование методом FDTD. Распределение Sz, по-
лученное с его помощью, изображено на рис. 4. 

а)  

б)  
Рис. 4. Распределение продольной составляющей вектора 
Пойнтинга Sz (а), его сечение и сечение интенсивности (б) 
при фокусировке линейно-поляризованного оптического 

вихря с топологическим зарядом m = –2,  
рассчитанные FDTD-методом 

Как и при моделировании по формулам Ричардса –
 Вольфа, моделирование FDTD-методом показывает 
наличие в центре фокусного пятна отрицательной 
продольной компоненты вектора Пойнтинга Sz. 

2.2. Моделирование спин-орбитального  
преобразования 

На рис. 5 FDTD-методом промоделирована острая 
фокусировка Гауссова пучка с левой круговой поля-
ризацией и стрелками показано направление попе-
речного вращения потока энергии в плоскости фоку-
са. Числовые параметры такие же, как на рис. 2–4. 

 
Рис. 5. На фоне распределения интенсивности в фокусе 

(негатив) стрелками показано распределение поперечной 
составляющей вектора Пойнтинга Sxex+Syey при 

фокусировке линейно-поляризованного Гауссова пучка, 
рассчитанное FDTD-методом. Длины стрелок 
пропорциональны величине вектора Sxex+Syey 

Из рис. 5 видно, что в плоскости фокуса поток 
энергии направлен по часовой стрелке. То есть спи-
новый момент исходного светового поля, который 
определяется круговой поляризацией, преобразуется 
в плоскости острого фокуса в орбитальный угловой 
момент (вращения потока энергии вокруг оптической 
оси). Поведение вектора Пойнтинга на рис. 5 согла-
суется с теоретическим предсказанием (12), (14) и 
(19). На самой оптической оси поперечный ОУМ ра-
вен нулю, а интенсивность света максимальная. 

Заключение 

В работе моделировалась фокусировка оптических 
вихрей с длиной волны  = 532 нм с линейной поля-
ризацией плоской дифракционной линзой с числовой 
апертурой NA = 0,95. Моделирование осуществлялось 
с помощью формул Ричардса – Вольфа и методом 
FDTD, реализованным в программном обеспечении 
FullWave. Было показано, что при фокусировке опти-
ческих вихрей с топологическими зарядами m = 2, –2 
и линейной поляризацией широкоапертурной ди-
фракционной линзой в фокусе на оптической оси 
имеют место отрицательные значения продольной 
компоненты вектора Пойнтинга (обратный поток 
энергии). Также показано (теоретически и численно), 
что при острой фокусировке безвихревого поля с осе-
вой симметрией (например, пучок Гаусса, пучок Бес-
селя – Гаусса нулевого порядка) и круговой поляриза-
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цией в фокальной плоскости формируется субволно-
вое фокусное пятно, вокруг которого поток энергии 
распространяется по спирали. Это объясняется пре-
образованием круговой поляризации (спиновый мо-
мент поля) в орбитальный угловой момент вблизи 
фокуса, хотя на самой оптической оси орбитальный 
угловой момент равен нулю. 

Получены поперечные проекции вектора плотно-
сти спина для оптического вихря с круговой поляри-
зацией, которые обобщают формулы для параксиаль-
ного случая, полученные в [12]. Из этих формул так-
же следует вращение в фокусе поперечного вектора 
плотности спина вокруг оптической оси (19). 
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Vortex energy flow in the tight focus of a non-vortex field  
with circular polarization 
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Abstract  

Using Richards-Wolf formulas, we show that an axisymmetric circularly polarized vortex-free 
field can be focused into a sharp subwavelength focal spot, around which there is a  region where 
the light energy flow propagates along a spiral. This effect can be explained by the conversion of 
the spin angular momentum of the circularly polarized field into the orbital angular momentum 
near the focus, although the on-axis orbital angular momentum remains zero. It is also shown that 
a linearly polarized optical vortex with topological charge 2  forms near the focal plane an on-axis 
reverse energy flow (defined by the negative longitudinal component of the Poynting vector) 
whose amplitude is comparable with the direct energy flow. 

Keywords: Richards-Wolf formulae, relation between spin angular momentum and orbital an-
gular momentum, reverse energy flow, linear polarization. 
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