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Аннотация 

Данная работа является развитием предыдущих публикаций авторов, в которых рас-
сматривалась задача восстановления изображений, получаемых при горизонтальном смазе. 
В данной работе построена математическая модель удаления смаза на изображениях, полу-
чаемых при вращении вокруг вертикальной оси камеры, оптическая ось которой направлена 
под углом к горизонту. В этом случае смаз на матрице камеры происходит не по горизон-
тальным прямым, а по некоторым дугам. Приводятся результаты численных экспериментов, 
подтверждающие хорошее качество восстановления изображений и высокую производи-
тельность алгоритма. 
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Введение 

В предлагаемой статье рассматривается задача 
восстановления смазанных изображений, получаемых 
при равномерном вращении камеры вокруг верти-
кальной оси, проходящей через оптический центр 
объектива. Камера делает снимки через равные про-
межутки времени. Предполагается, что оптическая 
ось камеры наклонена к плоскости горизонта под не-
которым постоянным углом. Снимки получаются 
смазанными, поскольку сделаны во время движения 
камеры. Эта работа является развитием предыдущих 
работ авторов [1 – 5]. 

Для многих приложений алгоритм решения задачи 
восстановления смазанного изображения должен 
быть достаточно быстрым, чтобы работать в режиме 
реального времени. Это означает, что время решения 
задачи должно быть не больше времени получения 
исходных данных (последовательности смазанных 
снимков). В [6] отмечено отставание прогресса в ско-
рости чтения данных от скорости вычислительных 
операций. На современных процессорах умножение 
чисел может быть более чем на порядок быстрее счи-
тывания аргументов этого умножения. Для восста-
новления снимков необходимо, чтобы соседние 
снимки имели хотя бы минимальное перекрытие. Та-
ким образом, снимков должно быть, с одной стороны, 

достаточно, с другой стороны, не очень много, чтобы 
компьютер успевал их обрабатывать. 

Рассматриваемую в статье задачу можно отнести к 
фильтрации. В научной литературе описано много 
цифровых фильтров, ориентированных на восстанов-
ление смазанных изображений, получаемых при дви-
жении камеры. Метод Люси–Ричардсона [7 – 9] вос-
станавливает смазанные изображения более общего 
происхождения, чем в данной работе, работает с мат-
рицей общего вида и требует CN 2 операций, где N – 
количество пикселей в строке изображения, констан-
та C пропорциональна количеству итераций, которое 
может иметь порядок нескольких десятков [8]. К 
близким работам можно отнести методы коррекции 
изображений в подвижных системах [10]. Известно 
много методов фильтрации шумов и размытости 
изображений, которые сводятся к решениям уравне-
ний или вычислениям операторов типа свёртки с 
компактным носителем (опорной областью, функци-
ей рассеяния точки) [11 – 13]. К таким же методам от-
носятся и итерационный алгоритм Ван Циттерта [14], 
фильтр Винера [15] и другие. Большой обзор филь-
тров представлен в [16]. Рассмотренные в [16] алго-
ритмы являются алгебраически эквивалентными 
стандартной реализации фильтра Калмана, но суще-
ственно превосходят его по вычислительным свой-
ствам. Быстрый алгоритм восстановления смазанного 
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изображения представлен в статье [17]. Поскольку в 
основе алгоритма данной работы лежит алгоритм 
устранения смаза из [1, 2], который превосходит по 
производительности алгоритм [17], предлагаемый ал-
горитм также обладает этим свойством. Следует от-
метить, что метод фильтра Винера неприменим к рас-
сматриваемой в данной статье задаче, поскольку этот 
метод предполагает (после преобразования Фурье) 
деление на символ исходного оператора свёртки, ко-
торый, как и в [2], может быть вырожден. 

Анализ зависимости качества восстановления 
изображения от параметров съёмки представлен в ра-
боте [1]. Так как в предлагаемом алгоритме задача 
восстановления сводится к матричным уравнениям, 
аналогичным уравнениям из [1], то полученные там 
результаты в полном объёме применимы и к нему. 

В работе [1] задача восстановления смазанных 
снимков сводилась к задаче восстановления смазан-
ной цилиндрической панорамы. В предлагаемой ра-
боте восстановление снимков сводится к восстанов-
лению смазанной сферической панорамы. 

В [18] приводится классификация панорам, ос-
новными классами которых являются цилиндриче-
ские, сферические и плоские. Сферические и цилин-
дрические могут быть как внешними, так и внутрен-
ними. В данной работе будут рассматриваться внут-
ренние сферические панорамы. Большинство публи-
каций о сферических панорамах ориентированы на 
визуальное рассматривание панорам [18 – 20]. 

Создание панорамы для компьютерного анализа 
рассмотрено в [21]. В этой работе представлена специ-
альная структура данных Spherepix как основа для обра-
ботки сферических панорам. Как и в работах, ориенти-
рованных на визуальное рассматривание, Spherepix 
строится как склейка нескольких снимков, сделанных 
фотокамерой в разных направлениях. В работе [21] 
сформулированы 3 условия, которым должна удовле-
творять структура данных для хранения сферической 
панорамы. В отличие от [21], в данной работе рассмат-
ривается не полная сферическая панорама, а панорама, 
соответствующая полосе сферы. Это позволяет в данной 
работе использовать двумерный массив для хранения 
таких панорамных изображений. 

Рассматриваемый в данной работе метод восста-
новления смазанного изображения приводит к задаче 
удаления смаза на полосе сферической панорамы. 
Для неё построена математическая модель и разрабо-
тан алгоритм решения. Программная реализация ал-
горитма показала высокую эффективность метода. 

Полученные в данной работе результаты могут 
быть использованы в робототехнике, в производстве 
беспилотных летательных аппаратов и других систем 
мониторинга пространства. 

1. Сведение задачи восстановления смазанных кадров 
(снимков) к восстановлению сферических панорам 

Перейдём к подробному описанию алгоритма вос-
становления. 

Итак, будем рассматривать цифровую фотокаме-
ру, вращающуюся вокруг вертикальной оси, прохо-
дящей через оптический центр объектива камеры, с 
равномерной скоростью. Оптическая ось камеры 
наклонена под некоторым фиксированным углом к 
горизонту. Во время выполнения полного оборота 
камера делает несколько снимков. Снимки получают-
ся смазанными из-за движения камеры. 

Воспользуемся простейшей моделью съёмки, 
изображённой на рис. 1. 

 
Рис. 1. Модель съёмки 

Здесь O – оптический центр объектива, R – рас-
стояние от матрицы камеры до оптического центра. 
Нам удобнее будет работать не с изображением A' 
объекта съёмки на матрице камеры, а с симметрич-
ным ему относительно O изображением A''. Т.е. мы 
будем считать, что снимаемый объект радиально про-
ектируется (относительно центра O) на плоскость, 
перпендикулярную оптической оси и расположенную 
между оптическим центром объектива и объектом 
съёмки на расстоянии R от точки O. При вращении 
камеры вокруг оси, проходящей через точку O, смаз 
на матрице камеры происходит не по прямым, а по 
кривым второго порядка. Это видно из рис. 2. 

 
Рис. 2. Линия пересечения конуса и плоскости  

является линией смаза 

Здесь мы считаем, что матрица камеры (на рисун-
ке – прямоугольник) неподвижна и касается сферы 
радиуса R. Произвольный луч с вершиной в центре 
сферы, вращаясь вокруг вертикальной оси, описывает 
конус. Линии смаза – это линии пересечения конуса и 
плоскости. 

Образ проекции сферической координатной сетки 
на касательную плоскость показан на рис. 3. 
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Рис. 3. Образ проекции сферической координатной сетки 

на касательную плоскость 

Смаз происходит по образам параллелей. В нашем 
случае – по кривым второго порядка. Заметим, что 
чем больше угол наклона оптической оси камеры к 
горизонту, тем больше кривизна линий смаза, но да-
же при нулевом угле наклона прямолинейным будет 
только смаз на горизонтали, проходящей через центр 
кадра. В то же время пересечение конуса со сферой 
является окружностью, и смаз на сфере будет прохо-
дить по параллелям на сфере. Таким образом, для 
удаления смаза целесообразно перенести изображе-
ние с касательной плоскости на сферу (см. рис. 4). 
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Здесь R – радиус сферы, (, ) – сферические коор-
динаты центра кадра. На самом кадре удобно взять де-
картову прямоугольную систему координат X', Y' с 
началом координат в центре кадра. Легко доказать, что 
приращения сферических координат (, ) точки M 
на сфере выражаются через декартовы координаты 
(x', y') точки M ' на кадре по следующим формулам. 
Заметим, что граница кадра при таком преобразова-
нии переходит в объединение дуг больших кругов на 
сфере. 

В дальнейшем нам понадобятся формулы, выра-
жающие декартовы координаты (x', y') точки M ' через 
приращения сферических координат (, ) точки M 
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Эти формулы также легко доказываются. 
Каждый смазанный кадр из серии, сделанной ка-

мерой за один оборот, с помощью формул (1) перене-
сём на сферу. Фактически мы «вслепую», только по 
известным углам кадров, составляем сферическую 
панораму (неполную). Пример одного из 10 смазан-
ных кадров приведён на рис. 5. 

 
Рис. 4. Сопоставление точек касательной плоскости 

и точек сферы 

  
Рис. 5. Пример одного из 10 смазанных кадров 

Пример получившейся сферической панорамы 
приведён на рис. 6. Для удобства просмотра сфериче-
ская панорама развернута на прямоугольник. 

 
Рис. 6. Изображение полосы смазанной сферической панорамы 
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Верхняя и нижняя границы панорамы не являются 
прямыми. Изображение на панораме смазано. Верх-
няя и нижняя граница панорамы получаются волно-
образными. Так как смаз на сфере происходит по па-
раллелям, то однозначно могут быть восстановлены 
только те из параллелей, которые целиком лежат в 
панораме. Т.е. узкие полоски, покрывающие волно-
образные границы, не восстановимы. Пример пере-
крытия кадров и восстанавливаемая полоса показаны 
на рис. 7. На этом рисунке показан вид сверху. Вос-
становлению подлежит только область между двумя 
концентрическими окружностями. 

Между концентрическими окружностями заклю-
чена та часть снимков, которая может быть одно-
значно восстановлена. 

 
Рис. 7. Пример перекрытия кадров 

 
Рис. 8. Полоса восстановленной сферической панорамы 

Алгоритм восстановления полосы смазанной сфе-
рической панорамы будет описан ниже. Пример вос-
становленной панорамы приведён на рис. 8. 

На этом рисунке, как и на рис. 6, показана полоса 
сферической панорамы, развёрнутая на прямоуголь-
ник. На этом рисунке хорошо видны две узкие полос-
ки вверху и внизу панорамы, где изображение не вос-
становлено. 

2. Восстановление смазанной  
сферической панорамы 

Рассмотрим сферу радиуса R. Введём на ней сетку 
из 2M параллелей и N меридиан. Узлы сетки будут 
иметь следующие сферические координаты (i, j), где 

2
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Пусть на сфере задано некоторое изображение. 
Т.е. каждому узлу сетки сопоставлено некоторое чис-
ло xij – яркость соответствующего пикселя. Таким об-
разом, изображение задаётся матрицей X размеров 
N×(2M + 1). В данной работе мы рассматриваем изоб-
ражения в градациях серого цвета. Цветные изобра-
жения задаются тремя матрицами. Работа с ними не 
отличается от рассматриваемой в этой статье. Исход-
ное изображение равномерно смажем поворотом сфе-
ры вокруг вертикальной оси на угол . Для простоты, 

чтобы смаз был целочисленным, будем считать, что 
 = 2(k – 1) /N, где k – натуральное число. Общий случай 
не принципиально отличается от рассматриваемого. 
Пусть смазанное изображение задаётся матрицей Y. То-
гда её элементы будут вычисляться по формулам 
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где i = 1, 2, ..., N, j = 0, ±1, ±2, ..., ±M,  – сложение по 
модулю N. Уравнения смаза (3) можно записать в 
матричном виде 

A X kY  , (4) 

где A – циклическая матрица размеров N×N вида 
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В каждой строке и каждом столбце матрицы (5) 
содержится ровно k единиц. Для восстановления 
изображения достаточно решить матричное уравне-
ние (4). Это уравнение подробно исследуется в рабо-
тах [1 – 5]. Там предложен эффективный алгоритм для 
его решения. Очевидно, что предложенный алгоритм 
можно применять и к полосе сферической панорамы, 
заключённой между двумя параллелями. 

3. Описание алгоритма 

Исходной информацией для алгоритма является 
серия смазанных снимков и параметры съёмки (угло-
вая скорость вращения камеры, угол наклона оптиче-
ской оси камеры к плоскости горизонта, промежутки 
времени, через которые делаются снимки, выдержка, 
расстояние от оптического центра объектива до мат-
рицы камеры). Алгоритм делится на два этапа. 

1. Первый этап. Перенос изображений со смазан-
ных снимков на сферу. Осуществляется с помощью 
формул (1). При этом надо учитывать, что узлы де-
картовой решётки на снимке не переходят в узлы 
сферической решётки. Следовательно, необходимо 
использовать интерполяцию. Практические вычисле-
ния показали, что билинейная интерполяция и даже 
интерполяция по ближайшей точке дают удовлетво-
рительный результат. После этого на сфере выделяет-
ся полоса, полностью покрытая снимками. В резуль-
тате на первом этапе мы получаем полосу смазанной 
сферической панорамы. 

2. Второй этап. Удаление смаза на полосе сфери-
ческой панорамы с помощью алгоритма, разработан-
ного в работах [2 – 3]. В результате получается полоса 
несмазанной сферической панорамы. 

Используя формулы (2), легко перенести изобра-
жение со сферы на любую касательную плоскость. 
Т.е. получить снимок, аналогичный сделанному не-
подвижной камерой. Пример такого снимка приведён 
на рис. 9. 

4. Численные эксперименты:  
тестирование производительности 

Для определения эффективности разработанного ал-
горитма была написана программа, которая запускалась 
на компьютере со следующими характеристиками: 

Процессор: Intel® Core™ i3-3227U @ 1,90 Гц. 
Память: 2 модуля PSD34G16002S: DDR3 2×4 ГБ, 

частота 1600 МГц. 
При замерах времени рассматривались только те 

части алгоритма, в которых велась работа с цветовы-
ми массивами, и не учитывались части, открывающие 
файлы и заполняющие эти массивы. 

Программа разработана на языке C++ и собира-
лась компилятором GCC. Тесты проводились для 
значения флага оптимизации –Ofast. 

 Создание полосы сферической панорамы – 
4,65 секунды. 

 Удаление смаза – 0,9 секунды. 
 Создание несмазанных кадров – 4,77 секунды. 
В численном эксперименте рассматривалась пано-

рама размером 2100×700. Таким образом, предлагае-
мый алгоритм тратит 

2100×700 / (4,65+0,9+4,77) = 0,000007 с / пиксель.  

Для сравнения: в численном эксперименте алгоритма 
работы [1] изображение размером 5500×3500 пиксе-
лей восстанавливалось за 1,4 секунды, что составляет 
0,0000007 с/пиксель. Таким образом, приведённая в 
данной работе более общая модель удаления смаза на 
изображении при вращающейся под углом к горизон-
ту камере требует на порядок больше вычислений. 

 
Рис. 9. Снимок после удаления смаза 

Следует отметить, что приведённая в данной ра-
боте математическая модель смазанного изображения 
(на сферической панораме) для случая вращения ка-
меры под углом 0 градусов более точна, чем рассмот-
ренная в [1, 2] модель (на цилиндрической панораме) 
для горизонтально вращающейся камеры. Это связа-
но с тем, что в этом случае верхние и нижние пиксели 
кадров оказываются под углом к горизонтальной 
плоскости и находятся на большем расстоянии, чем 
пиксели, лежащие в горизонтальной плоскости. Не-
которые оценки погрешностей вычислений для алго-
ритма удаления смаза проводились в предыдущих ра-
ботах авторов [1, 2]. 

В представленном алгоритме применялась самая 
грубая интерполяция – по ближайшей точке. По-
грешность такой интерполяции не превосходит мак-
симальной погрешности, возникающей при оцифров-
ке, в четырёх соседних точках. Качество представ-
ленных рисунков, восстановленных в численных экс-
периментах, подтверждают данные рассуждения. 

5. Дальнейшие исследования 

Предложенный в работе метод вблизи полюсов 
даёт большую погрешность из-за больших отличий 
декартовой и сферической сеток. Вблизи полюсов 
требуется модификация алгоритма. Предполагается 
обобщить работу на случай смазов на дробное число 
пикселей. 
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Заключение 

В данной работе решается задача восстановления 
серии смазанных снимков. Разработан алгоритм пе-
реноса этих снимков на сферу с последующим удале-
нием смаза на сферической панораме. Вторая часть 
алгоритма использует результаты работ [2, 3]. Разра-
ботанная программная реализация и проведённые 
численные эксперименты демонстрируют эффектив-
ность построенного алгоритма. 
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An algorithm for the restoration of blurred image obtained 
 with a rotating camera tilted to the horizon 
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Abstract 

This work is a continuation of the authors’ previous  publications, in which the restoration of 
images obtained with a horizontally rotating camera was considered. In this paper, a mathematical 
model is constructed for reconstructing blurred images obtained with a camera rotating in the hori-
zontal plane and having its optical axis tilted at an angle to the horizon. The method of image res-
toration involves constructing a strip of spherical panorama from the original images. Results of 
numerical experiments that confirm the good quality of the presented image recovery method and 
the high performance of the developed algorithm are presented. 
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