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Аннотация 

Топологический заряд параксиального оптического вихря при распространении в сво-
бодном пространстве в общем случае не сохраняется, в отличие от орбитального углового 
момента, который сохраняется. В работе на примере Гауссова пучка с дробным топологи-
ческим зарядом в начальной плоскости показано численно, как меняется топологический 
заряд при распространении. Имеется четыре сценария эволюции оптического вихря с 
начальным дробным топологическим зарядом, в зависимости от близости дробного топо-
логического заряда к целому чётному или нечётному числу. Для простых оптических 
вихрей (моды Лагерра–Гаусса или Бесселя–Гаусса) топологический заряд сохраняется и 
при распространении, и при слабом фазовом искажении. Экспериментально показано, что 
целый топологический заряд оптического вихря сохраняется при рассеянии на фазовом 
случайном экране вплоть до величины случайного искажения разности хода на половину 
длины волны. Поэтому при слабой турбулентности имеет смысл измерять топологиче-
ский заряд, так как он меняется дискретно, а орбитальный угловой момент пучка, кото-
рый меняется непрерывно. 
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Введение 

Основными характеристиками лазерных вихревых 
пучков [1] являются топологический заряд (ТЗ) и ор-
битальный угловой момент (ОУМ). Топологический 
заряд оптического вихря (ОВ) формально определён 
Берри в [2], а ОУМ был введён в оптику в [3]. Если 
полный ОУМ параксиального светового поля сохра-
няется при распространении в свободном простран-
стве, то ТЗ сохраняется не всегда. Топологический 
заряд сохраняется при распространении, если ампли-
туду начального светового поля можно описать в 
факторизованном виде E(r,) = A(r) exp (in), где A(r) – 
составляющая амплитуды, зависящая только от ради-
альной переменной r,  – азимутальный угол, n – це-
лое число, топологический заряд ОВ. Примерами та-
ких световых полей являются хорошо известные пуч-
ки Бесселя–Гаусса и Лагерра–Гаусса. Примеры несо-
хранения ТЗ при распространении ОВ можно найти в 
работах [4 – 9]. В [4] рассмотрена простая суперпози-
ция Гауссова пучка и моды Лагерра–Гаусса (ЛГ) с 

номером (0, n), причём радиусы перетяжки у Гауссо-
вых пучков разные. Из-за разной расходимости в 
комбинированном пучке при распространении в про-
странстве изменяется ТЗ. Если в начальной плоскости 
радиус перетяжки Гауссова пучка больше радиуса 
перетяжки моды ЛГ, то ТЗ комбинированного пучка 
сначала равен нулю. По мере распространения радиу-
сы обоих пучков выравниваются, и после этой плос-
кости радиус моды ЛГ становится больше, чем ради-
ус Гауссова пучка. С этого места ТЗ комбинирован-
ного пучка становится равен n. В [2] теоретически, а в 
[5, 6] экспериментально показано, что Гауссов пучок 
с начальным дробным ТЗ при распространении в 
ближней зоне имеет целый ТЗ, равный целому числу, 
ближайшему к дробному числу. То есть если началь-
ный дробный ТЗ равен  = n +  ( < 1/2), то ТЗ пучка 
равен n. Если начальный ТЗ равен  = n +  
(1/2 <  < 1), то ТЗ пучка равен n + 1. Но оказалось, что 
при дальнейшем распространении таких пучков их ТЗ 
претерпевает и другие изменения, ранее не извест-
ные. Так, в [7] численно и экспериментально показа-
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но, что в зоне Френеля ТЗ Гауссова оптического вихря 
с начальным дробным ТЗ равен целому числу на едини-
цу большему, чем ближайшее целое число к начальному 
дробному ТЗ. То есть если начальный дробный ТЗ равен 
 = n +  (0,1 <  < 1), то ТЗ пучка равен n + 1. Хотя в [7] 
есть неточности. Начальный пучок задан в виде 
 r 

 exp (–r 2/w 2 + i), и его Френель-образ должен быть 
пропорционален функции Куммера, зависящей от числа 
. Но в [7] нет функции Куммера. Аналогичное иссле-
дование провели авторы работы [8]. В [8] действительно 
ТЗ измеряется в Фурье-плоскости (в фокусе сфериче-
ской линзы) и получены результаты, отличные от ре-
зультатов работы [7]. В [8] показано, что ТЗ Гауссова 
оптического вихря exp (–r 2/w 2 + i) с дробным началь-
ным ТЗ  = (2k + 1) +  (0,1 <  < 1) в дальней зоне ра-
вен 2k + 1. А если начальный дробный ТЗ равен 
 = 2k +  (0,1 <  < 1), то в дальней зоне равен ТЗ так-
же 2k + 1. Эти исследования показали, во-первых, что 
ТЗ не всегда сохраняется при распространении, а во-
вторых, что чётные и нечётные ТЗ по-разному ведут 
себя при распространении. Это следует из того, что 
какой бы дробный начальный ТЗ не был (близкий к 
чётному целому или близкий к нечётному целому), в 
дальней зоне ТЗ будет всегда целым нечётным чис-
лом. 

Заметим, что измерять ТЗ можно с помощью тре-
угольной диафрагмы [10, 11] или цилиндрической 
линзы [12]. 

Заметим также, что оптический вихрь может 
находиться на периферии распределения интенсивно-
сти лазерного пучка, там, где интенсивность очень 
мала. Обнаружить экспериментально такой ОВ за-
труднительно, если вообще возможно. Но при расчёте 
по формуле, которая определяет ТЗ, такой ОВ учиты-
вается, и величина ТЗ зависит от этого вихря. В чис-
ленном эксперименте результат расчёта величины ТЗ 
зависит от радиуса окружности, по которой сумми-
руют градиент фазы светового поля. Поэтому пра-
вильного результата расчёта ТЗ следует ожидать, ко-
гда согласуются все три составляющие: расчёт по 
формуле [2], расчёт по модельным картинам фазы 
поля и экспериментальное определение ТЗ [10 – 12]. 

В данной работе мы теоретически и численно рас-
сматриваем эволюцию Гауссова ОВ с начальным 
дробным ТЗ и фактически объединяем результаты 
работ [2], [7] и [8]. Мы показали, что имеется всего 4 
возможных варианта эволюции ОВ с начальным 
дробным ТЗ. Мы показали, что в [2, 5, 6] измеряли ТЗ 
в ближней зоне, в работе [7] – в зоне Френеля и в 
[8] – в дальней зоне. 

Как правило, при распространении ОВ в атмосфере 
в присутствии турбулентности для идентификации ОВ 
измеряют ОУМ [13, 14]. Но из-за малых «дрожаний» 
всего пучка и его составных частей ОУМ непрерывно 
изменяется. Хотя при слабой турбулентности он изме-
няется слабо, а при сильной – сильно. Если измерять 
ТЗ, то он может изменяться только дискретно, остава-

ясь целым. Поэтому при слабой турбулентности ТЗ 
вообще не должен изменяться. Мы показали с помо-
щью дифракции ОВ на случайном фазовом экране, что 
ТЗ остаётся неизменным вплоть до существенных ис-
кажений величины случайной фазы экрана. 

1. Теория 

Топологический заряд рассчитывается с помощью 
формулы, предложенной Берри [2]: 
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Амплитуда Гауссова пучка с начальным дробным 
топологическим зарядом имеет вид [2]: 
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Амплитуда поля (2) в зоне Френеля выражается 
через разность модифицированных функций Бесселя 
[15]: 
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где x = (z0 /z)2( /w)2/(2q), q = 1 – i (z0 /z), Iν (x) – модифи-
цированная функция Бесселя. 

В «ближней зоне» z << z0 параметры в (3) прини-
мают вид: x = ik2/(2z), q = – i (z0 /z). И так как модифи-
цированная функция Бесселя и обычная связаны из-
вестным соотношением 

( ) ( )I ix i J x
  , (4) 

то получаем в ближней зоне [2, 15]: 
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где y = k2/(2z). В пределе при  → ∞, используя 
асимптотику функций Бесселя 
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получим: 
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Выражение (7) совпадает с (2) при w → ∞. Подста-
вив (7) в (1), получим формулу для расчёта ТЗ в 
«ближней зоне»: 
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Расчёт по формуле (8) приводит к известной сту-
пенчатой функции для ТЗ со скачками при  = n + 1/2 
(рис. 1). На рис. 1 показана зависимость TЗ Гауссова 
пучка с начальным вихрем с дробным ТЗ (2) в 
«ближней зоне» (z << z0), рассчитанного по формуле 
(8) для –7 ≤  ≤ 7 с шагом 0,05, от величины начально-
го дробного ТЗ . 

 
Рис. 1. TЗ Гауссова пучка с начальным дробным ТЗ, 

рассчитанный по формуле (8) 

Как видно на рис. 1, скачки TЗ имеют место при 
полуцелых значениях, когда  = n + 0,5, т.е. как опи-
сано в [2]. 

Рассчитаем далее ТЗ поля с начальным дробным 
ТЗ (2) в зоне Френеля. Для этого воспользуемся 
асимптотикой для модифицированной функции Бес-
селя при больших значениях аргумента: 

   

   

1 1

2 2

2 2

~

1 1 1 1
~ 1 1

8 82

.
2 2

n nI I

n ne

ne

 





  

               
          


 

 (9) 

Тогда получим с учётом асимптотики (9) вместо 
(3) следующее выражение: 
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Подставив (10) в формулу для расчёта топологи-
ческого заряда (1), получим: 
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Рис. 2 показывает TЗ Гауссова пучка с начальным 
дробным ТЗ (2), рассчитанный в зоне дифракции 
Френеля по формуле (11) для 5 ≤  ≤ 10 с шагом 0,05. 

 
Рис. 2. TЗ Гауссова пучка с начальным дробным ТЗ (2)  

в зоне дифракции Френеля, рассчитанный по формуле (11) 

Из рис. 2 видно, что скачки TC находятся вблизи 
каждого целого числа, когда  ≈ n + 0,1, как описано в 
[7]. Но в [7] утверждали, что такая зависимость для 
ТЗ имеет место в зоне дифракции Фраунгофера, а не 
Френеля. Но в [8] также, как в [7], исследовали ТЗ в 
дальней зоне (зоне дифракции Фраунгофера или в 
фокусе сферической Фурье-линзы) и получили дру-
гой результат. 

В дальней зоне дифракции (в фокусе Фурье-
линзы) амплитуда поля примет вид: 
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где аргумент у функций Бесселя становится действи-
тельной величиной x = (z0 /f )2( /w)2/ 2, f – фокусное 
расстояние линзы, формирующей дальнюю зону в 
плоскости фокуса. Расчёт ТЗ по формуле (12) и по 
формуле (1) приводит к ступенчатой функции, пока-
занной на рис. 3. На рис. 3 показан TЗ Гауссова пучка с 
начальным дробным ТЗ (2) в дальней зоне дифракции, 
рассчитанный по формулам (12) и (1) для –5 ≤  ≤ 5 
с шагом 0,05. 

Согласно рис. 3, скачки между соседними целочис-
ленными значениями TЗ происходят при чётных цело-
численных значениях, как описано в [8]. Из рис. 3 вид-
но, что если начальный ТЗ целый  = n, то он таким же 
останется в дальней зоне. Но слабые отклонения 
начального ТЗ от целого приводят к разным послед-
ствиям, в зависимости от того, чётное или нечётное это 
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целое число. Слабые отклонения начального ТЗ от не-
чётного целого числа не изменяют ТЗ в дальней зоне: он 
остается целым нечётным числом. Слабые отклонения 
начального ТЗ от целого чётного числа скачком изме-
няют ТЗ такого оптического вихря в дальней зоне. Если 
начальный ТЗ немного меньше чётного целого числа 
2m, то в дальней зоне ТЗ будет равен 2m – 1. А если 
начальный ТЗ будет немного больше чётного числа 2m, 
то в дальней зоне ТЗ будет равен 2m + 1. Авторы пока не 
могут объяснить, почему происходит именно так. 

 
Рис. 3. TЗ Гауссова пучка с начальным дробным ТЗ (2) 

в Фурье-плоскости, рассчитанный по формулам (12) и (1) 

Из рис. 1–3 следует интересная эволюция светового 
поля с начальным дробным ТЗ (2). Из рис. 3 видно, что в 
дальней зоне любое начальное дробное поле приводит 
только к нечётным ТЗ. Чётные ТЗ в дальней зоне можно 
сформировать, только если начальное поле будет иметь 
целый чётный ТЗ. Действительно, пусть в начальной 
плоскости ТЗ равен  = 3,3. Тогда в «ближней зоне» 
сформируется ОВ с TC = 3 (рис. 1), далее в зоне Френеля 
произойдёт рождение нового вихря с ТЗ +1, и ТЗ пучка 
станет равен TC = 4 (рис. 2). А в дальней зоне произой-
дёт рождение другого вихря с ТЗ –1, и ТЗ пучка опять 
станет TC = 3 (рис. 3), как в «ближней зоне». 

Иная эволюция у поля с начальным дробным ТЗ, 
близким к чётному целому числу, например,  = 4,3. В 
«ближней зоне» у такого пучка ТЗ равен TC = 4 
(рис. 1), в зоне Френеля он равен TC = 5 (рис. 2), и в 
дальней зоне ТЗ остаётся равным TC = 5 (рис. 3). 

Есть ещё два сценария эволюции поля с началь-
ным дробным ТЗ, которые видны из табл. 1. В этой 
таблице приведены все 4 возможных сценария эво-
люции начального дробного вихря. Если простое 
начальное поле имеет целый ТЗ, то он сохраняется 
при распространении. Но если имеется линейная 
комбинация двух полей с разной расходимостью, то 
начальный целый ТЗ будет меняться [4]. В Приложе-
нии А приведён расчёт ТЗ комбинации двух оптиче-
ских вихрей, обобщающий результат работы [4]. 

2. Моделирование 

Для подтверждения расчётов величины ТЗ по 
формулам (8), (11) и (12) в разных зонах дифракции 
Гауссова пучка с начальным дробным ТЗ было про-
ведено моделирование. Распределения интенсивности 
и фазы в «ближней зоне» и зоне Френеля были полу-
чены BPM-методом (программа BeamProp фирмы 

RSoft) при следующих параметрах: длина волны: 
 = 532 нм, радиус перетяжки Гауссова пучка w0

 = 5 
(длина Рэлея в этом случае равна zR

 ~ 25), полураз-
мер расчётной области: R = 50, поперечный шаг дис-
кретизации: x = y = /32, продольный шаг дискрети-
зации: z = /16. А распределения интенсивности и 
фазы в дальней зоне были получены с помощью пре-
образования Фурье, выполненного сферической лин-
зой с фокусным расстоянием f = 100 мм для Гауссова 
пучка с радиусом перетяжки w0

 = 0,5 мм, но с тем же 
начальным ТЗ. Начальный ТЗ был равен  = 3,3 (тип 
эволюции соответствует четвёртой строке табл. 1). 
Расчёт в ближней зоне был на расстоянии z = 3, а в 
зоне Френеля – на расстоянии z = 50. 

Табл. 1. Сценарии изменения ТЗ при распространении 
Гауссова пучка с начальным дробным ТЗ exp(–r2/w2)+i 

(p – произвольное целое число, 0<ε<1/2) 

Начальный ТЗ 
z = 0 

ТЗ в ближ-
ней зоне 

z << z0 

ТЗ в зоне 
Френеля 

z ≈ z0 

ТЗ в даль-
ней зоне 

z >> z0 
 = 2p +  2p 2p + 1 2p + 1 
 = 2p – , 2p 2p 2p – 1 
 = (2p + 1) +  2p + 1 2p + 2 2p + 1 
 = (2p + 1) –  2p + 1 2k + 1  2p + 1 

На рис. 4 показаны распределения интенсивности 
(a, в, д) и фазы (б, г, е) Гауссова пучка с дробным оп-
тическим вихрем порядка  = 3,3 в «ближней зоне» 
(z = 3) (a,б), в зоне Френеля (z = 50) (в, г) и в даль-
ней зоне (в Фурье-плоскости сферической линзы с 
фокусным расстоянием f = 100 мм) (д, е). Стрелками 
на распределениях фазы показаны оптические вихри 
(центры сингулярностей) плюс первого порядка, а 
пунктирной стрелкой (на рис. 4е) показан оптический 
вихрь минус первого порядка. 

Рис. 4 подтверждает результаты расчёта по получен-
ным формулам (8), (11) и (12), которые отражены на 
рис. 1–3 соответственно. И подтверждает эволюцию 
ОВ, описанную в строке 4 табл. 1. Действительно, на 
рис. 4б видно, что, хотя в начальной плоскости (z = 0) ТЗ 
был равен  = 3,3, сразу же за начальной плоскостью (на 
расстоянии всего 3) у ОВ есть только 3 точки сингу-
лярности (ТЗ равен 3). Хотя какие-то возмущения фазы 
с правой стороны на рис. 4б присутствуют, но разгля-
деть ещё точки сингулярности не удаётся. На рис. 4г на 
расстоянии 50 (длина Рэлея примерно 75) видно, что 
появилась четвертая точка сингулярности (это показы-
вает сбой полос повыше трёх исходных точек сингуляр-
ности). Топологический заряд теперь равен 4. При даль-
нейшем распространении (в фокусе сферической лин-
зы), как показано на рис. 4е снизу, появляется ещё точка 
сингулярности, но с обратным знаком (–1). И полный 
ТЗ пучка опять стал равен начальному 3. 

3. Эксперимент 

Этот параграф посвящён изучению устойчивости 
ТЗ оптического вихря к фазовым искажениям. В 
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нашем эксперименте мы исследуем сохранение целого 
ТЗ при случайных фазовых искажениях вихревого ла-
зерного пучка. Для измерения TЗ мы используем ци-
линдрическую линзу [12]. Гауссов пучок с диаметром 
перетяжки w = 1,1 мм освещает пространственный мо-
дулятор света (SLM), на котором записана вихревая 
фаза m с m = 5. Каждый пиксель SLM искажается до-
бавлением числа 2 к его фазе m. Величина  явля-
ется случайным числом в интервале [0, 1]. На рис. 5 

показаны искажённые фазы начального светового по-
ля, записанные на SLM (левый столбец), распределе-
ния интенсивности (600 × 600 мкм), измеренные в фо-
кальной плоскости сферической линзы с фокусным 
расстоянием f = 150 мм (центральный столбец), и рас-
пределения интенсивности (1900 × 1900 мкм), изме-
ренные на двойном фокусном расстоянии от цилин-
дрической линзы с фокусным расстоянием f = 100 мм 
(правый столбец) для разных фазовых искажений . 

а)  б)  в)  г)  д)  е)  
Рис. 4. Распределения интенсивности (a, в, д) и фазы (б, г, е) Гауссова пучка с начальным дробным ТЗ μ = 3,3  
в ближней зоне (a, б), в зоне Френеля (в, г) и в дальней зоне (д, е). Стрелками на распределениях фазы показаны  

оптические вихри плюс первого порядка, а пунктирной стрелкой (е) показан оптический вихрь минус первого порядка.  
Для фазы чёрный цвет – это ноль, а белый цвет – 2π 

а) б) в) г) д) е) 

ж) з) и) к) л) м) 

н) о) п) р) с) т) 
Рис. 5. Искажённые фазы (a, г, ж, к, н, p), распределения интенсивности (600 × 600 мкм) в фокальной плоскости 

сферической линзы с фокусным расстоянием f = 150 мм (б, д, з , л, о, с) и распределения интенсивности (1900 × 1900 мкм) 
на двойном фокусном расстоянии от цилиндрической линзы с фокусным расстоянием f = 100 мм (в, е, и, м, п, т) для разной 

степени искажения: α = 0 (а, б, в), α = 0,2 (г, д, е), α = 0,4 (ж, з, и), α = 0,6 (к, л, м), α = 0,8 (н, о, п), α = 1,0 (р, с, т) 

Согласно рис. 5 при  = 0,6 (то есть фаза искажается 
случайным значением в интервале [0; 1,2]) всё ещё 
чётко видны 6 пиков на диагонали под углом –45° (или 
5 тёмных полос, или 5 нулей интенсивности), что 
означает, что TЗ оптических вихрей равен 5. Однако 
при  ≥ 0,8 TЗ не может быть обнаружен (рис. 5). То 
есть ТЗ оптического вихря остаётся целым числом, 
равным 5, вплоть до величины случайного искажения 
начальной фазы ОВ, примерно равной половине дли-
ны волны ( / 2). 

Заключение 

В работе теоретически показано, что Гауссов пу-
чок, в который внедрён оптический вихрь с началь-
ным дробным ТЗ, при распространении не сохраняет 

начальный ТЗ. Топологический заряд Гауссова пучка 
с начальным дробным ТЗ в разных зонах дифракции 
(«ближней зоне» (z << z0), зоне Френеля (z ≈ z0) и 
дальней зоне (z >> z0)) может быть разный. Это под-
тверждено численным моделированием с помощью 
программы BeamProp (в ближней зоне и зоне ди-
фракции Френеля) и с помощью преобразования 
Фурье (в дальней зоне). Описаны 4 типа эволюции 
Гауссова пучка с начальным дробным ТЗ. Один из 
них, например, такой. Если в начальной плоскости ТЗ 
равен 3,3, то в «ближней зоне» ТЗ равен 3, в зоне 
Френеля 4, а в зоне Фраунгофера (в фокусе сфериче-
ской линзы) опять 3. Таким образом, в этом типе эво-
люции в зоне Френеля появляется ТЗ +1, а затем в 
дальней зоне появляется ещё ТЗ –1, который компен-
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сирует ТЗ +1. Но «рождаться» в ходе распростране-
ния дополнительные ОВ могут не только в случае 
начального дробного заряда, но и в случае комбини-
рованного пучка, состоящего из линейной комбина-
ции двух мод Лагерра–Гаусса с номерами (0, n) и 
(0, m) и разными радиусами перетяжек Гауссовых 
пучков. В этом случае могут «рождаться» сразу не-
сколько ОВ |n – m|. Уничтожение ОВ происходит в 
том смысле, что «рождаются» ещё |n – m| ОВ, но с об-
ратными по знаку ТЗ. Экспериментально показано, 
что при слабых случайных фазовых искажениях ОВ 
(величина задержки фазы меньше ) ТЗ сохраняется. 
Поэтому для идентификации ОВ в системах беспро-
водной связи можно использовать измерение ТЗ (наря-
ду с измерением ОУМ). 

У читателя может возникнуть вопрос: откуда бе-
рутся дополнительные ОВ в зоне Френеля и Фраун-
гофера (см. табл. 1)? Ответ может быть таким. 
Начальное световое поле с дробным ТЗ содержит 
весь спектр угловых гармоник и «несёт» в себе эти 
дополнительные ОВ. Доказательством могут служить 
два хорошо известных случая. Если в начальной 
плоскости имеется пучок Эрмита–Гаусса с номером 
(0, n), прошедший через цилиндрическую линзу, по-
вернутую в начальной плоскости на угол в 45° к де-
картовым осям, то ТЗ такого пучка в начальной плос-
кости равен нулю. Но на расстоянии, равном двойному 
фокусному расстоянию цилиндрической линзы, фор-
мируется вихревой пучок Лагерра–Гаусса (ЛГ) с номе-
ром (0, n) [16]. Это означает, что «родился» оптический 
вихрь с ТЗ n. Другой пример. Пусть в начальной плос-
кости имеется суперпозиция Гауссова пучка с радиу-
сом перетяжки w1 и оптический вихрь ЛГ с номером 
(0, n) и радиусом перетяжки w2. И пусть w1(0) < w2(0), 
тогда [4] в начальной плоскости и далее до расстояния  
z1 ТЗ такого комбинированного пучка будет равен n. 
Но при z > z1, когда w1(z) > w2(z), ТЗ пучка изменится и 
станет равен нулю. Это означает, что «родились» n 
оптических вихрей с ТЗ –1, которые «скомпенсирова-
ли» n оптических вихрей с ТЗ +1, которые были в 
начальной плоскости.  
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Приложение А 

Ниже мы приведём два примера комбинирован-
ных ОВ, у которых при распространении ТЗ не со-
храняется. В [4] на примере комбинированного пуч-
ка показано, что ТЗ такого пучка при распростране-
нии не сохраняется. Но прямого вычисления ТЗ по 
формуле (1) в [4] нет. Поэтому ниже мы обобщим 
результат [4] и рассчитаем ТЗ суммы двух мод ЛГ с 
разными радиусами перетяжек с помощью прямого 
вычисления по формуле (1). Амплитуда поля ком-
бинированного пучка, состоящего из двух мод Ла-

герра–Гаусса (0, n) и (0, m) c разными радиусами пе-
ретяжек, задаётся в виде 
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где w1(z) = w10[1 + (z/z10)2]1/2 и w2(z) = w20[1 + (z/z20)2]1/2 – 
радиусы перетяжек двух Гауссовых пучков в (А1), a и 
b – функции только от z, n и m – целые топологиче-
ские заряды ОВ. Подставив (А1) в (1), получим: 
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В (А2) интеграл вычислялся так. Пусть w10 > w20, 
тогда w1(z) > w2(z) при z < kw10w20 / 2 и в показателе экс-
поненты под интегралом в (А2) положительное число. 
Поэтому в пределе r → ∞ в числителе и знаменателе 
под интегралом в (А2) экспоненты стремятся к беско-
нечности быстрее, чем степень. Поэтому вторыми сла-
гаемыми в числителе и знаменателе можно прене-
бречь. А оставшиеся первые слагаемые взаимно со-
кращаются, и остаётся только n. Поэтому ТЗ равен n. 
Но при z > kw10w20 / 2 радиус первой моды ЛГ становит-
ся меньше, чем радиус второй моды ЛГ w1(z) < w2(z), и 
показатель экспоненты в интеграле (А2) будет отрица-
тельным числом. Поэтому в пределе r → ∞ под инте-
гралом в (А2) первые слагаемые в числителе и знаме-
нателе стремятся к нулю. Остаются только вторые сла-
гаемые, которые взаимно сокращаются, и остаётся в 
числителе m. Поэтому ТЗ будет равен m. 

И, наоборот, если w10 < w20, то при z < kw10w20 / 2 ТЗ 
будет равен m, а при z > kw10w20 / 2 ТЗ будет равен n. 
Таким образом, при распространении пучка (А1) на 
некотором расстоянии рождаются (или уничтожают-
ся) |n – m| оптических вихрей с ТЗ +1. 

Аналогично можно вычислить ТЗ для комбиниро-

ванного пучка, у которого вместо моды ЛГ (0, n) вы-

бран Гауссов вихрь [14]. У такого пучка ТЗ тоже мо-

жет не сохраняться. В начальной плоскости такой ком-

бинированный пучок имеет следующую амплитуду: 
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Преобразование Френеля для второго слагаемого 
в (А3) известно [14] (каждое слагаемое в (3)), тогда на 
расстоянии z вместо (А3) получим: 
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где x = (z0 /z)2( /w2)2/(2q), q = 1 – i (z0 /z), 2
0 2 / 2z kw . С учё-

том асимптотики (9) при r → ∞, вместо (А4) получим: 
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тогда ТЗ по формуле (1) будет равен: 
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где 
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2

n
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A z
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. 

Так как экспонента в знаменателе стремится к ну-
лю при r → ∞ быстрее, чем обратный квадрат ради-
альной переменной, то в пределе в (А5) в знаменателе 
останется только второе слагаемое, которое сократит-
ся с таким же выражением в числителе. ТЗ (А5) будет 
равен n в поле, а в начальной плоскости (z = 0) ТЗ по-
ля (А3) будет равен либо нулю, либо n, в зависимости 
от соотношения радиусов перетяжки: 
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Birth of optical vortices in propagating fields 
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Abstract 

In contrast to the orbital angular momentum (OAM), which is conserved on free space propa-
gation, the topological charge (TC) of a paraxial optical vortex (OV) is not conserved in the gen-
eral case. Here, we investigate a Gaussian beam with a fractional TC in the original plane and 
demonstrate both theoretically and numerically how the TC changes in the course of propagation. 
Depending on the proximity of the topological charge to an even or odd integer number, an optical 
vortex with the original fractional TC is shown to behave in a number of different ways. For sim-
ple OVs (Laguerre-Gaussian or Bessel-Gaussian modes), TC is conserved both in propagation and 
after weak phase distortions. An experiment shows that when scattered by a random phase screen, 
the integer TC of an OV is conserved right up to a random phase variation of π. Therefore, in the 
case of weak turbulences, it is expedient to measure a discretely varying TC instead of a continu-
ously varying OAM. 

Keywords: optical vortex, fractional topological charge, near-field diffraction, Fresnel diffrac-
tion, far-field diffraction. 
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