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Аннотация 

В статье рассматривается задача расчета преломляющего элемента с двумя поверхно-
стями, формирующего плоский фронт и заданное распределение освещенности. Формули-
руется метод согласованных квадрик для расчета данного оптического элемента, и показы-
вается, что данный метод совпадает с градиентным методом для некоторого функционала, 
связанного с задачей перемещения масс Монжа–Канторовича. Это дает возможность адап-
тивного выбора шага в методе согласованных квадрик. В конце статьи приводится расчет-
ный пример.  
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Введение 

Задача расчета преломляющей или отражающей 
оптической поверхности из условия формирования 
заданного распределения освещенности в некоторой 
области относится к классу обратных задач неизоб-
ражающей оптики и является крайне сложной. В при-
ближении геометрической оптики данная задача сво-
дится к решению нелинейного дифференциального 
уравнения (НДУ) эллиптического типа. Решение это-
го НДУ является сложной теоретической и вычисли-
тельной задачей.  

Одним из подходов к данной задаче является ме-
тод согласованных квадрик [1 – 3]. Он состоит в сле-
дующем. Требуемое распределение освещенности 
приближается распределением, сосредоточенным в 
конечном числе точек некоторой сетки. Оптический 
элемент представляется в виде кусочно-гладкой по-
верхности, состоящей из фрагментов оптических 
элементов, каждый из которых фокусирует распреде-
ление освещенности в одну точку. В зависимости от 
задачи эти поверхности могут быть параболоидами 
вращения, эллипсоидами, гиперболоидами или более 
сложными поверхностями (например, [3]). Далее па-
раметры фрагментов подбираются итерационно в за-
висимости от того, насколько отличается количество 
энергии, приходящее в каждую точку, от требуемого 
количества.  

Мы описываем метод согласованных квадрик для 
задачи расчета оптического элемента из двух прелом-
ляющих поверхностей, формирующих световой пу-
чок с плоским волновым фронтом и заданным рас-
пределением освещенности. Далее мы пользуемся 

формулировкой данной задачи как задачи перемеще-
ния масс Монжа–Канторовича [4], чтобы описать ме-
тод согласованных квадрик как градиентный спуск 
функционала, связанного с функционалом Лагранжа 
для задачи перемещения масс.  

В статьях [1 – 3] в качестве критерия качества ис-
пользуется среднеквадратичное отклонение, которое 
в процессе работы алгоритма меняется нетривиаль-
ным образом. Результат данной статьи позволяет ис-
пользовать другой критерий качества, который в про-
цессе работы алгоритма согласованных квадрик из-
меняется монотонно (до тех пор пока значение шага 
метода не станет слишком большим). Это позволяет 
адаптивно выбирать шаг, что может ускорять сходи-
мость алгоритма. Хотя в статье рассматривается за-
дача расчета преломляющего элемента, формирую-
щего изображение с плоским фронтом, результаты 
могут быть легко распространены на любую задачу 
неизображающей оптики, которая может быть пере-
формулирована как задача перемещения масс Мон-
жа–Канторовича.  

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное пространство E3 с коор-
динатами (x1, x2, z). Пусть в области G плоскости z = 0 
задана функция I(x), определяющая распределение 
интенсивности коллимированного светового пучка, 
распространяющегося в направлении k = (0, 0, 1). Гео-
метрия задачи приведена на рис. 1.  

Зададим оптический элемент с двумя поверхно-
стями свободной формы. Пусть первая преломляю-
щая поверхность R1 задается функцией u1(x), 
x = (x1, x2)G. Тогда  
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1 1{( ( )) }R x u x x G      

Зафиксируем некоторую плоскость z = l, декартовы 
координаты на этой плоскости будем обозначать (y1, y2). 
Вторая преломляющая поверхность R2 будет задаваться 
с помощью функции u2(y) следующим образом  

3
2 2{( ) ( )}R y z E z l u y        

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

Мы предполагаем, что показатель преломления 
среды при z  u1(x) равен n0, при u1

 (x)  z  l – u2
 (x) по-

казатель преломления равен n1, при l – u2
 (x)  z  пока-

затель преломления снова равен n0.  
Луч, выходящий из точки x  G, преломляясь на 

двух поверхностях R1, R2, попадает в некоторую точ-
ку y области D в плоскости z = l. Таким образом, 
определяется лучевое отображение  : G  D. Отоб-
ражение  формирует в плоскости z = l распределение 
освещенности, задаваемое функцией L(x), которая 
определяется условием сохранения светового потока:  

1( )

( ) ( )
B B

I x dx L y dy


    

где B  D – произвольное борелевское подмножество.  
Задача, которую мы рассматриваем, в классиче-

ской постановке формулируется следующим образом. 
Пусть задано распределение интенсивности источни-
ка I(x), x  G, и требуемое распределение освещенно-
сти L(x) в области D плоскости z = l. Требуется найти 
такие дифференцируемые функции (u1( x ), u2

 ( y )), 
чтобы выполнялись два условия:  

1) Сформированное распределение освещенности 
имеет плоский фронт, параллельный плоскости z = l.  

2) Отображение  : G  D взаимно однозначно и 
удовлетворяет условию сохранения светового потока:  

1( )

( ) ( )
B B

I x dx L y dy


    (1) 

где B  D — произвольное борелевское подмноже-
ство.  

Лемма 1. Условие сохранения энергии для отоб-
ражения  : G  D равносильно любому из условий:  

1) I(x) = L((x))J(x), а J (x) – якобиан отображения 
, вычисленный в точке x;  

2) для любой непрерывной на D функции h вы-
полнено  

( ) ( ) ( ( )) ( )
D G

h y L y dy h x I x dx     

Proof. Доказано в [5, lemma 4.11] или [6, VI.1.1].   

В силу леммы 1.1 классическое решение данной 
проблемы – это решение дифференциального уравне-
ния Монжа–Ампера для функции отображения  спе-
циального вида. Мы сформулируем понятие слабого 
решения для данной задачи, не предполагающее 
гладкости рефракторов.  

2. Функция стоимости 

Пусть луч из точки x плоскости z = 0, преломляясь 
на двух поверхностях R1, R2, приходит в точку y 
плоскости z = l. Длина оптического пути F между 
этими точками не зависит от x и y. Число F является 
параметром оптического элемента, который требует-
ся выбрать. Он неявно связан с толщиной оптическо-
го элемента (чем больше F, тем толще оптический 
элемент). При слишком маленьком параметре F, 
например, при F  l решения рассматриваемой задачи 
не существует. Итак, вычисляя длину оптического 
пути, получим соотношение  

2 2
0 1 1 1 2

0 2

( ) ( ( ) ( ))

( )

n u x n y x l u x u y

n u y F

     

  

 
 (2) 

Обозначим  

1 2( ) ( ) ( )K x y u x u y     

Тогда соотношение (2) является уравнением на 
K (x, y):  

2 2
0 1( ) ( ( ))n K x y n y x l K x y F          (3) 

Решая уравнение (2) относительно K, получим  

2
1 0 1

2 2 2 2
1 0 1 0

2 2 2 2
0 1 0

( )

( ) ( )

n l n F n
K x y

n n n n

F n l n n y x
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В [7] показано, что оптическому элементу соот-
ветствует только решение  

2
1 0 1

2 2 2 2
1 0 1 0

2 2 2 2
0 1 0

( )

( ) ( )

n l n F n
K x y

n n n n

F n l n n y x


   

   

      
 

Итак, имеет место следующая теорема.  
Теорема 1.  Если система из преломляющих по-

верхностей (u1(x), u2(y)) отображает луч, выходящий 
из точки x в точку y, то выполнено соотношение  

1 2( ) ( ) ( )u x u y K x y     где  

2
1 0 1

2 2 2 2
1 0 1 0

2 2 2 2
0 1 0

( )

( ) ( )

n l n F n
K x y

n n n n

F n l n n y x


   

   

      
 

 
Нам понадобится представление дифференцируе-

мых рефракторов R1, R2 в виде огибающих семейств 
поверхностей специального вида. Пусть лучевое со-
ответствие  : G  D переводит точку x  G в точку 
y  D. Для x  G луч, приходящий в точку (x, u1(x)) 
преломляющей поверхности R1, далее приходит в 
точку (y, l – u2

 (y)) второй поверхности. Тогда поверх-
ность R1 может быть представлена в виде огибающей 
семейства поверхностей Ry, фокусирующих лучи в 
точки (y, l – u2

 (y)) второй поверхности R2.  
Уравнение рефрактора Ry, фокусирующего в точку 

(y, l – u2
 (y)), нетрудно получить, записав условие ра-

венства оптического пути из точки плоскости z = 0 до 
точки (y, l – u2

 (y)) величине L – u2
 (y). Заметим, что в 

теореме 1 проведено вычисление именно этого опти-
ческого пути. В результате функция 1 ( )yu x , задающая 
рефрактор Ry, удовлетворяет уравнению:  

21 ( ) ( ) ( )yu x u y K x y     то есть  

21 ( ) ( ) ( )yu x K x y u y     

Итак, функция u1(x) удовлетворяет уравнениям 
огибающей семейства поверхностей 1 ( )yu x , то есть 
выполнено:  

1 2

2

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] 0 1 2.
i

u x K x y u y

K x y u y i
y

   

      

 (4) 

Второй рефрактор R2 аналогично можно рассмат-
ривать как огибающую семейства поверхностей, фо-
кусирующих при обратном распространении все лучи 
в одной точке (x, u1(x)).  

2 1

1

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] 0 1 2.
i

u y K x y u x

K x y u x i
x

   

      

 

Мы будем рассматривать частный случай огиба-
ющей (4), когда второе условие соответствует не про-
сто некоторой экстремальной точке, а глобальному 
минимуму. В этом случае соотношения примут вид  

1 2( ) min( ( ) ( ))
y D

u x K x y u y


     (5) 

Лемма 1. Пусть для системы рефракторов (u1, u2), 
индуцирующих взаимно однозначное лучевое соот-
ветствие, имеет место представление (5). Тогда для 
функции u2 выполнено  

2 1( ) min( ( ) ( ))
x G

u y K x y u x


     

Proof. Из (5) сразу следует, что  

1 2( ) ( ) ( )u x K x y u y x G y D         

Значит, выполнено  

2 1( ) ( ) ( )u y K x y u x x G y D         

Отсюда, переходя к минимуму по x, получаем не-
равенство  

2 1( ) min( ( ) ( ))
x G

u y K x y u x


     
Предположим теперь, что существует y0

  D, для 
которого  

2 0 0 1( ) min( ( ) ( ))
x G

u y K x y u x


     

Значит,  

2 0 0 1( ) ( ) ( )u y K x y u x x G       

или  

1 2 0 0( ) ( ) ( )u x u y K x y x G       

Последнее равенство означает, что ни для какой 
точки x  G оптический путь до y0 не совпадает с 
K (x, y0), то есть никакая точка не отображается в y0, 
что противоречит биективности     

3. Слабое решение и метод  
согласованных квадрик 

Мы сформулируем понятие слабого решения, не 
требующее дифференцируемости функций 
(u1(x), u2(y)). Это понятие, в частности, определяет, 
что мы будем понимать под решением в случае дис-
кретного распределения освещенности, задаваемого 
не непрерывной функцией L, а набором точек {y  D} 
с заданным в каждой из них световым потоком Ly. В 
этом случае функция u2 является дискретным набо-
ром значений, а u1 является кусочно-гладкой.  

Определение 1.  K-выпуклой парой (u1(x), u2(y)) 
будем называть пару непрерывных функций u1

 ( x ) на 
G, u2

 ( y ) на D таких, что  

1 2( ) min( ( ) ( ))
y D

u x K x y u y


     

2 1( ) min( ( ) ( ))
x G

u y K x y u x
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Лемма 1. Пусть (u1(x), u2(y)) – K-выпуклая пара. 
Тогда функции u1, u2 липшицевы.  

Proof. Аналогично доказательству [8, lemma 3.2].  
По теореме Радемахера [6, XI.4.2] липшицева функ-

ция является почти всюду дифференцируемой. Поэто-
му, если (u1(x), u2(y)) – K-выпуклая пара, то u1(x) и u2(y) 
почти всюду дифференцируемы. Значит, они определя-
ют почти всюду дифференцируемые преломляющие 
поверхности. Поэтому определено (почти всюду) луче-
вое соответствие  : G  D, как отображение преломле-
ния на двух поверхностях R1, R2 (см. раздел 1).  

Лемма 2.  Пусть (u1(x), u2(y)) – K-выпуклая пара, 
 : G  D — лучевое соответствие, определенное по-
чти всюду. Тогда минимум в формуле  

1 2( ) min( ( ) ( ))
y D

u x K x y u y


    

достигается в точке y = (x) (там, где отображение  
определено). Аналогично для функции u2(y).  

Proof. Пусть x0
  G – точка, в которой лучевое со-

ответствие  определено, y0 – точка, в которой дости-
гается минимум. Тогда в точке x0 функция u1(x) каса-
ется функции K (x, y0) – u2(y0), которая соответствует 
поверхности, фокусирующей весь световой пучок в 
точке ( y0, l – u2( y0)). А значит, (x0) = y0.   

Поскольку, как уже было отмечено, функции u1(x), 
u2(y) почти всюду дифференцируемы, многозначное 
отображение  

1 2( ) { ( ) ( ) ( )}x y D u x u y K x y        

почти всюду однозначно. Следовательно, можно го-
ворить о том, удовлетворяет ли оно условию сохра-
нения энергии или нет. Многозначное отображение  
для K-выпуклой пары можно записать также следу-
ющим образом  

2( ) arg min( ( ) ( ))
y D

x K x y u y


      (6) 

Определение 2.  Слабым решением называется K-
выпуклая пара функций (u1(x), u2( y))C (G) × C (D), 
для которой обобщенное отображение преломления  

2( ) arg min( ( ) ( ))
y D

x K x y u y


     

удовлетворяет условию сохранения энергии:  
для любого борелевского B  D вполнено 

1 ( )

( ) ( )
B B

L y dy I x dx


    (7) 

Замечание 1.  Описанное понятие слабого реше-
ния 2 имеет смысл в случае, когда требуемое распре-
деление освещенности L (y) является дискретным, то 
есть имеет вид  

y y
y D

L


 ,  

где y – дельта-функция, сосредоточенная в точке y. 
Но в этом случае функция u2 задана на дискретном 
множестве D, а поверхность R2 представляет собой 
дискретный набор точек. «Преломление» на системе 
понимается в данном случае в смысле обобщенного 
отображения преломления (6).  

Мы опишем геометрически метод расчета пре-
ломляющих поверхностей поверхностей R1, R2, явля-
ющийся аналогом метода согласованных квадрик, 
описанного в статьях [1 – 3] для других задач неизоб-
ражающей оптики. Он позволяет приблизиться к сла-
бому решению в случае, когда формируемое распре-
деление освещенности дискретно. В дальнейшем мы 
докажем, что данный метод является градиентным, а 
потому сходится при достаточно малом шаге.  

Пусть формируемое распределение освещенности 
представлено дискретным распределением  

1
i

k

i y
i

L


 ,  

yi
  D. Тогда функцию u2(y), как уже было отмечено в 

замечании 1, заменяет набор из k чисел u2i, где 1i k  . 
Их мы будем варьировать в процессе работы алго-
ритма. Рефрактор R1 представляет собой кусочно-
гладкую поверхность, состоящую из фрагментов, фо-
кусирующих исходящий световой пучок в точки 
(yi, l – u2i). Более точно, из определения слабого реше-
ния функция u1(x), задающая поверхность R1 предста-
вима в виде  

1 2( ) min( ( ) )i i
i

u x K x y u     (8) 

Теперь для фиксированных значений u2i, 1i k  , 
можно вычислить дискретное распределение, форми-
руемое парой (u1, u2). В точку u2i фокусируется свето-
вой поток с области C ( yi)  G, которая определяется 
следующим условием  

2 2( ) { ( ) ( ) 1 }i i i j jC y x G K x y u K x y u j k             

Соответственно, световой поток, фокусирующий-
ся в точку u2i, можно вычислить как интеграл  

( )

( )
iC y

I x dx  

Нетрудно понять, что при увеличении u2i (при 
условии сохранения остальных u2i для j  i) область 
C ( yi) увеличивается, соответственно, увеличивается 
световой поток.  

Нам известно, что требуемый световой поток в 
точке u2i равен Li. Соответственно, если  

( )

( )
i

i

C y

L I x dx   

требуется увеличить u2i и уменьшить в противном 
случае. Метод согласованных квадрик предполагает 
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вычисление следующего приближения 1
2
nu   для вто-

рой поверхности по предыдущему 2
nu  таким образом  

1
2 2

( )

( ( ) ) 1
i

n n
i i i

C y

u u L I x dx i k          (9) 

где  — шаг алгоритма, выбираемый отдельно.  
В дальнейшем мы покажем, что метод согласован-

ных квадрик является градиентным спуском некоторого 
функционала, связанного с задачей перемещения масс.  

4. Задача перемещения масс 

Задача о нахождении слабого решения оказывается 
эквивалентна задаче перемещения масс Монжа–
Канторовича. Данная теорема аналогична классическим 
результатам [5, 8, 9], также схожий результат для функ-
ции эйконала используется для расчета оптического 
элемента, формирующего изображение в ближней зоне. 
Переформулировка рассматриваемой задачи в виде за-
дачи перемещения масс была получена в статье [4].  

Точная формулировка приведена в следующей тео-
реме. Мы приводим ее, поскольку доказательство явля-
ется отправной точкой для дальнейшего рассуждения.  

Теорема 1.   
Рассмотрим функционал  

( ) ( ( )) ( )
G

F T K x T x I x dx    (10) 

заданный на пространстве отображений T: GD, удо-
влетворяющих условию сохранения светового потока  

( ) ( ( )) ( )TI x L T x J x    (11) 

Пусть отображение  является точкой минимума 
данного функционала. Тогда данное отображение 
является лучевым соответствием для пары рефрак-
торов R1, R2.  

Proof. Рассмотрим функционал Лагранжа для рас-
сматриваемой вариационной задачи. Возьмем непре-
рывную на D функцию , и пусть  

( ) [ ( ( )) ( ) ( )( ( ( ))

( ) ( ))]
G

T

G T K x T x I x x L T x

J x I x dx

     

  


 (12) 

Так как  – произвольная функция, в силу биек-
тивности T, вместо нее можно записать  (T (x)), где 
 – произвольная непрерывная функция на G. Функ-
ционал G мы переобозначим через  

( ) [ ( ( )) ( ) ( ( ))( ( ( ))

( ) ( ))]
G

T

H T K x T x I x T x L T x

J x I x dx

     

  


 

Разбивая на два интеграла и делая замену, получим  

( ) [ ( ( )) ( ( ))] ( )

( ) ( )

G

D

H T K x T x T x I x dx

L y y dy

     

  




 (13) 

Минимум функционала (10) при ограничениях 
(11) соответствует некоторой критической точке 
функционала (12). Вариация функционала G легко 
вычисляется. Условие H = 0, как нетрудно понять из 
формулы (13), равносильно условию сохранения све-
тового потока. Условие равенства нулю вариации по 
T T H = 0, равносильно  

( )[ ( ) ( )] 0 1 2y T x
i

K x y y i
y




        


 (14) 

Как нетрудно увидеть, это в точности условие 
огибающей (4), то есть отображение T задается си-
стемой рефракторов, и функция  определяет поверх-
ность второго рефрактора.    

5. Модификация функционала Лагранжа  
и градиентный метод 

В доказательстве теоремы 1 мы видели, что если 
(T, ) является критической точкой функционала Ла-
гранжа H (T, ), то отображение T : G  D удовлетво-
ряет уравнению Монжа–Ампера и задается системой 
рефракторов (u1, u2), при этом  совпадает с u2. То 
есть в критической точке отображение T : G  D 
определяется функцией  условием (14), а именно  

0

0 0

0

( )

[ ( ) ( )] 0 1 2y y
i

T x y

K x y y i
y





 

         

 (15) 

Аналогично тому, как мы ограничивались рас-
смотрением огибающих специального вида (5), мы 
будем рассматривать критические точки специально-
го вида, а именно: те, для которых второе соотноше-
ние не просто определяет критическую точку, а точку 
глобального минимума. В этом случае отображение T 
можно записать аналогично тому, как описывалось 
лучевое соответствие ранее (6):  

( ) arg min( ( ) ( ))
y D

T x K x y y


      

В результате мы можем ограничиться рассмотре-
нием функционала  

( ) [ ( ( )) ( ( ))] ( )

( ) ( )

G

D

H K x T x T x I x dx

L y y dy

      

  




 (16) 

Рассмотрим теперь дискретизацию этого функци-
онала. До этого мы рассматривали только биективные 
отображения из G в D. В описанной постановке зада-
чи это являлось разумным, поскольку для распреде-
лений освещенности, задаваемых обычными функци-
ями, искомое лучевое соответствие является именно 
таким. Но для вычислений мы будем аппроксимиро-
вать непрерывное распределение интенсивности L(y) 
дискретным распределением  
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y y
y D

L


 . 

В этом случае функционал (16) сохраняет смысл, 
D – конечное множество точек. Тогда функция  
определяется набором чисел y, y  D. Отображение 
T  в этом случае является отображением области G в 
дискретное множество точек.  

Определение 1. Для фиксированного набора чи-
сел y, y  D, обобщенными клетками Вороного будем 
называть области C ( y)  G, y  D, определяемые 
следующим условием. Точка x  G лежит в клетке 
C ( y0) тогда и только тогда, когда  

00( ) ( )y yK x y K x y y D           

Замечание 1. Клетка C ( y) совпадает с прообразом 
(T ) –1(y). Соответственно, разбиение на обобщенные 
клетки Вороного – это разбиение G на прообразы то-
чек y  D при отображении T . Поэтому разбиение об-
ласти G на клетки Вороного для разных весов можно 
воспринимать как комбинаторно-геометрический спо-
соб перебирать отображения вида T .  

Теперь функционал H( ) становится функцией 
на Rk:  

( )

( ) [ ( ) ] ( )y y y
y D y DC y

h K x y I x dx L
 

          (17) 

где  – набор весов обобщенных клеток Вороного.  
Аналогичный функционал для случая, когда функ-

ция стоимости K является квадратичной, используется 
для расчета оптического элемента в параксиальном 
приближении в статье [10], связь этого функционала с 
задачей перемещения масс с квадратичной функцией 
стоимости была освещена в статьях [11, 12].  

Предложение 1.  Функция h ( ) является вогнутой.  
Proof. Доказательство аналогично доказательству 

соответствующего утверждения для квадратичной 
стоимости [12]. Достаточно показать вогнутость пер-
вого слагаемого, которое обозначим  

( )

( ) [ ( ) ] ( )

[ ( ( )) ( ( ))] ( )

y
y D C y

G

K x y I x dx

K x T x T x I x dx



 

      

    

 


 

Для произвольного отображения T : G  D  и лю-
бого xC  ( y) выполнено  

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))K x y y K x T x T x         

значит, для любого xG верно  

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))K x T x T x K x T x T x          

Интегрируя по I(x)dx, получим соотношение 

( ) ( )T       

где  

( ) [ ( ( )) ( ( ))] ( )T

G

K x T x T x I x dx        

Поскольку для T = T  величины  ( ) и T
 ( ) 

совпадают, мы можем записать  

( ) inf ( )T
T

       

Функции T
 ( ) являются линейными по , а зна-

чит, вогнутыми. Нетрудно показать, что инфимум во-
гнутых функций является вогнутой функцией. Соот-
ветственно, функция  является вогнутой, следова-
тельно, h является вогнутой, как сумма двух вогну-
тых.    

В силу вогнутости функции h она имеет не более 
одного экстремума, который может быть только ее 
глобальным максимумом. Вопрос существования это-
го максимума остается при этом нетривиальным, мы 
не будем его касаться.  

Далее мы собираемся использовать градиентный 
метод для поиска максимума функции h. В следую-
щей теореме вычисляется градиент функции h( ).  

Теорема 1. Частная производная функции h( ) по 
переменной y имеет вид  

( )

( )y
y C y

h
L I x dx




  

   

Proof. Для доказательства достаточно вычислить 
производную функции , введенной ранее в доказа-
тельстве утверждения (1):  

( )

( ) [ ( ) ] ( )y
y D C y

K x y I x dx


         

Для удобства введем обозначение  

( ) min( ( ) )y
y D

M x K x y


       

Тогда, пользуясь определением клеток Вороного, 
можно записать  

( )

( ) [ ( ) ] ( )

( ) ( )

y
y D C y

G

K x y I x dx

M x I x dx



      

  

 


 

Пусть y – вектор (0,, 0, , 0,, 0), имеющий 
ненулевую компоненту только на y-м месте. Рассмот-
рим разность  

( ) ( )

( ( ) ( )) ( )

y

y

G

M x M x I x dx

      

        

Предположим для определенности, что  < 0 (для 
 > 0 можно провести аналогичное рассуждение, но об-
ласти разбиения будут несколько другие). Тогда клетка 
Вороного C  ( y), вес которой мы варьируем, уменьша-
ется. Значит, имеется цепочка из двух вложений  
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( ) ( )yC y C y G     

Разобьем последний интеграл на три, продолжив 
равенство:  

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ( ) ( )) ( )

( ( ) ( )) ( )

( ( ) ( )) ( )

y

y

y

y

C y

y

C y C y

y

G C y

M x M x I x dx

M x M x I x dx

M x M x I x dx







      

      

      

      










 

Рассмотрим отдельно каждый интеграл, начиная с 
первого. Так как ( ) ( )yC y C y  , оба минимума до-
стигаются в точке y:  

( ) ( ) ( )y yM x K x y           
( ) ( ) yM x K x y       

Тогда мы получаем  

( )

( )

( ( ) ( )) ( )

( )

y

y

y

C y

C y

M x M x I x dx

I x dx





     

   




 

Для второго интеграла мы уже не можем сказать, в 
какой точке достигаются оба минимума. Тем не менее, 
для любой точки ( ) ( )yx C y C y   взвешенное 
расстояние 

( ) yK x y    до произвольной точки y D  
либо не изменилось, либо изменилось на ||. Соответ-
ственно, минимум этих расстояний изменился не бо-
лее, чем на ||. То есть с учетом знаков можно записать  

0 ( ) ( )yM x M x         

В результате для второго интеграла получаем 
оценку  

( ) ( )

( ) ( )

0 ( ( )

( )) ( ) ( )

y

y

y

C y C y

C y C y

M x

M x I x dx I x dx





    

     








 

Заметим, что при   0 разность C(y) / C+y(y) 
стремится к пустому множеству, а значит, и интеграл 

( ) ( )

( )
yC y C y

I x dx




 

также стремится к нулю. То есть мы установили, что  

0
( ) ( )

1
lim ( ( ) ( )) ( ) 0

y

y

C y C y

M x M x I x dx




 
      
  




 

Третий интеграл равен нулю, поскольку оба ми-
нимума достигаются в других клетках, а там значение 
функций под знаком минимума одинаково.  

Теперь легко вычислим производную:  

0
( )

( ) ( )
lim ( )y

y C y

I x dx




     
   

    

  
Зная градиент функции h ( ), можем искать мак-

симум, пользуясь градиентным методом. Более точно, 
следующее приближение n + 1 вычисляется по 
предыдущему n следующим образом:  

1

( )

( ( ) )
n

n n
y y y

C y

L I x dx


        (18) 

где  — шаг градиентного метода. В качестве крите-
рия качества имеет смысл рассматривать функцию 
h ( ). К сожалению, предсказать значение h ( ) в точ-
ке максимума невозможно, тем не менее, разумно 
уменьшать шаг градиентного метода, когда значение 
h ( ) перестает увеличиваться при операции (18).  

Поскольку функция , как мы видели в доказа-
тельстве теоремы 1, является поверхностью второго 
рефрактора, алгоритм градиентного спуска в точно-
сти совпадает с методом согласованных квадрик, 
описанным ранее (9).  

6. Расчетный пример 

Рассмотрим расчет оптического элемента, преоб-
разующего пучок с круглым сечением и равномер-
ным распределением  

 2 2 2
1 2 1 22

1
( ) ( )I x x G x x x x R

R
       


 (19) 

в плоский пучок с распределением в виде квадрата. 
Более точно, формируемое распределение определя-
ется формулой  

2

1
( )L y y D

w
     (20) 

где D = {(x1, x2) | max |{| x1
 |, | x2

 |}  w}, i = 1,2 – два 
квадрат со стороной w. Расчет проводился по следу-
ющим параметрам: расстояние l = 10 мм; оптическая 
длина пути F = 11 мм; радиус падающего луча 
R = 1 мм; размер формируемого квадрата w = 1 мм; 
индексы преломления материала оптического эле-
мента и окружающей среды n1

 = 1,5 и n0
 = 1.  

Для вычисления оптического элемента требуемое 
распределение освещенности L ( y) было аппрокси-
мировано дискретным распределением, определен-
ным на квадратной сетке из N = 1002 точек. Для вы-
числения второй поверхности (то есть значений u2, i, 
i = 1,, N) используется метод согласованных квад-
рик (формула 9), описанный в параграфе 5. После 
вычисления значений u2, i, i = 1,, N вторая поверх-
ность аппроксимируется, используя метод наимень-
ших квадратов, двумерным B-сплайном. После вы-
числения второй поверхности первая поверхность 
восстанавливается с помощью соотношения (8). Для 
расчета приведенного примера проделано 20000 
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итераций (9). Время работы на персональном ком-
пьютере (Intel Core i9-7940X CPU) 4,5 минуты, вос-

становление поверхностей рефрактора заняло около 
3 минут.  

 
Рис. 2. Формирование плоского пучка с распределением освещенности в виде квадрата 

Полученные поверхности показаны на рис. 1а. На 
рис. 1б – г приведены нормализованные распределе-
ния освещенности, сформированные оптическим 
элементом в плоскостях z = l = 10 мм, z = 20 мм и 
z = 30 мм соответственно.  

Представленные результаты моделирования де-
монстрируют формирование прямоугольной рамки с 
необходимыми размерами и практически равномер-
ной освещенностью. Нормализованные среднеквад-
ратичные отклонения полученных распределений 
освещенности от равномерного составляют 7 %, 10 % 
и 15 % при z = 10 мм, z = 20 мм и z = 30 мм соответ-
ственно. Отметим, что размеры квадрата на разных 
расстояниях от оптического элемента остаются неиз-
менными, поэтому волновой фронт генерируемого 
выходного луча является плоским.  
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ства совпадения с градиентным методом для соответ-
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Abstract  

We consider the problem of calculating a refractive element with two surfaces, forming a flat 
front and a given distribution of illumination. The supporting quadrics method is formulated for 
calculating a given optical element and it is shown that this method coincides with the gradient 
method for some functional related to the problem of the Monge-Kantorovich mass transfer prob-
lem. This enables adaptive selection of the step in the supporting quadric method. At the end of the 
article a design example is given .  
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transfer problem.  
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