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Аннотация 

Предлагается новая методика проверки гипотезы о независимости многомерных случай-
ных величин. Рассматриваемая методика основывается на использовании непараметриче-
ского алгоритма распознавания образов, соответствующего критерию максимального прав-
доподобия. В отличие от традиционной постановки задачи распознавания образов априори 
отсутствует обучающая выборка. Исходная информация представляется статистическими 
данными, которые составляют значения многомерной случайной величины. Законы распре-
деления случайных величин в классах оцениваются по исходным статистическим данным 
для условий их зависимости и независимости. При выборе оптимальных коэффициентов 
размытости непараметрических оценок плотностей вероятностей ядерного типа в качестве 
критерия используется минимум их среднеквадратических отклонений. Вычисляются оцен-
ки вероятности ошибки распознавания образов в классах. По минимальному значению оце-
нок вероятностей ошибок распознавания образов принимается решение о независимости 
либо зависимости случайных величин. Разработанная методика используется при анализе 
спектральных данных дистанционного зондирования. 
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Введение 

Сведения о зависимости либо независимости слу-
чайных величин являются необходимым условием 
синтеза эффективных алгоритмов обработки инфор-
мации и принятия решений. В работе [1] исследованы 
свойства непараметрической оценки плотности веро-
ятности типа Розенблатта–Парзена независимых слу-
чайных величин. Установлено, что наличие априор-
ных сведений о независимости случайных величин 
позволяет повысить аппроксимационные свойства 
непараметрической оценки их плотности вероятности 
по сравнению с ядерной статистикой для зависимых 
случайных величин. Данное преимущество возраста-
ет с увеличением размерности случайных величин. 
Полученные результаты подтверждаются при исследо-
вании асимптотических свойств непараметрической 
оценки уравнения разделяющей поверхности в двух-
альтернативной задаче распознавания образов [2]. 

Традиционная методика проверки гипотезы о не-
зависимости случайных величин основана на исполь-
зовании универсального  – критерия К. Пирсона. 
Однако его формирование содержит трудно формали-

зуемый этап разбиения области значений случайных 
величин на многомерные интервалы [3]. Поэтому 
возникает задача разработки новой методики провер-
ки рассматриваемой гипотезы, обеспечивающей об-
ход проблемы декомпозиции области значений слу-
чайных величин. Подобная задача решается при про-
верке гипотезы о тождественности законов распреде-
ления случайных величин на основе использования 
непараметрического алгоритма распознавания обра-
зов [4]. Показана возможность её замены на задачу 
проверки гипотезы о равенстве ошибки распознава-
ния образов определённому пороговому значению. 
Обучающая выборка при синтезе непараметрического 
алгоритма распознавания образов формируется по 
статистическим данным, характеризующих законы 
распределения сравниваемых случайных величин. 

Цель рассматриваемого исследования состоит в 
развитии предложенного подхода на задачу проверки 
гипотезы о независимости многомерных случайных 
величин с использованием непараметрического алго-
ритма распознавания образов, соответствующего 
критерию максимального правдоподобия. 
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Постановка задачи 

Пусть имеется выборка ( , 1, , 1, )i
vV x v k i n    

объёма n, сформированная из независимых наблюде-
ний многомерной случайной величины 

( , 1, )vx x v k  . Наблюдения x извлекаются из гене-
ральных совокупностей, характеризуемых неизвест-
ными плотностями вероятности 

 
1

k

v
v

p x

  либо  , 1,vp x v k . 

Необходимо по статистическим данным V прове-
рить гипотезу 

   0
1

: , 1,
k

v v
v

H p x v k p x


   (1) 

о независимости случайных величин ( , 1, )vx x v k  . 

Модификация непараметрического алгоритма 
распознавания образов 

Для проверки гипотезы H0 (1) будем решать двух-
альтернативную задачу распознавания образов. Род-
ственность задач распознавания образов и проверки 
гипотез отмечалась в работах Л.Л. Леймана (1959), 
В.С. Пугачёва (1979). Под классами 1, 2 понима-
ются области определения плотностей вероятностей 
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 ,  , 1,vp x v k . 

В этих условиях байесовское решающее правило, 
соответствующее критерию максимального правдо-
подобия, имеет вид 
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В отличие от традиционной постановки задачи 
распознавания образов при синтезе решающего пра-
вила (2) в условиях исходной неопределённости от-
сутствует обучающая выборка. Оценивание плотно-
стей вероятностей 
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k

v
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
 ,  , 1,vp x v k  

осуществляется по выборке V. Для этого используют-
ся непараметрические статистики типа Розенблатта–
Парзена [5, 6] 
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В статистиках (3), (4) ядерные функции Ф(uv) удо-
влетворяют условиям: 
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Значения коэффициентов размытости cv ядерных 
функций убывают с ростом объёма n выборки статисти-
ческих данных V. Тогда с учётом выражений (2) – (4) 
непараметрическое решающее правило классификации 
случайных величин ( , 1, )vx x v k   запишется как 
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В приведённой модификации непараметрического 
алгоритма распознавания образов (5) оптимальные 
коэффициенты размытости cv, 1,v k  ядерных функ-
ций оценок плотностей вероятностей 

 , 1,vp x v k ,  
1
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v
v

p x

  

будем выбирать на основе анализа их аппроксимаци-
онных свойств. Например, для определения опти-
мального коэффициента размытости cv ядерных 
функций непараметрической оценки плотности веро-
ятности  vp x  рассмотрим критерий 

      2
v v v vW c p x p x dx  , (6) 

который характеризует меру близости между 
 vp x  и p (xv).  
Преобразуем с учётом непараметрической оценки 

плотности вероятности  vp x  выражение (6) 
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Заметим, что третий член последнего выражения не 
зависит от cv, поэтому его при минимизации критерия 
W (cv) можно не учитывать. Вид второго слагаемого 
b (cv) допускает оценивание статистикой 

  2
1 1

2 n n j i
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v
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x xb c
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
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  . (7) 

При выполнении условия i  j статистика (7) явля-
ется несмещённой оценкой b (cv). 

Тогда оптимальные значения vc  будем находить 
путём минимизации критерия 
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Возможность использования критерия (8) для вы-
бора оптимальных коэффициентов размытости в 
 vp x  заключается в том, что статистическая оценка 
 vb c  имеет значительно большую скорость сходи-

мости к b (cv) с ростом n, чем  vp x  к p (xv). 
По аналогии с выражением (8) нетрудно опреде-

лить критерий выбора оптимальных коэффициентов 
размытости статистики  , 1,vp x v k  (3). 

Впервые подход к оптимизации непараметриче-
ской оценки плотности вероятности типа Розенблат-
та–Парзена по коэффициенту размытости ядерных 
функций из условия минимума статистической оцен-
ки среднеквадратического отклонения  vp x  от p (xv) 
был предложен в работе [7]. Эта методика позднее 
была повторена в статьях [8, 9] и является актуальной 
до настоящего времени [10 – 13]. Исследованы её 
свойства при использовании ядерных функций, соот-
ветствующих нормальному закону [13]. В этих усло-
виях значительно упрощаются вычисления критерия 
оптимизации  vp x  по значениям cv

 (n). Выбор опти-
мальных значений коэффициентов размытости ядер-
ных функций, соответствующих максимуму функции 
правдоподобия, рассмотрен в работах [14, 15]. 

В отличие от приведённых выше методов оптими-
зации непараметрического решающего правила (5) по 
коэффициентам размытости ядерных функций cv, 

1,v k , будем полагать, что в статистиках (3), (4) 
значение v vc c  . Здесь v  – оценка средних квад-
ратических отклонений случайной величины xv в вы-
борке V. Данное утверждение является очевидным, 
так как большей длине интервала значений  соответ-
ствует больший коэффициент размытости cv ядерных 
функций (uv), 1,v k . Предложенная методика вы-
бора коэффициентов размытости ядерных функций 
использовалась при формировании быстрых проце-
дур оптимизации непараметрических оценок плотно-
сти вероятности [16 – 19]. 

Значения оценок средних квадратических откло-
нений v  определяются по статистическим данным 
выборки V 

 
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1
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1
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v v v
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x x v k
n 

      
 . 

Здесь vx  – среднее значение случайной величины xv, 
которое вычисляется по выборке V. 

Поэтому появляется возможность оптимизацию 
непараметрического алгоритма распознавания обра-
зов (5) проводить лишь по одному параметру c коэф-
фициентов размытости ядерных функций. 

Методика проверки гипотезы о независимости 
случайных величин 

Предлагаемая методика основана на выполнении 
следующих действий. 

1. На основе решающего правила (5) и ядерных 
оценок плотностей вероятностей осуществить синтез 
модификации непараметрического алгоритма распо-
знавания образов. В качестве информации использует-
ся выборка V значений многомерной случайной вели-
чины ( , 1, )vx x v k   объёма n. Оптимальные коэф-
фициенты размытости ядерных функций непараметри-
ческих оценок плотностей вероятностей (3), (4) опре-
деляются из условия минимума критерия типа (8). 

2. Оценить значения вероятностей ошибок распо-
знавания образов. Определим оценки вероятностей 
ошибок распознавания образов 1 , 2  решающим 
правилом (5) по исходным статистическим данным V 
при оптимальных коэффициентах размытости ядер-
ных функций статистик 

 
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k

v
v

p x

 ,  , 1,vp x v k . 

Значения t  вычисляются в режиме «скользящего 
экзамена» по выборке V в предположении, что её 
элементы принадлежат из классу t, 
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n

t
j

j j t
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где  ( j ) = t – указания типа xt
  t; 
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j
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t x
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x


   
– 

«решение» алгоритма (5) о принадлежности ситуации 
xj к одному из классов t, t = 1,2. 

При вычислении t  в соответствии с методикой 
«скользящего экзамена» ситуация xj из выборки V, 
которая подаётся на контроль в алгоритм (5), исклю-
чается из процесса формирования статистик (3), (4). 

Индикаторная функция определяется выражением 
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Обозначим через t  минимальное значение оцен-
ки вероятности ошибки распознавания образов в 
предположении, что элементы выборки V принадле-
жат классу t, t = 1,2. 

3. Сравнить значения 1 , 2  в предположении, 
что элементы выборки V принадлежат классам 1, 2 
соответственно. 

Тогда гипотеза H0 справедлива, если 1  меньше 
2 . В противном случае при 2  меньше 1  случай-

ные величины x1 и x2 являются зависимыми. 
Естественно, что при ограниченных объёмах n 

выборки V возникает задача доверительного оцени-
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вания вероятностей ошибок распознавания образов. 
Для её решения может использоваться традиционная 
методика доверительного оценивания вероятностей 
[3] либо критерий Колмогорова–Смирнова [20]. 

Например, при использовании критерия Колмого-
рова–Смирнова отклонение 12 1 2D      сравнивает-
ся с пороговым значением [20] 

ln
2

D n
    

 
. 

Здесь  – вероятность (риск) отвергнуть гипотезу 
0H : 1

 = 2. Если выполняется соотношение 12D D , 
то гипотеза 0H  справедлива и риск её отвергнуть не 
превышает значения . При 12D D  гипотеза 0H  
отвергается. 

Анализ результатов вычислительных 
экспериментов 

Рассмотрим применение разработанного метода 
проверки гипотез о независимости случайных величин 
при анализе данных дистанционного зондирования. 

Исследуемая территория соответствует горной ле-
сотундре, расположенной в западной части Алтае-
Саянского региона (50°03’ северной широты, 85°15’ 
восточной долготы) на высоте 2273 метра над уров-
нем моря. Исходная информация формировалась по 
фрагменту спутниковой съемки Worldview-2 
(https://www.satimagingcorp.com/satellite-sensors/wo-
rldview-2) с пространственным разрешением 0,6 мет-
ра. Размер фрагмента составляет 162 × 192 пикселя, а 
его площадь равна 1,1 га. Каждый пиксель характери-
зовался четырьмя спектральными каналами: синий 
(x1), зеленый (x2), красный (x3), ближний инфракрас-
ный (x4). Объектом исследования являются элементы 
земной поверхности, включающие кедровый стланик 
(Pinus sibirica) в виде полос с тенями. Просматрива-
ются участки с травяно-кустарниковым покровом и 
выходами горных пород. На анализируемом участке 
ранее проводились исследования пространственно-
временной динамики роста кедра и кедрового стла-
ника в изменяющихся климатических условиях [21]. 

Количественные характеристики законов распреде-
ления спектральных признаков xv, 1, 4v   при объёме 
статистических данных n = 31104 приведены в табл. 1. 

Табл. 1. Количественные характеристики законов 
распределения спектральных признаков, характеризующих 
элементы территории горной лесотундры западной части 

Алтае-Саянского региона 

Спектральные 
признаки vx  v  v  v  

x1 187,27 27,396 0,508 – 0,993 
x2 240,37 53,178 0,518 – 0,844 
x3 140,98 45,363 0,537 – 0,857 
x4 412,81 95,992 0,510 – 0,520 

Обозначения количественных характеристик за-
конов распределения случайных величин xv, 1, 4v  : 

vx  – среднее значение; v  – среднее квадратическое 
отклонение; v  – коэффициент контрэксцесса; v  – 
коэффициент асимметрии. 
Табл. 2. Результаты проверки гипотез о независимости 
спектральных признаков по предложенной методике 

Значения Спектральные признаки 
x1, x2 x1, x3 x1, x4 x2, x3 x2, x4 x3, x4 

1  0,99 0,959 0,844 0,971 0,856 0,826 

2  0,01 0,041 0,156 0,029 0,144 0,174 
r  0,983 0,964 0,808 0,977 0,877 0,806 

Здесь значение 1  определяет оценку вероятности 
ошибки отнесения ситуаций из исходной выборки V к 
классу независимых случайных величин в соответ-
ствии с алгоритмом (5), а 2  – к классу их зависимых 
значений. Символом r  обозначена оценка коэффи-
циента корреляции между анализируемыми спек-
тральными признаками. 

Полученные результаты проверки гипотез о неза-
висимости спектральных признаков, представленные 
в табл. 2, подтверждают эффективность предложен-
ной методики. Установлено, что исследуемые спек-
тральные признаки являются зависимыми, так как для 
всех их парных сочетаний значения 2  значительно 
меньше 1 . Например, для спектральных признаков 
x1, x2 значения 1 0,99  , а 2 0,01  . В этих условиях 
соотношение 2 1    выполняется для большинства 
элементов выборки 1 2( , , 1, )i ix x i n  и справедливо 
неравенство 1 2 1 2( , ) ( ) ( )p x x p x p x . Следовательно, 
предположение о зависимости спектральных призна-
ков x1, x2 выполняется. Причём обнаруженная зави-
симость близка к линейной, что подтверждается до-
статочно большим значением оценки коэффициента 
корреляции 0,983r  . Полученный вывод свойстве-
нен также другим сочетаниям спектральных призна-
ков и особо характерен для пар: (x1, x2), (x1, x3), (x2, x3) 
(табл. 2). Можно определить группу спектральных 
признаков (x1, x2, x3) с высоким уровнем линейных за-
висимостей, для которых значения  1 0,959;  0,99  , 

 2 0,01;  0,041  , а оценка коэффициента корреля-
ции  0,964;  0,977r  . 

При объёме исходных статистических данных 
n = 31104 и заданном риске  = 0,05 отвергнуть гипо-
тезу 0H : 1

 = 2 значения вероятностей ошибок рас-
познавания образов в предположении зависимости и 
независимости спектральных признаков отличаются 
достоверно. В этих условиях при использовании кри-
терия Колмогорова–Смирнова для всех анализируе-
мых ситуаций 12 1 2D      значительно больше по-
рогового значения D = 0,01. В соответствии с предла-
гаемой методикой гипотеза о независимости случай-
ных величин H0 отвергается, а при выполнении соот-
ношений 12 0,01D D   и 2 1    анализируемые 
спектральные признаки являются зависимыми. 
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Заключение 

Предложенная методика проверки гипотезы о не-
зависимости случайных величин обеспечивает обход 
проблемы декомпозиции области значений случай-
ных величин на многомерные интервалы, которая 
свойственна критерию Пирсона. Для проверки гипо-
тезы используется непараметрический алгоритм рас-
познавания образов, соответствующий критерию 
максимального правдоподобия. Каждый класс опре-
деляется многомерной плотностью вероятности в 
предположении независимости либо зависимости 
случайных величин. Выбор коэффициентов размыто-
сти ядерных оценок плотностей вероятностей слу-
чайных величин в классах осуществляется из условия 
минимума их среднеквадратических отклонений. Ис-
пользуя исходные статистические данные, вычисля-
ются оценки вероятностей ошибок распознавания си-
туаций, принадлежащих введённым классам. По их 
минимальному значению принимается решение о не-
зависимости либо зависимости случайных величин. 

Существует линейная зависимость между парны-
ми сочетаниями спектральных признаков x1, x2, x3, x4, 
что подтверждается большими значениями оценок 
коэффициентов корреляции и результатами проверки 
достоверности полученных выводов. Группа призна-
ков (x1, x2, x3), формируемая спектральными каналами 
(синий (x1), зелёный (x2), красный (x3)), характеризу-
ются наиболее высокими показателями зависимости. 
Подобные сведения являются необходимыми при вы-
боре признаков в задаче синтеза эффективных алго-
ритмов принятия решений.  

Перспективным исследованием в данном направ-
лении является применение предлагаемой методики 
при формировании наборов независимых случайных 
величин, что позволит упростить задачу синтеза эф-
фективных алгоритмов обработки информации. 
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Abstract  

A new method for testing a hypothesis of the independence of multidimensional random varia-
bles is proposed. The technique under consideration is based on the use of a nonparametric pattern 
recognition algorithm that meets a maximum likelihood criterion. In contrast to the traditional 
formulation of the pattern recognition problem, there is no a priori training sample. The initial in-
formation is represented by statistical data, which are made up of the values of a multivariate ran-
dom variable. The distribution laws of random variables in the classes are estimated according to 
the initial statistical data for the conditions of their dependence and independence. When selecting 
optimal bandwidths for nonparametric kernel-type probability density estimates, the minimum 
standard deviation is used as a criterion. Estimates of the probability of pattern recognition error in 
the classes are calculated. Based on the minimum value of the estimates of the probabilities of pat-
tern recognition errors, a decision is made on the independence or dependence of the random vari-
ables. The technique developed is used in the spectral analysis of remote sensing data. 

Keywords: testing a hypothesis of the independence of random variables, multidimensional 
random variables, pattern recognition, nonparametric probability density estimation, bandwidths of 
kernel functions, Kolmogorov–Smirnov criterion, spectral analysis of remote sensing data. 
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