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Аннотация 

При исследованиях, связанных с изучением движения дробового снопа в пространстве 
и оценкой его параметров, целесообразно иметь имитационную модель сигнала оптиче-
ского датчика при пересечении светового экрана дробовым снопом. Для создания такой 
модели необходимо получить зависимость между параметром масштаба в распределении 
Рэлея и размахом по времени дробового снопа (или длительностью процесса пересечения 
дробовым снопом светового экрана). Выполнены исследования плотности распределения 
размаха дробового снопа по времени, построены графики плотности распределения раз-
маха для ситуаций, приближенных к реальным. Установлена линейная зависимость мате-
матического ожидания плотности распределения размаха от параметра масштаба в рас-
пределении Рэлея. Получено упрощенное выражение для расчета математического ожи-
дания размаха дробового снопа по времени. Статистическое моделирование подтвердило 
возможность практического использования предложенных формул в том числе при боль-
шом количестве дробин (до 1000). Исследована зависимость математического ожидания 
размаха от количества дробин, проведена её аппроксимация различными функциями, вы-
полнена оценка погрешностей аппроксимации. Проведенное исследование позволяет со-
здавать имитационную модель сигнала оптического датчика при пересечении дробовым 
снопом светового экрана на основании эмпирических данных о длительности реального 
сигнала (при этом желательно иметь усредненную информацию по нескольким выстрелам). 
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Введение 

Дробовое оружие массово применяется охотника-
ми и спортсменами всего мира. Первые серьезные 
научные исследования в области изучения стрельбы 
из дробового оружия были выполнены Журнэ 
(Journée) [1], известны и другие работы [2 – 4], при 
этом большая часть из них посвящена, в первую оче-
редь, изучению кучности стрельбы на основании ана-
лиза результатов попаданий в плоскую мишень. В то 
же время немаловажным является исследование дви-
жения дроби в направлении стрельбы. Это обуслов-
лено тем, что дробовой сноп значительно растянут в 
длину и поэтому в перемещающуюся поперек линии 
полета дроби цель попадут не все дробины, которые 
попадут в ее площадь на неподвижном листе бумаги 
или картона [4]. 

Исследования движения дробового снопа в про-
странстве достаточно немногочисленны. Известны 
отдельные работы, связанные с анализом теневых фо-
тографий дробового снаряда, оценкой скорости и рас-
тянутости дробового снопа на некоторых дальностях, 

а также с изучением внешней баллистики дробового 
снопа [4 – 8]. Наиболее полной в этом смысле является 
работа Комптона [9], включающая в себя создание мо-
делей для прогнозирования поведения дробового сно-
па в пространстве, начиная с точки, где отдельные 
дробины начинают двигаться независимо друг от дру-
га (примерно на дальности 20 м от дульного среза).  

При этом не меньший интерес вызывает исследо-
вание движения дробового снопа на малых дально-
стях. Один из возможных вариантов проведения по-
добных исследований связан с использованием све-
товых экранов [10 – 14]. Этот вариант становится 
особенно актуальным с учетом того обстоятельства, 
что определение скорости и количества движения ме-
таемого элемента (например, дроби) согласно дей-
ствующему ГОСТ Р 50530-2015 осуществляется с 
помощью двух оптических блокирующих устройств. 
Для проведения подобных исследований целесооб-
разно создание имитационной модели сигнала опти-
ческого датчика при пересечении дробовым снопом 
светового экрана. Такая модель позволит, например, 
получить объективный инструмент для оценки точ-
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ности алгоритмов оценки параметров дробового сно-
па. Разработать ее можно различными способами, 
например, с использованием моделей оптического 
датчика, созданных в Micro-Cap [15] или Qucs [16], 
либо просто генерируя аддитивную смесь импульсов 
(соответствующих отдельной дробине) по известному 
закону распределения [17]. В любом из этих случаев 
необходимо иметь распределение дроби в простран-
стве или во времени. 

Комптоном [9] установлено, что по времени дробь 
в направлении стрельбы распределена согласно зако-
ну распределения Рэлея [18], а значит, интегральная 
функция распределения и плотность распределения 
определяются выражениями (1) и (2) соответственно: 

2
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Здесь x = t – t2, где t2 – время движения от дульного 
среза до «цели» для первой дробины в основной ча-
сти дробового снопа, t – текущее время. В экспери-
ментах Комптона «целью» являлась некая измери-
тельная плоскость, фиксирующая момент попадания 
в неё очередной дробины. 

При этом для получения конкретных моментов 
времени, соответствующих отдельным дробинам в 
процессе генерации имитационной модели сигнала 
оптического датчика при пересечении светового 
экрана дробовым снопом в пространстве, необходимо 
знать параметр σ. Этот параметр можно было бы оце-
нить по выборкам, полученным при реальных испы-
таниях, но сигнал оптического датчика при пересече-
нии светового экрана дробовым снопом в простран-
стве не предоставляет такой возможности, что обу-
словлено наложением импульсов, соответствующих 
отдельным дробинам, даже на достаточно больших 
дистанциях (20 – 25 м). 

При этом сигнал оптического датчика при пересе-
чении светового экрана дробовым снопом, как прави-

ло, позволяет достаточно точно оценить длительность 
процесса пересечения (в начале и особенно в конце 
сигнала наблюдаются четкие импульсы, соответ-
ствующие одиночным дробинам). Под длительно-
стью процесса пересечения дробовым снопом свето-
вого экрана будем понимать разность между момен-
тами прихода импульсов, соответствующих первой и 
последней дробинам. 

В связи с этим возникает следующая идея: найти 
функцию плотности распределения размаха выборки, 
соответствующей распределению Рэлея, а затем 
определить интересующие нас числовые характери-
стики для неё (математическое ожидание, мода и пр.). 
Далее, изменяя значение параметра масштаба σ, мож-
но будет получить зависимость ожидаемого значения 
длительности пересечения светового экрана дробо-
вым снопом (далее будем использовать как синоним 
термин «размах дробового снопа по времени») от 
этого параметра. Вообще, очевидно, что при увеличе-
нии σ будет увеличиваться и длительность пересече-
ния светового экрана. В связи с этим легко можно бу-
дет получить и обратную зависимость. 

1. Исследование плотности распределения 
размаха дробового снопа по времени 

Известно [19, 20], что если генеральная совокуп-
ность имеет непрерывное распределение, то размах w 
случайной выборки объёма n имеет плотность рас-
пределения, определяемую по 
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При этом необходимо учитывать свойства распре-
деления Рэлея, в частности, x ≥ 0. После изменения 
пределов интегрирования подставим в (3) значения 
для плотности (2) и интегральной функции распреде-
ления Рэлея (1) и после несложных алгебраических 
преобразований получим 
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Аналитически найти первообразную в выражении 
(4) не представляется возможным, но численное ре-
шение в данном случае можно получить при кон-
кретных n и σ (примеры графиков приведены на 
рис. 1а и б). 

Исходные значения параметров при построении 
графиков подбирались таким образом, чтобы быть 
приближенными к реально возможным ситуациям 
(табл. 1). 

Соответственно, для полученной функции плот-
ности распределения размаха fw

 (w) можно найти ма-
тематическое ожидание Mw, среднеквадратическое 
отклонение (с.к.о.) и ширину центрального довери-

тельного интервала Dw относительно математическо-
го ожидания, который будет накрывать величину 
размаха с вероятностью 0,95 (табл. 2). 

а)    б)  
Рис. 1. Графики плотности распределения размаха 

для случаев σ = 8, n = 80 (а); σ = 2, n = 250 (б) 
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Табл. 1. Данные об ориентировочной величине размаха дробового снопа по времени для разных типов дроби 
на различных дальностях  

Материал 
дроби 

Диаметр, 
мм / номер 
дроби по 
отеч. клас-
сиф. 

Число n 
дробин в 
патроне 
(ориенти-
ровочно [4, 
7, 21]) 

Дульное 
сужение, 
дюйм 

Даль-
ность 
R, м 

Ориентировочные расчетные данные, по-
лученные на основе исследований Комп-
тона 

Величина размаха 
дробового снопа по 
времени (ориенти-
ровочно) S / VR, мс Усредненная по совокупно-

сти дробин скорость VR на 
дальности R, м / с 

Длина дро-
бового 
снопа S, м 

Сталь 3 / №5 250 0,03 20 210 1,5 7,1 
50 125 3,1 24,8 

Свинец 4.25 / №0 78 0,01 20 275 2 7,3 
50 210 5 23,8 

Табл. 2. Некоторые числовые характеристики плотности 
распределения размаха при σ, примерно соответствующие 

реальным данным при заданных дальностях и n  

n Дальность R, м σ Mw, мс С.к.о., мс Dw, мс 

80 
20 2,5 7,47 0,99 3,9 
50 8 24 3,17 12,2 

250 
20 2 6,8 0,71 2,8 
50 7 23,77 2,49 9,6 

Данные табл. 2 показывают, что, с одной стороны, 
степень разброса сравнительно невелика, с другой 
стороны, оценка длительности пересечения дробовым 
снопом светового экрана по одиночной выборке мо-
жет привести к ошибке в 1,4 – 2 мс на дальности 20 м 
и к ошибке 4,8 – 6,1 мс на дальности 50 м. Таким об-
разом, погрешность оценки может составлять 20 –
 26 %, что достаточно много. Основной способ со-
кращения ширины доверительного интервала – ис-
пользование известного факта, что она обратно про-
порциональна N , где N – количество повторений 
эксперимента [22]. Таким образом, для сокращения 
ширины доверительного интервала достаточно осу-
ществлять подсчет длительности процесса пересече-
ния светового экрана дробовым снопом на основании 
данных, полученных при выполнении нескольких вы-
стрелов (например, уже при 9 выстрелах ошибка со-
кратится до 7 – 9 %). 

Математическое ожидание размаха Mw может 
быть определено по 
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Выполнив замены x = σy, w = σq, получим: 
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 (6) 

Выражение (6) можно записать в виде Mw
 = σI1, 

при этом I1 – некое численное значение, не зависящее 
от σ, а лишь от n. Таким образом, связь между Mw и σ 
линейна. Исследуем зависимость I1 от n, для каждого 
конкретного n можно получить численное решение и 
конкретное значение I1. График полученной зависи-
мости для 1000 ≥ n ≥ 30 представлен на рис. 2. 

  
Рис. 2. График зависимости I1(n) 

Таким образом, зная длительность пересечения све-
тового экрана дробовым снопом на некоторой дально-
сти и количество дробин, возможно с высокой точно-
стью определить значение параметра масштаба σ. 

2. Упрощение выражения для расчета 
математического ожидания размаха дробового 

снопа по времени 

При этом необходимо отметить, что результаты 
подсчетов с использованием выражения (6) могут вы-
зывать определенные сомнения в их достоверности, 
связанные с возможностью появления весьма суще-
ственной вычислительной погрешности.  

Попытаемся упростить выражение (6), основыва-
ясь на том, что математическое ожидание размаха 
равно разности математических ожиданий минимума 
и максимума (одно из основных свойств математиче-
ского ожидания [22]). 

Плотность наименьшего U и наибольшего V зна-
чений случайной величины X, соответствующей не-
которому распределению с интегральной функцией 
F (x) и плотностью f (x), определяется выражениями 
(9) и (10) соответственно [20]: 

1
1( ) (1 ( )) ( )nf u n F u f u  , (7) 

1
2 ( ) ( ) ( )nf v nF v f v . (8) 

Для распределения Рэлея выражения (7) и (8) при-
обретут вид (9) и (10) соответственно  
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Математическое ожидание минимума и максиму-
ма (с учетом свойств распределения Рэлея) будет 
определяться по (11) и (12) соответственно 
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При этом с помощью символьного процессора 
Mathcad [23] удалось найти точное решение для ма-
тематического ожидания минимума: 
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Таким образом, математическое ожидание Mw 
размаха можно определить по  
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Вновь применяя ранее использованный подход, 
выполним замену v = σp, получим: 
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Полученное выражение (15) существенно проще 
для расчетов по сравнению с выражением (6), но, к 
сожалению, не удалось уменьшить показатель степе-
ни в выражении. Необходимо отметить, что выраже-
ние (15) также может быть записано в виде Mw

 = σI2, 
где I2 – численное значение, не зависящее от σ. 

Дополнительно было проанализировано, насколь-
ко серьёзной может быть величина ошибки нашей 
оценки математического ожидания при больших n. 
Для этого проведён следующий вычислительный экс-
перимент: многократно (K = 10000) генерировалась 
выборка по распределению Рэлея (с n = 1000) и для 
каждой оценивался размах, затем усреднялись получен-
ные результаты. Затем при σ в диапазоне от 0,5 до 8 с 
шагом 0,5 определялись разности между полученными 
значениями и значениями, рассчитанными по (14). От-
носительные значения таких разностей составили менее 
1,5 %, что свидетельствует о возможности практическо-
го использования формулы (14) даже при n = 1000. 

Тем не менее, желательно всё же иметь более про-
стое аналитическое выражение зависимости Mw от 
количества дробин (в частности, без использования 
возведения в степень n), в связи с чем была произве-

дена попытка аппроксимации функции I2. Если 
учесть характер изменения функции (см. рис. 2), ста-
новится очевидным, что имеет смысл попытаться ап-
проксимировать её логарифмической функцией 
B = b1

 + logbn, а также функцией вида 
C=c1

 + c2*arctan(c3*n). Аппроксимация проводилась в 
среде Mathcad по методу наименьших квадратов, в 
обоих случаях результаты аппроксимации оставляли 
желать лучшего (рис. 3а и б). 

а)    б)  
Рис. 3. Результаты аппроксимации зависимости I2(n) 

В связи с этим была проведена аппроксимация I2 
функцией вида (16): 

1 2 3arctan( ) logaA a a a n n   . (16) 

Визуально аппроксимирующая функция A полно-
стью совпадает с исходным графиком. Качество ап-
проксимации оценивалось с помощью величин | |  и 
s, определяемых по (17) и (18) соответственно: 
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Результаты расчета этих параметров для функций 
A, B и C приведены в табл. 3. 

Табл. 3. Аппроксимирующие функции и оценка 
погрешностей аппроксимации 

Функция | | , мкс s, мкс 

B = 1,542 + log20,3
 n 17,4 12,7 

C = 2,59 + 0,853 arctan (0,0056 n) 26,3 20,1 
A = 0,372 + 0,928 arctan (0,111 n) + log31,6

 n 3,3 2,5 

Таким образом, в зависимости от обстоятельств 
(допустимой погрешности и пр.), можно использо-
вать одну из трех предложенных формул.  

Заключение 

Было получено выражение для плотности распре-
деления по времени размаха дробового снопа, имею-
щее численное решение. Исследованы зависимости 
математического ожидания размаха от параметра 
масштаба σ (в распределении Рэлея) и от количества 
дробин n. Получено упрощенное выражение для рас-
чета математического ожидания размаха. Статисти-
ческое моделирование подтвердило возможность 
практического использования предложенной упро-
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щенной формулы даже при большом числе дробин 
n = 1000. Проведена аппроксимация зависимости ма-
тематического ожидания размаха от n с помощью 
трех различных функций, выполнена оценка погреш-
ностей аппроксимации. 

В целом, на основании полученных результатов 
можно утверждать, что величина размаха по времени 
дробового снопа прямо пропорциональна параметру 
масштаба σ. Это позволит на основании полученных 
при выполнении выстрелов экспериментальных дан-
ных создавать имитационную модель сигнала оптиче-
ского датчика при пересечении дробовым снопом све-
тового экрана для произвольного числа дробин. При 
этом желательно оценивать длительность пересечения 
светового экрана дробовым снопом по нескольким 
экспериментам, в противном же случае при неудачной 
выборке размах может отличаться от величины его ма-
тематического ожидания на 5 мс и более (особенно на 
больших дальностях), что в конечном итоге может 
привести к погрешности до 26 % при оценке σ. 
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Study of the temporal distribution density of the shot sheaf span to create 
a simulation model of the optical sensor signal 
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Abstract  

When studying the space path of a cloud of pellets from a shotgun and evaluating its parame-
ters, it is advisable to have a simulation model of the optical sensor signal when a shot sheaf cross-
es the light screen. To create such a model, you need to get the relationship between the scale pa-
rameter in the Rayleigh distribution and the time span of the shot sheaf. Studies of the temporal 
distribution density of the shot sheaf span are performed, and graphs of the distribution density of 
the span for near-real situations are constructed. A linear dependence of the mathematical expecta-
tion of the span distribution density on the scale parameter in the Rayleigh distribution is estab-
lished. A simplified expression is obtained for calculating the mathematical expectation of the time 
span of the shot sheaf. Statistical modeling confirmed the possibility of the practical use of the 
proposed formulas, including with a large number of pellets (up to 1000). The dependence of the 
mathematical expectation of the span on the number of pellets is investigated, its approximation by 
various functions is carried out, and the approximation errors are estimated. The research conduct-
ed allows us to create a simulation model of the optical sensor signal when the shot sheaf crosses 
the light screen on the basis of empirical data on the real-signal duration (with averaged measure-
ment data for several shots being helpful). 

Keywords: shot sheaf, external ballistics, light screen, optical sensor, signal, simulation model, 
Rayleigh distribution. 
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