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Аннотация 

Проведён теоретический анализ динамики пространственного спектра объектной вол-
ны при вырожденном четырёхволновом взаимодействии в прозрачном растворе наноча-
стиц в классической схеме со встречными волнами накачки. Показано, что при распро-
странении волн накачки ортогонально силе тяжести в модуле пространственного спектра 
объектной волны возникает провал, полуширина которого с течением времени немоно-
тонно уменьшается, а с ростом радиуса наночастиц увеличивается в направлении силы 
тяжести. Существует оптимальное время, за которое полуширина провала в направлении 
силы тяжести достигает наименьшего значения. Это время монотонно убывает с ростом 
радиуса наночастиц, а также с уменьшением толщины раствора. 
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Введение 

Многокомпонентные среды, такие как коллоид-
ные растворы наночастиц и наносуспензии, эффек-
тивно применяются при реализации различных нели-
нейно-оптических процессов с использованием ши-
рокого диапазона длин волн излучения: от терагерцо-
вого до ультрафиолетового [1 – 9]. При построении 
четырёхволновых преобразователей излучения (ЧПИ) 
на основе таких сред и для их дальнейшего примене-
ния в задачах нелинейной адаптивной оптики [10], 
микроскопии (например, одиночных молекул, кван-
товых точек, клеток и т.д.) [8, 11 – 14] требуется зна-
ние степени соответствия пространственно-
временных структур падающей на ЧПИ (сигнальной) 
волны и объектной волны, волновой фронт которой 
комплексно сопряжён (обращён) по отношению к 
фронту сигнальной волны [15]. 

В работе [16] проведён анализ временной зависи-
мости пространственного спектра объектной волны, 
образующейся в результате четырёхволнового взаи-
модействия в прозрачной двухкомпонентной среде, 
состоящей из жидкости и наночастиц. Рассмотрены 
случаи вырожденного и квазивырожденного взаимо-
действия волн, различные схемы их распространения. 
При этом не учитывалось действие на наночастицы 
поля тяжести Земли. 

В растворах наночастиц энергия хаотичного дви-
жения молекул жидкости может быть сопоставима с 

энергией частиц в поле тяжести Земли [17 – 19]. В 
схеме ЧПИ со встречными волнами накачки, распро-
страняющимися в вертикальной плоскости, учёт по-
тока наночастиц, обусловленного действием на них 
силы тяжести, приводит к существенной зависимости 
амплитуды объектной волны на низких простран-
ственных частотах от эффективной массы частиц в 
жидкости [20]. При повороте схемы ЧПИ на π/2, т.е. 
при распространении волн накачки ортогонально си-
ле тяжести, в модуле пространственного спектра объ-
ектной волны вместо максимума наблюдается провал, 
форма которого определяется эффективной массой 
наночастиц, а значит, и их размером [21]. 

В настоящей работе исследуется процесс форми-
рования провала в модуле пространственного спектра 
объектной волны в зависимости от радиуса сфериче-
ских наночастиц и толщины слоя прозрачной жидко-
сти, в которой они растворены. 

1. Модель четырёхволнового взаимодействия 

Рассмотрим вырожденное четырёхволновое взаи-
модействие в классической схеме со встречными 
волнами накачки, распространяющимися в горизон-
тальном направлении, параллельном оси Z (рис. 1). 
Пусть первая волна накачки с амплитудой A1 и сиг-
нальная волна с амплитудой A3 падают на левую 
(z = 0), а вторая волна накачки c амплитудой A2 – на 
правую грань (z = ℓ) плоского слоя прозрачного рас-
твора наночастиц. 
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В приближениях заданного поля по волнам накач-
ки и малого коэффициента преобразования, а также в 
отсутствие когерентности между второй волной 
накачки и волнами A1 и A3 интенсивность I излуче-
ния, взаимодействующего в слое среды, можно запи-
сать в виде [21] 

1 1 2 2 1 3 1 3.      I A A A A A A A A  (1) 

Два последних слагаемых отвечают за интерфе-
ренцию первой волны накачки и сигнальной волны, 
что приводит к зависимости интенсивности излуче-
ния от пространственных координат. Электрострик-
ционная сила, пропорциональная градиенту интен-
сивности, сила тяжести наночастиц, а также процесс 
их диффузии в жидкости изменяют в пространстве 
концентрацию частиц δC [17, 20 – 22]. Наличие пото-
ка частиц приводит из-за эффекта Дюфура к про-
странственному изменению температуры раствора δT 
[16, 20, 22]. 

 
Рис. 1. Схема четырёхволнового взаимодействия 

Нестационарные материальные уравнения, описы-
вающие изменения концентрации наночастиц и тем-
пературы среды, имеют вид 
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Здесь D22 и D11 – коэффициенты диффузии и тепло-
проводности, γ и D12 – коэффициенты, описывающие 
явление электрострикции и эффект Дюфура, m – эф-
фективная масса одной наночастицы, включающая в 
себя поправку на силу Архимеда, 


g  – ускорение сво-

бодного падения, kB – постоянная Больцмана, T0 – 
начальная температура раствора, cp и ρl – удельная 
теплоёмкость при постоянном давлении и плотность 
жидкости. 

Уравнение диффузии (2) отличается от аналогич-
ного уравнения, представленного в работе [16], нали-
чием последнего слагаемого, обусловленного воздей-
ствием на наночастицы поля тяжести Земли. 

Нелинейность показателя преломления раствора 
может быть обусловлена как изменением концен-
трации δC, так и изменением температуры δT. При 
малых концентрациях наночастиц, а также при ис-
пользовании непрерывного излучения либо импуль-
сного излучения большой длительности (более мик-

росекунды) вкладом изменения концентрации в не-
линейность показателя преломления можно прене-
бречь [13, 23 – 25]. 

Если волны накачки распространяются строго па-
раллельно оси Z, то в результате дифракции второй 
волны накачки на фазовой решётке образуется объ-
ектная волна с амплитудой A4, распространяющаяся в 
направлении, противоположном направлению рас-
пространения сигнальной волны, при этом её волно-
вой фронт обращён по отношению к фронту сигналь-
ной волны. 

Амплитуды четырёх взаимодействующих в про-
зрачном растворе волн удовлетворяют уравнению 
Гельмгольца вида [21] 
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где k = 2πnl
 / λ, nl – показатель преломления жидкости 

в отсутствие излучения, λ – длина волны, (dn / dT) – 

термооптический коэффициент. 
Пусть волны накачки являются плоскими, их ам-

плитуды на гранях, зависящие от времени, равны со-
ответственно A10

 (t) и A20
 (t). В соответствии с выра-

жением для интенсивности излучения (1) изменения 
концентрации и температуры можно представить в 
виде суммы быстро и медленно меняющихся в зави-
симости от поперечных координат x и y составляю-
щих [20]. Сигнальную и объектную волны заменим 

их фурье-образами  3 , ,
A z t  и  4 , ,

A z t  в области 

пространственных частот  ,  


x y , а быстро меняю-

щиеся составляющие концентрации и температуры – 
пространственными спектрами соответствующих ре-

шёток  , , 
C z t  и  , , 

T z t  [21]. 

Будем считать, что вектор 


 определяет про-

странственную частоту объектной волны. В паракси-
альном приближении, т.е. при 

  k , существует 

интегральная связь временной зависимости простран-
ственного спектра объектной волны на левой грани 
слоя прозрачной нелинейной среды 

   40 4, , 0,   
  A t A z t  с временной зависимостью 

пространственного спектра температурной решётки 
вида [20, 21] 
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где φ (t) – фазовый набег, обусловленный распростра-

нением в прозрачном растворе волн накачки. 

При записи выражения (5) учтено, что на правой 

грани слоя нелинейной среды z = ℓ объектная волна 

отсутствует. 
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2. Временная зависимость  
пространственного спектра объектной волны 

Для установления соотношения между времен-
ными зависимостями пространственных спектров 
сигнальной и объектной волн воспользуемся мате-
риальными уравнениями (2) и (3), которые с учё-
том сделанных выше приближений перепишутся 
следующим образом 
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Здесь    30 3, , 0,   
  A t A z t  – пространственный 

спектр сигнальной волны в плоскости z = 0, 
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Систему уравнений (6 – 7) необходимо дополнить 
начальными условиями [16] 

   , , 0 0, , , 0 0,       
  C z t T z t  (8) 

а также граничными условиями, вытекающими из 
условий отсутствия полного потока наночастиц через 
грани слоя нелинейной среды и неизменности темпе-
ратуры на гранях [21, 26] 
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Решение системы уравнений (6 – 7) с учётом усло-
вий (8 – 10) позволяет с применением рядов Фурье 
получить временные зависимости пространственных 
спектров сначала концентрационной, а затем и тем-
пературной решёток. 

В результате подстановки временной зависимости 
пространственного спектра температурной решётки 
интегральное выражение (5) перепишется следую-
щим образом 
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где G = 2k D12(nl
 cpl

 ℓ3)–1 (d n / dT). 

Выражение (11) устанавливает связь между вре-
менными зависимостями пространственных спектров 
волн при четырёхволновом взаимодействии в про-
зрачном растворе наночастиц в схеме со встречными 
плоскими волнами накачки. В случае пренебрежимо 
малого размера частиц, а значит, и их эффективной 
массы m оно совпадает с аналогичным выражением, 
полученным без учёта поля тяжести Земли, действу-
ющего на наночастицы [16]. 

3. Результаты численного анализа 

Рассмотрим наночастицы в форме сфер. В этом 
случае эффективная масса одной частицы m может 
быть представлены следующим образом [27] 

    34
,

3
   p lm a a  (12) 

а коэффициент диффузии D22 подчиняется соотноше-
нию Стокса–Эйнштейна [28] 

  0
22 .

6



Bk T

D a
a

 (13) 

Здесь ρp – плотность материала наночастиц, a – их 
радиус, η – вязкость жидкости. 

Поскольку в функцию f3 входит эффективная мас-
са одной наночастицы, то f3 приобретет второй аргу-
мент a. 

Пусть амплитуды волн накачки на гранях неиз-
менны во времени (A1,20

 (t) =A1,20), а сигнальная волна 
распространяется от непрерывного точечного источ-
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ника, расположенного на левой грани слоя нелиней-
ной среды (  30 30, 

 A t A ). Тогда в результате инте-
грирования по временным переменным выражение 
(11) примет вид 
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 (14) 

При стремлении времени к бесконечности вы-
ражение (14) совпадает с выражением, описываю-
щим пространственный спектр объектной волны 
при стационарном режиме четырёхволнового взаи-
модействия [21]. 

В качестве нелинейной среды рассмотрим водный 
раствор наночастиц полистирола при начальной тем-
пературе T0

 = 297 К, в котором реализуется четырё-
хволновое взаимодействие на длине волны 
λ = 532 нм. Параметры жидкости и частиц соответ-
ственно равны cp

 = 4,2 кДж /(кг∙К), ρl
 = 1 г/см3, 

D11
 = 0,6 Вт/(м∙К), nl

 = 1,33, η = 1 мПа∙с, ρp
 = 1,1 г/см3. 

Система координат ориентирована таким образом, 
чтобы ось X была сонаправлена с полем тяжести Зем-
ли (рис. 1). 

На рис. 2 для фиксированного радиуса наночастиц 
представлена динамика модуля пространственного 
спектра объектной волны, нормированного на 
наибольшее значение, которое достигается при ста-
ционарном четырёхволновом взаимодействии (t → ∞) 
на высоких пространственных частотах ( 0,1 


k ) и 

определяется выражением [21] 

   
4

10 20 30
max

11 22

.
2




p lc A A A
A a G

D D a
 (15) 

Здесь и далее точность расчёта пространственных 
спектров объектной волны определялась из условия, 

чтобы на пространственной частоте 0,1 


k  относи-
тельное отклонение модуля амплитуды объектной 
волны от величины Amax не превышало 0,1 %. При 
этом максимальное значение индексов суммирования 
s и r в выражении (14) равнялось 140. 

 
Рис. 2. Динамика нормированного модуля 

пространственного спектра объектной волны при χy
 = 0 см-1, 

ℓ = 1 мм, a = 200 нм, t = 5ꞏ102 (1), 103 (2), 2ꞏ103 (3) c, t → ∞ (4) 

Как видно из рис. 2, в модуле амплитуды объект-
ной волны на низких пространственных частотах су-
ществует провал, причём величина 40

A  на частоте 
0 


 стремится к нулю, что свидетельствует о 

фильтрации ЧПИ высоких пространственных частот 
сигнальной волны [29]. 

Возникновение провала является следствием ма-
териальных уравнений (6 – 7). Анализ показывает, что 
при выполнении граничных условий (9 – 10) в фикси-
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рованный момент времени в некоторой плоскости z 
вторые производные пространственных спектров 
концентрационной и температурной решёток по ко-
ординате z на низких пространственных частотах 


 

определяются в основном слагаемым, пропорцио-
нальным коэффициенту электрострикции γ и вели-
чине 2


. Таким образом, в связи с действием в про-

зрачном растворе наночастиц электрострикционной 
силы амплитуда температурной решётки и, как след-
ствие, 40

A  в пределе при 0


 уменьшаются до ну-
ля, что и приводит к образованию в модуле простран-
ственного спектра 40

A  провала. 
С течением времени t ширина провала уменьшает-

ся, выходя на установившееся значение. Такая дина-
мика пространственной структуры объектной волны 
является типичной для прозрачных растворов нано-
частиц и подтверждается, например, иллюстрациями, 
представленными в работе [16]. 

Рассмотрим теперь влияние поля тяжести Земли на 
вид и динамику модуля 40

A  на примере трёх различных 
радиусов наночастиц (рис. 3). В ранние моменты време-
ни форма провала близка к аксиально симметричной. В 
случае пренебрежимо малого размера частиц (a → 0) с 
течением времени наблюдается уменьшение ширины 

провала как в направлении пространственной частоты 
χx, так и в перпендикулярном направлении χy. 

Учёт поля тяжести Земли, который состоит в зави-
симости функции f3, входящей в выражение (14), от ра-
диуса наночастиц a, приводит к нарушению аксиальной 
симметрии провала, которое всё сильнее проявляется c 
течением времени. С увеличением радиуса частиц сход-
ные по виду модули пространственного спектра объект-
ной волны наблюдаются при меньших значениях t. 

Наличие зеркального нарушения структуры про-
вала вдоль оси χx относительно пространственной ча-
стоты χy

 = 0 см–1 свидетельствует о том, что знак ска-
лярного произведения  ,


g  не влияет на вид модуля 

пространственного спектра объектной волны, а про-
являет себя только в его фазе, как это было показано 
в работе [21] для стационарного режима четырёхвол-
нового взаимодействия. 

Заметим, что в рассматриваемом случае, когда 
ускорение свободного падения коллинеарно про-
странственной частоте χx, изменение с течением 
времени ширины провала в модуле пространствен-
ного спектра объектной волны в направлении χy при 
χx

 = 0 см-1 происходит точно так же, как если бы 
действие на наночастицы поля тяжести Земли не 
учитывалось. 

а)  

б)  

в)  

Рис. 3. Динамика нормированных модулей пространственного спектра объектной волны 40 max
A A  при ℓ = 1 мм, a = 200 

(а), 250 (б) и 300 нм (в) 

Чтобы проанализировать динамику простран-
ственной структуры объектной волны в направлении 
поля тяжести, введём полуширину провала Δχ, кото-
рая определяется из решения уравнения вида [16, 21] 

   40 max
1

, 0, , .
2

     
x yA t a A a  (16) 

Поскольку значение полуширины провала опре-
деляется для каждого определённого момента време-
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ни, а также размера наночастиц, то она сама является 
функцией этих двух параметров, т.е. Δχ = Δχ (t,a). 

На рис. 4 представлено распределение полушири-
ны провала в зависимости от t и a. Как показывает 
анализ численного решения уравнения (16), при фик-
сированном радиусе наночастиц с течением времени 
величина Δχ вначале убывает, достигает наименьшего 
значения, затем возрастает до максимума и вновь 
убывает с выходом на установившееся значение. 

 
Рис. 4. Зависимость полуширины провала от времени 

и радиуса наночастиц при ℓ = 1 мм 

Наличие экстремумов в зависимости полуширины 
провала от t при фиксированном радиусе a коррели-
рует с появлением экстремумов в зависимости моду-
ля пространственного спектра объектной волны от χx 
при фиксированной пространственной частоте χy, что 
хорошо видно на рис. 3б в момент t = 105 c, а на 
рис. 3в как при t = 105 c, так и при t = 5∙104 c. 

В случае, когда зафиксирован момент времени t, 
величина Δχ с ростом радиуса наночастиц монотонно 
увеличивается (рис. 4). 

Для представленных на рис. 3 и 4 диапазонов вре-
мени и радиусов наночастиц на высоких простран-

ственных частотах ( 0,1 


k ) модуль 40
A  незначи-

тельно отличается от своего наибольшего значения 
Amax. Поэтому можно ожидать, что ЧПИ будет осу-
ществлять наилучшую фильтрацию пространствен-
ных частот сигнальной волны в те моменты времени, 

когда провал в модуле 40
A  имеет наименьшую ши-

рину. Как мы показали, в направлении χy ширина 
провала минимальна при стационарном режиме че-
тырёхволнового взаимодействия (t → ∞). В направле-
нии же χx существует конечное время topt, за которое 
достигается наименьшее значение полуширины про-
вала Δχ. Назовём это время оптимальным. 

На рис. 5 приведены зависимости оптимального 
времени от радиуса наночастиц. При фиксированной 
толщине раствора ℓ с ростом a величина topt монотон-
но убывает. Увеличение ℓ приводит к росту скорости 
изменения topt в зависимости от a. 

 
Рис. 5. Зависимость оптимального времени от радиуса 

наночастиц при ℓ = 0,3 (1), 1 (2), 3 (3) и 10 мм (4) 

Представленные на рис. 5 кривые в диапазоне ра-
диусов наночастиц от 200 до 300 нм хорошо аппрок-
симируются формулой 

   1 2exp . optt a b b a  (17) 

Коэффициенты b1 и b2, входящие в выражение 
(17), зависят от толщины раствора. Для представлен-
ных на рис. 5 значений ℓ = 0,3, 1, 3 и 10 мм они равны 
соответственно b1

 = 1,396∙105, 8,52∙105, 2,633∙106 и 
4,591∙106 c, b2

 = 1,098∙107, 1,544∙107, 1,875∙107 и 
2,048∙107 м–1. 

Из приведённых оценок следует, что, меняя пара-
метры прозрачного раствора, такие как толщина слоя 
жидкости и радиус находящихся в ней наночастиц, 
возможно управлять оптимальным временем, за ко-
торое достигается наилучшее преобразование ЧПИ 
пространственных частот сигнальной волны. 

Порядки оптимального времени, представленные 
на рис. 5, могут быть обусловлены прозрачностью 
раствора и седиментацией в нём наночастиц. Ско-
рость седиментации можно определить с использова-
нием выражения вида [27] 

 22
.

9

 



p l

sed

a
v g  (18) 

Для водного раствора наночастиц полистирола 
радиусом 200 и 300 нм скорость седиментации равна 
соответственно vsed

 = 8,83 и 19,89 нм /с. За оптималь-
ное время, которое при толщине раствора ℓ = 10 мм 
составляет topt

 = 7,842∙104 и 1,092∙104 с, такие частицы 
осядут на расстояния 693 и 217 мкм соответственно. 

Заключение 

Для ЧПИ в прозрачном растворе наночастиц по-
лучена аналитическая связь между временной зави-
симостью пространственного спектра объектной вол-
ны и временными зависимостями амплитуд плоских 
волн накачки, пространственным спектром сигналь-
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ной волны. Показано, что учёт поля тяжести Земли, 
действующего на частицы и ортогонального направ-
лению распространения волн накачки, оказывает су-
щественное влияние на динамику пространственной 
структуры объектной волны. 

Численный анализ проведён для водного раствора 
сферических наночастиц полистирола. Показано, что 
с течением времени, с ростом радиуса частиц a нару-
шается аксиальная симметрия провала, который при-
сутствует в модуле пространственного спектра объ-
ектной волны. 

Получено распределение полуширины провала Δχ, 
определяемой в направлении поля тяжести, от времени 
и радиуса наночастиц. Показано, что существует оп-
тимальное время, при котором полуширина Δχ имеет 
наименьшее значение. Это время в диапазоне a от 200 
до 300 нм экспоненциально убывает с ростом радиуса 
частиц. Увеличение же толщины раствора, наоборот, 
приводит к увеличению оптимального времени. 
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Spatial and temporal characteristics of a four-wave radiation converter with due 
regard for Earth’s gravity field acting on nanoparticles dissolved in a 

transparent liquid 
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Abstract  

A theoretical analysis of the dynamics of the spatial spectrum of the object wave in a degenerate 
four-wave mixing in a transparent solution of nanoparticles in the classical scheme with counterpropa-
gating pump waves is carried out. It is shown that when pump waves propagate orthogonally to the 
gravity force, a dip arises in the modulus of the spatial spectrum of the object wave, with its half-width 
nonmonotonically decreasing over time and increasing in the direction of gravity force with increasing 
radius of the nanoparticles. There is an optimal time over which the half-width of the dip in the direc-
tion of the gravity force reaches the lowest value. This time decreases monotonically with increasing 
nanoparticle radius, as well as with a decrease in the solution thickness. 

Keywords: four-wave radiation converter, Earth’s gravity field, transparent solution of nano-
particles. 
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