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Аннотация 

Рассмотрена шарообразная линза. Показатель преломления этой линзы является функ-
цией расстояния от центра шара. Получены условия, при которых такая линза свободна от 
сферической аберрации третьего порядка, если на линзу падает параллельный пучок лучей. 
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Введение 

Среди сред с неоднородным распределением 
показателя преломления особое место занимают 
среды, показатель преломления которых зависит 
только от расстояния до фиксированной точки. Так 
как эквирефракционные поверхности в такой среде 
являются сферами, то такие среды носят название 
сред со сферическим распределением показателя 
преломления. 

Изучение оптических свойств сред со сфериче-
ским распределением показателя преломления име-
ет давнюю историю [1]. Это связано с тем, что рас-
пределение показателя преломления в земной ат-
мосфере и ряда биологических объектов близко к 
сферическому [2, 3]. При исследовании оптических 
свойств сред со сферическим распределением пока-
зателя преломления очень важные результаты были 
получены Максвеллом [4, 5] и Люнебургом [6]. Ре-
зультаты работы [6] позднее были обобщены в ста-
тье [7] и стали известны как уравнения, описыва-
ющие обобщенную линзу Люнебурга [8, 9, 10, 11]. 
Линза Люнебурга имеет форму шара, центр кото-
рого совпадает с центром симметрии распределе-
ния показателя преломления. Закон изменения по-
казателя преломления обеспечивает полное устра-
нение сферической аберрации для падающего на 
линзу пучка лучей. Хотя в менискообразной линзе 
Ильинского [12] также обеспечивается полное 
устранение сферической аберрации, но в работе 
[13] указаны преимущества линзы Люнебурга пе-
ред другими линзами из материала со сферическим 
распределением показателя преломления. 

В настоящее время линза Люнебурга используется 
во многих устройствах микроволновой техники [14, 
15, 16, 17, 18, 19, 20]. Это обусловлено тем, что в 

микроволновой технике возможно изготовление де-
талей из материалов, показатель преломления кото-
рых меняется в достаточно широком интервале. Оп-
тические системы, которые преобразуют излучение 
видимого и ближнего инфракрасного диапазонов, 
также могут быть построены на основе шарообраз-
ных линз со сферическим распределением показателя 
преломления [21, 22, 23]. Но при проектировании по-
добных линз необходимо учитывать ограничения, ко-
торые накладывает технология получения соответ-
ствующих материалов [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 
32]. А использование формул, по которым рассчиты-
вается показатель преломления в обобщенной линзе 
Люнебурга, часто приводит к нереализуемым или 
очень трудно реализуемым в видимом и ближнем 
инфракрасном диапазонах распределениям показате-
ля преломления [33, 34]. Поэтому в настоящей статье 
для исследования оптических характеристик шарооб-
разной линзы со сферическим распределением пока-
зателя преломления используется параксиальное 
приближение и теория аберраций третьего порядка 
[1]. Хотя такой подход не обеспечивает полного 
устранения аберраций, но позволяет достаточно про-
сто найти примерный вид распределения показателя 
преломления и оценить его технологичность. Полу-
ченное распределение показателя преломления может 
быть использовано в качестве первого приближения 
при поиске оптимального (как с точки зрения оста-
точных аберраций, так и с точки зрения технологии) 
решения методами компьютерной оптимизации [35]. 

В данной статье будет рассмотрен представляю-
щий наибольший интерес случай, когда на линзу па-
дает параллельный пучок лучей. Однако представ-
ленные в статье методы можно обобщить на случай, 
когда на линзу падает сходящийся или расходящийся 
пучок лучей. 
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Основные оптические характеристики среды 
со сферическим градиентом показателя 

преломления 

Пусть в системе координат XYZ показатель пре-
ломления описывает функция 
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где n0, g, f – параметры распределения показателя 
преломления. При малых значениях x, y функцию (1) 
можно аппроксимировать выражением 
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В параксиальном приближении траекторию луча 
y = h(z), x = 0 в среде с распределением показателя 
преломления (2) описывает система дифференциаль-
ных уравнений [1] 
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Решение системы дифференциальных уравнений 
(6), (7) представим в виде: 
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Шарообразная линза со сферическим 
распределением показателя преломления 

На рис. 1 показана линза, которая представляет 
ограниченную сферической поверхностью с радиу-
сом r среду с показателем преломления (1). Обе пре-
ломляющие поверхности такой шарообразной линзы 
являются эквирефракционными. 

По [36] радиус кривизны первой преломляющей 
поверхности линзы равен r1 = r, радиус кривизны вто-
рой преломляющей поверхности линзы равен r2 = r. 
На первой преломляющей поверхности луч прелом-
ляется из среды с показателем преломления 1 в среду 
с показателем преломления (1). На второй преломля-

ющей поверхности луч преломляется из среды с по-
казателем преломления (1) в среду с показателем 
преломления 1. 

Траектория луча в параксиальном приближении 

Пусть входной участок траектории луча лежит на 
прямой y = h0, x = 0. 

В параксиальном приближении направление тра-
ектории луча после преломления на первой поверх-
ности линзы характеризует значение [1] 
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При подстановке z0 = – r, z = r в выражения (8), (9) 
получим 
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Рис. 1. Шарообразная линза со сферическим 
распределением показателем преломления 

Эти значения соответствуют конечной точке 
участка траектории луча в градиентной среде. 

В параксиальном приближении выходной участок 
траектории луча (т. е. после преломления на второй 
поверхности линзы) лежит на прямой 

y = h2
 – (z − r), x = 0, 

где [1] 
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Заднее фокусное расстояние f  и задний фокаль-
ный отрезок sF  линзы равны [1] 
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Представим величину g в виде 
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где 4rf f . 

Пусть 

h2
 = h0, (17) 

где  – безразмерный коэффициент. Тогда из форму-
лы (12) следует 
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Из равенств (18), (17) и формул (15) следует 
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Сферическая аберрация третьего порядка 

Продольная сферическая аберрация третьего пo-
рядка рассматриваемой линзы равна [1] 
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где m – высота падения луча на первую поверхность, 

SΣ = S1 + S∗ + S2, (22) 
23

00 4
1 0 0 12

1 1

1 1 4
1 ( ) ,

r r z r

S h h r
r z r





   
          

n
n

n n
 (23) 

     
         

* 3 3 4
2 0 20

2 2 4
1 0

8

4 d ,

r

r r
r

S h r h h

h




       

         

n n n

n n
  (24) 

   

 

2

2
2 2

04
2 12

2 2

1
[ ] 1

1 4
,

r r

z r

r
S h r

h r
r z r





            
  

 



 








 

n n

n
n

  (25) 

 3
00

2 4

2
.

1

z z n

z z z




  

g fn

g f
 (26) 

Из равенства (18), выражения (16) и формул (22 –
 26), (A.2) следует 
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Значение f  в формуле (28) является корнем урав-
нения (18). 

Аппроксимация значений интегралов 

Для приближенного вычисления значений интегра-
лов в формулах (18), (28) используем выражения [37]: 
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Из формул (29), (18) следует, что первое прибли-

жение для ˜
f  можно принять равным 

  2
0

0 0

2 115
.

2 2 3
rr

r

n

n n

   
   
 nn
f

n
 (31) 

При подстановке формул (31, 30) в выражение 
(28) получим 
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Специальный случай 

Распределение показателя преломления при f = 0 
является наиболее технологичным. Если f = 0, то из 
формулы (18) следует 
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После подстановки выражения (34) в формулы 
(20), (27) получим 
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Из формулы (36) следует, что задний фокальный от-

резок равен нулю при 2
0 / 2r nn  и становится беско-

нечно большим при 2
0r nn . Если выполняется условие 

2 2
0 0 ,

1

2
rn n n  

то задний фокальный отрезок будет положительным. 
Из формулы (37) следует, что сферическая аберрация 
будет исправлена в случае, когда P0(n0, nr) = 0. График 
функции P0

 (n0, nr) показан на рис. 2. График построен 
для диапазона значений n0 [1,4; 2] и nr [1,4; 2], что со-
ответствует реально достижимым значениям показате-
лей преломления градиентных сред, используемых в 
видимом и ближнем инфракрасном диапазонах. Одна-
ко реальные значения перепада показателя преломле-
ния |nr – n0| обычно не превышают 0,2 (чаще 0,05). На 
рис. 3 показана линия нулевых значений функции 
P0

 (n0, nr), парабола 2
0 / 2r nn  и линия nr

 = n0. 
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Рис. 2. График функции P0

 (n0, nr) 

Условия исправления сферической аберрации 
третьего порядка 

На рис. 4 в системе координат (n0; nr) показаны 
пунктиром линии нулевых значений функции 
Pappr(n0, nr) при  = 0 (sF = 0) и при  = 0,2 (sF = r/4). 
Для этих же двух значений κ сплошными линиями 
соединены точки, где функция P (n0, nr) принимает 
нулевые значения. Точки 1, 2, 3, 4, 5, 6 лежат на ли-
нии нулевых значений функции P (n0, nr) при  = 0. 
Точки 7, 8, 9, 10, 11 лежат на линии нулевых значе-
ний функции P (n0, nr) при  = 0,2. 

Расчет значений функции P (n0, nr) производился 
следующим методом. Первое приближение для f  

находилось по формуле (31). Для уточнения f  из 
уравнения (18) была получена рекуррентная формула 
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


n
f

Q f
 (39) 

где k = 1, 2, 3, . . ., а 1
 f  соответствует первому при-

ближению. Для вычисления Q( k
 f ) использовался 

метод Симпсона [37] с шагом 0,002. Условие оконча-
ния уточнения значения ˜f имеет вид ||fk – 

1k
f ||< 0,001. 

Полученное значение f  используется при вычислении 
интегралов в формуле (28) методом Симпсона с шагом 
0,002. 

1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

n0
1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9

2,0
nr

n r
=n 0

n r
=n

0
2
/2

P 0
(n 0

, n r 
) =

 0

 
Рис. 3. Линия нулевых значений функции P0(n0, nr), парабола 

2
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Рис. 4. Линии нулевых значений функций P(n0, nr) 

[сплошные линии] и P≈(n0, nr) [пунктир] при  = 0 и  = 0,2 

На рис. 5 показаны графики функций распределе-
ний показателей преломления, которые соответству-
ют точкам 1, 2, 3, 4, 5, 6 на рис. 4. 

На графике, который отмечен цифрой 3, точка 
экстремума функции распределения показателя пре-
ломления находится на поверхности шара. На рис. 6 
показаны графики функций распределений показате-
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лей преломления, которые соответствуют точкам 7, 8, 
9, 10, 11 на рис. 4. 
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Рис. 5. Распределения показателя преломления, которые 
обеспечивают устранение сферической аберрации 

третьего порядка при sF  = 0 

Продольная сферическая аберрация 
реальных лучей 

На рис. 7 показаны графики продольной сфериче-
ской аберрации для шарообразных линз с распреде-
лениями показателей преломления, которые соответ-
ствуют точкам 1, 2, 3, 4, 5, 6 на рис. 4. На рис. 8 пока-
заны графики продольной сферической аберрации 
для шарообразных линз с распределениями показате-
лей преломления, которые соответствуют точкам 7, 8, 
9, 10, 11 на рис. 4. Графики на рис. 7, 8 построены на 
основе расчета траекторий реальных лучей в про-
грамме ZEMAX [38]. Все графики на рис. 7, 8 имеют 
вид, который характерен для случая, когда отсутству-
ет расфокусировка, полностью исправлена сфериче-
ская аберрация третьего порядка, но имеют место 
значительные аберрации высших порядков [39]. По-
этому, как уже было отмечено выше, распределение 
показателя преломления, которое получено из усло-
вия полного устранения сферической аберрации тре-
тьего порядка, должно рассматриваться не как окон-
чательный вариант, а только как исходный вариант 
для компьютерной оптимизации. 
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Рис. 6. Распределения показателя преломления, которые 
обеспечивают устранение сферической аберрации 

третьего порядка при sF = r/4 

 
Рис. 7. Продольная сферическая аберрация шарообразных 
линз с исправленной сферической аберрацией третьего 

порядка и sF  = 0 

 
Рис. 8. Продольная сферическая аберрация шарообразных 
линз с исправленной сферической аберрацией третьего 

порядка и sF  = r/4 

Демонстрация использования методов 
компьютерной оптимизации 

С целью демонстрации возможности исправления 
продольной сферической аберрации методом компь-
ютерной оптимизации на рис. 9 представлены графи-
ки продольной сферической аберрации трех шарооб-
разных линз. Показатель преломления первой и вто-
рой линзы описывается функцией (1). Показатель 
преломления третьей линзы описывается функцией 
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где n0, g, f, b2, b3 – параметры распределения показа-
теля преломления. Распределение показателя пре-
ломления первой линзы соответствует графику, кото-
рый отмечен цифрой 2 на рис. 4. Параметры g, f рас-
пределения показателя преломления второй линзы и 
параметры g, f, b2, b3 распределения показателя пре-
ломления третьей линзы определены при помощи 
процедуры оптимизации программы Zemax [38]. Це-
лью оптимизации было выбрано достижение мини-
мальных значений продольной сферической аберра-
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ции при максимально допустимом значении показа-
теля преломления на поверхности шара 1,7. Исход-
ным вариантом распределения показателя преломле-
ния для процедур оптимизации было задано распре-
деление показателя преломления, которое соответ-
ствует отмеченному цифрой 2 графику на рис. 4 (т. е. 
распределение показателя преломления первой лин-
зы). Параметры распределения показателя преломле-
ния в линзах приведены в табл. 1. 

 
Рис. 9. Продольная сферическая аберрация первой (I), 

второй (II) и третьей (III) шарообразных линз 

Табл. 1. Параметры распределения показателя 
преломления в линзах 

 Первая линза Вторая линза Третья линза 

n0 1,6932827 1,6932827 1,6932827 

g / r2 – 0,92813181 – 1,1000961 – 0,97593872 

f / r4 0,31092542 0,72611026 – 0,63606382 

b1 / r6   1,6694156 

b2 / r8   0,94822734 

b3 / r10   – 0,98284441 

Заключение 

Исследуется проблема исправления сферической 
аберрации третьего порядка в шарообразной линзе со 
сферическим распределением показателя преломле-
ния. Получены выражения для расчета сферической 
аберрации третьего порядка в данной линзе. На осно-
ве этих выражений рассчитано несколько распреде-
лений показателя преломления, которые обеспечива-
ют полное исправление сферической аберрации тре-
тьего порядка при условии, что значение показателя 
преломления в любой точке линзы больше или равно 
1,4 и меньше или равно 2. Исправление сферической 
аберрации третьего порядка подтверждено расчетом 
реальных лучей через шарообразные линзы. 

Рассмотрен случай, когда показатель преломления 
описывается функцией 

   2 2 2
0, , 1 ,n x y z n x y z   g  

 

где  

 2 2 2
0 ./ 1 /r n r g n  

Доказано, что в этом случае при n0
  [1,4; 2] и 

nr
  [1,4; 2] невозможно одновременно исправить 

сферическую аберрацию и получить положительное 
значение заднего фокального отрезка (см. рис. 3). 
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Приложение 

В выражение (25) входит интеграл 
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В результате подстановки в формулу (A.1) функций (8), (9) получим 
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Abstract 

A ball lens is analyzed. The refractive index of this lens is a function of the distance from the 
ball center. Conditions are derived under which such a lens is free of the third-order spherical aber-
ration given a beam of incident parallel rays. 
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