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Аннотация 
Рассмотрен метод расчета распределения интенсивности при дифракции плоской вол-

ны ТЕ – и ТМ – поляризации на диэлектрическом однородном цилиндре с произвольной 
формой сечения. Метод основан на разложении поля внутри и вне цилиндра в ряды из ци-
линдрических функций, являющихся частными решениями уравнения Гельмгольца. Коэф-
фициенты рядов ищутся из условий сопряжения внешних и внутренних полей на границе 
цилиндрического объекта. Предложен также метод расчета поля при дифракции плоской 
волны на многослойном диэлектрическом цилиндре с круглым сечением. При числе одно-
родных слоев цилиндра больше двух задача сведена к решению линейной системы алгеб-
раических уравнений, а при наличии только двух слоев диэлектрического цилиндра для по-
ля получены аналитические соотношения. Приведен численный пример расчета распреде-
ления интенсивности при дифракции плоской ТЕ-волны на двухслойном диэлектрическом 
цилиндре: расчет проведен двумя методами – методом конечных элементов и с помощью 
полученных аналитических формул. 

Введение 
Расчету дифракции электромагнитных волн на 

элементах микро-оптики в последнее время уделя-
ется большое внимание исследователей. Такие рас-
четы полей требуются при проектировании фотон-
ных кристаллов [1] и волоконных тейперов с разме-
рами в десятки нанометров [2, 3], при анализе взаи-
модействия (захвата и манипулирования) микрочас-
тиц и модовых лазерных пучков [4], а также для 
проектирования субмикронных элементов планар-
ной и интегральной оптики [5, 6]. 

 Почти все методы анализа двухмерной микро-
оптики основаны либо на решении интегральных 
уравнений методом конечных элементов [7-11], либо 
на решении дифференциальных уравнений с помо-
щью разностных схем [12-14]. Точность и быстро-
действие этих методов противоположным образом 
зависит от числа узлов дискретной сетки отсчетов. 

В данной работе предлагается метод расчета 
поля дифракции, основанный не на разложении ис-
комого поля по своим отсчетам на сетке, а на разло-
жении поля по аналитическим базисным функциям, 
которые являются решениями соответствующих 
дифференциальных уравнений, например, уравне-
ния Гельмгольца. Метод является обобщением из-
вестного метода, примененного для расчета поля 
дифракции плоской электромагнитной волны на од-
нородном диэлектрическом круглом цилиндре [15]. 
Предлагается два пути обобщения задачи. Первый 
путь - применить метод разложения поля дифракции 
по базисным цилиндрическим функциям для одно-
родного диэлектрического цилиндра с произвольной 
формой сечения (круг, эллипс, квадрат и так далее). 

Второй путь – рассмотреть не однородный ци-
линдр с круглым сечением, а многослойный ци-
линдр, имеющий много однородных кольцевых сло-
ев. Задача дифракции для двухслойного цилиндра 
сводится к решению системы из четырех уравнений, 
которую можно решить аналитически. 

1. Описание модового метода 
Рассмотрим падение плоской электромагнит-

ной волны на однородный диэлектрический ци-
линдр с сечением произвольной формы, который 
неограничен вдоль направления z  

 
Рис. 1.  Дифракция плоской электромагнитной 
волны на диэлектрическом бесконечном цилиндре 

 с сечением произвольной формы 
Согласно рис. 1 область 1 представляет собой 

однородный диэлектрический цилиндр, ось z на-
правлена перпендикулярно рисунку, а область 2 – 
внешнюю среду. 

Поле внутри области 1 будем искать в виде 
ряда: 

( ) ( )1 1, ,m m
m

r C r
+∞

=−∞

ψ ϕ = ψ ϕ∑ , (1)  

где ( ) ( )1 1, cosm mr J k r nψ ϕ = ϕ , ( )1mJ k r  – функция 

Бесселя m-го порядка, 1
2k nπ

=
λ

, λ  – длина волны 

падающего излучения, n = ε  – показатель прелом-
ления области 1. 

Поле внутри области 2 с учетом падающей 
плоской волны ( )0 ,rψ ϕ  можно представить: 

( ) ( ) ( )2 2 0, , ,m m
m

r D r r
+∞

=−∞

ψ ϕ = ψ ϕ +ψ ϕ∑ ,  (2)  
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где ( ) ( ) ( )2
2 2, cosm mr H k r nψ ϕ = ϕ , ( ) ( )2

2mH k r  – функ-
ция Ханкеля 2-го рода m-го порядка, 2 2k = π λ  (для 
области 2 принимаем n = 1). 

Рассмотрим случай ТЕ-поляризации. Случай 
TM-поляризации приводит к аналогичным форму-
лам и дополнительных трудностей не имеет. Вос-
пользуемся условиями непрерывности полей и их 
тангенциальных производных на границе S между 
областями 1 и 2 на рис. 1: 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

, ,

, ,
S S

S S

r r

r r

⎧ψ ϕ = ψ ϕ
⎪⎪
⎨∂ψ ϕ ∂ψ ϕ

=⎪ ∂ ∂⎪⎩ n n

, (3)  

где n – единичный вектор внешней к области 1 нор-
мали. 

Подставляя уравнения (1) и (2) в систему (3), 
получаем систему уравнений относительно неиз-
вестных коэффициентов Cm и Dm: 
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∑

∑

∑

. (4) 

Потребуем, чтобы количество узлов, описы-
вающих границу, было равно сумме числа коэффи-
циентов mC  и mD . При этом количество узлов гра-
ницы должно быть нечетным. Если нумерация  
узлов границы от 0 до N, где N – четное, то 

2 , 2m N N= − . Таким образом, мы получаем замк-
нутую систему линейных алгебраических уравне-
ний:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 2 0 0 2 1 2 0 0 2 2 2 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0

2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 0 1 1

2 1 2 2 1 2 2 2 2 2

, ... , , ... , ,

, ... , , ... , ,

* * *
, ... , , ...

N N N N N N N N

N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N

C r C r D r D r r

C r C r D r D r r

C r C r D r D

− − − −

− − − −

− − − −

ψ ϕ + + ψ ϕ − ψ ϕ − − ψ ϕ = ψ ϕ

ψ ϕ + + ψ ϕ − ψ ϕ − − ψ ϕ = ψ ϕ

ψ ϕ + + ψ ϕ − ψ ϕ − − ψ ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 0

1 2 0 0 1 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 0 0 0
2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 0 1 1
2 2 2 2

1
2

, ,

, , , , ,
... ...

n n n n n
, , , , ,

... ...
n n n n n

* * *

N N N N N

N N N N
N N N N

N N N N
N N N N

N
N

r r

r r r r r
C C D D

r r r r r
C C D D

C

− −
− −

− −
− −

−
−

ϕ = ψ ϕ

∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ
+ + − − − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ

+ + − − − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ψ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 2 2 0
2 2 2

, , , , ,
... ...

n n n n n
N N N N N N N N N N N N N

N N N

r r r r r
C D D−

−

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ ∂ψ ϕ⎪ + + − − − =⎪ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩

. (5) 

Решив систему (5), получаем искомые коэф-
фициенты Cm и Dm, которые подставляем затем в 
уравнения (1) и (2) , соответственно, для нахожде-
ния поля дифракции в областях 1 и 2. 

При расчете задачи дифракции данным методом 
следует учесть, что функции Бесселя и Ханкеля высо-
ких порядков в системе координат, связанной с цен-
тром объекта, не должны выходить за предел вычис-
лительной ошибки ЭВМ. Так как при фиксированных 
значениях аргумента с увеличением номера порядка 
функции Бесселя стремятся к нулю, а функции Нейма-
на, которые составляют мнимую часть функций Хан-
келя, стремятся по модулю к бесконечности. При та-
ких условиях система (5) начинает расходиться, что 
приводит к потере точности результатов. 

Положительной стороной данного метода явля-
ется незначительное по сравнению с методом конеч-
ных элементов (МКЭ) время расчета задачи, так как 
количество неизвестных коэффициентов гораздо 
меньше, чем число узлов сетки отсчетов поля в мето-
де МКЭ. К примеру, для расчета дифракции плоской 
электромагнитной волны на однородном квадратном 
цилиндре размером 20х20 отсчетов методом инте-
грального уравнения Фредгольма, использующим 

МКЭ [11], требуется решить систему из 400-т линей-
ных алгебраических уравнений, тогда как выше опи-
санным методом при аппроксимации объекта 31 уз-
лом требуется решить 31 уравнение. Кроме того, не 
возникает ситуация, когда приходится избавляться от 
расчета функции Ханкеля в окрестности нуля увели-
чением количества узлов дискретизации [11]. 

Модовый метод расчета поля дифракции в дву-
мерных задачах, можно также применить не только 
для однородных цилиндрических объектов, но и для 
неоднородных. В следующем пункте рас-
сматривается метод решения задачи дифракции 
плоской волны на многослойном цилиндре с круг-
лым сечением. 

2. Дифракция на многослойном цилиндре 
В работе [15] приводится аналитическое реше-

ние задачи дифракции плоской электромагнитной 
волны на однородном диэлектрическом цилиндре. 
Ниже приводится обобщение на случай многослой-
ного цилиндра, где каждый слой имеет свою ди-
электрическую проницаемость (рис. 2). 

Поле во внутреннем круге ( 10 r r≤ ≤ ) будем 
искать в виде: 
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( )11 1 1 cosm m
m

C J k r m
+∞

=−∞

ψ = ε ϕ∑ .  (6) 

Поле внутри j-о однородного кольца диэлек-
трика будем искать в виде разложения в ряд: 

( ) ( )

( ) ( )
1 2 2

2 1 cos ,

j m jj m
m

m jj m

C J k r

C Y k r m

+∞

−
=−∞

−

⎡ψ = ε +⎣

⎤+ ε ϕ⎦

∑
 (7) 

1j jr r r− < ≤ , 2,j N=   

где Nr R= . 
Поле вне диэлектрика также представим в виде 

ряда с неизвестными коэффициентами: 

( ) ( )2
2 0 2 cosN m m

m
C H kr m

+∞

=−∞

ψ = ψ + ϕ∑ ,  

r R> . (8) 
Для случая ТЕ-поляризации (для ТМ-поляри-

зации получаются аналогичные соотношения, и до-
полнительных трудностей не возникает) приравни-
вая поля и производные на границе jr , получим 
систему уравнений: 

( )

( )

1 1 1

1 11

j j

j j

j jr r

jj

r r
r r

+

+

⎧ψ = ψ
⎪
⎪
⎨ ∂ψ∂ψ

=⎪
∂ ∂⎪⎩

, 1, 1j N= − . (9) 

 
Рис. 2. Многослойный цилиндр круглого сечения 

 с кольцевыми однородными слоями 
При 1j = с учетом (6) и (7) из системы (9) имеем: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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cos cos
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C J k r m C J k r C Y k r m

+∞ +∞
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+∞ +∞
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⎧ ⎡ ⎤ε ϕ = ε + ε ϕ⎪ ⎣ ⎦⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤ε ε ϕ = ε ε + ε ϕ⎣ ⎦⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑
.  (10) 

При 2, 1j N= −  с учетом (7) из системы (9) имеем: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 1

2 1 12 1

2 2 2 1

1 2 1 12 1

cos
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⎪
⎪ ⎡ ⎤= ε + ε ϕ⎪ ⎣ ⎦⎪
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⎪ ⎡ ⎤ε ε + ε ϕ =⎣ ⎦

⎡ ⎤= ε ε + ε ϕ⎣ ⎦⎩

∑

∑

∑

∑

⎪
⎪
⎪
⎪

 (11) 

При j N=  с учетом (7) и (8) из системы (9) имеем: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 1

2
2

2 2 2 1

2
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⎧ ⎡ ⎤ε + ε ϕ =⎪ ⎣ ⎦
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⎨
⎪ ⎡ ⎤ε ε + ε ϕ =⎣ ⎦⎪
⎪
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∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

. (12) 

 
Таким образом, системы (10), (11), (12) образуют одну общую систему из 2N уравнений относительно не-

известных коэффициентов Ck, 1, 2k N= . Матрица этой системы принимает вид: 
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Система уравнений решается для m-го коэффициента разложения в ряд по цилиндрическим функциям. 
Полученные коэффициенты подставляются затем в уравнения (6), (7), (8). 

Для случая двухслойного цилиндра (рис. 3) уравнения (6), (7), (8) преобразуются к виду: 

( )11 1 1 cosm m
m

C J k r m
+∞

=−∞

ψ = ε ϕ∑ , 10 r r≤ ≤ , (14) 

( ) ( )12 2 2 3 2 cosm m m m
m

C J k r C Y k r m
+∞
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⎡ ⎤ψ = ε + ε ϕ⎣ ⎦∑ , 1 2r r r< ≤ , (15) 

( ) ( )2
2 0 4 cosm m

m
C H kr m

+∞

=−∞

ψ = ψ + ϕ∑ , 2r r> .   (16)  

Рассуждая аналогичным образом, как и в предыдущем параграфе, приходим к системе из четырех линей-
ных алгебраических уравнений, решение которой можно получить аналитически: 
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2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

1

' ' ' 'm
m m m m m m m m

m

i J k r Y k r J k r Y k r H kr J kr H kr J kr
C

− ε ε ε − ε ε −
=

∆
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 2 2

2

' ' ' 'm
m m m m m m m m

m

i Y k r J k r Y k r J k r H kr J kr H kr J kr
C

− ε ε ε − ε ε ε −
=

∆
,  (17) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

3

' ' ' 'm
m m m m m m m m

m

i J k r J k r J k r J k r H kr J kr H kr J kr
C

− ε ε ε − ε ε ε −
=

∆
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

4

2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

' ' ' '

' ' ' '

m

m
m m m m m m m m

m m m m m m m m

C

i Y k r J k r Y k r J k r J k r J kr J k r J kr

J k r J k r J k r J k r Y k r J kr Y k r J kr

=

⎡= − ε ε ε − ε ε ε ε − ε ε +⎢⎣
⎤+ ε ε ε − ε ε ε ε − ε ε ∆⎥⎦

 

Здесь 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2
2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

' ' ' '

' ' ' '

m m m m m m m m

m m m m m m m m

Y k r J k r Y k r J k r J k r H kr J k r H kr

J k r J k r J k r J k r Y k r H kr Y k r H kr

∆ = ε ε ε − ε ε ε ε ε − ε +

+ ε ε ε − ε ε ε ε ε − ε
  (18) 

 
Полученные коэффициенты (17) подставляются в уравнения (14), (15), (16). 
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3. Численные примеры 
Проведен ряд численных экспериментов по 

сравнению аналитического метода для многослой-
ного цилиндра и метода решения интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода [11], которые 
показали, что последний метод позволяет рассчиты-
вать дифракцию на кусочно-однородных объектах. 
Далее представлен следующий численный пример 
для расчета поля дифракции плоской ТЕ-
поляризованной волны на двухслойном диэлектри-
ческом цилиндре с параметрами: 1 0,25r =  мкм, 

2 0,5r =  мкм, 1 0,25ε = , 2 4ε = , 1λ =  мкм. На рис. 4 
(а) показано двухмерное распределение интенсив-
ности (квадрат модуля проекции на ось z вектора 
напряженности электрического поля) в плоскости 
сечения двухслойного круглого цилиндра (негатив), 
рассчитанное по аналитическим формулам (14)-(18), 
а на на рис.4 (б) показано сравнение распределений 
интенсивности вдоль линии, отмеченной черной 
чертой на рис. 4а (вдоль оси x), рассчитанных с по-
мощью аналитических формул (14)-(18) (черная 
кривая) и метода конечных элементов [11] (серая 
кривая). 

 
Рис. 3. Двухслойный цилиндр 

Результаты, полученные с помощью метода 
конечных элементов, отличаются при заданных па-
раметрах от результатов аналитического метода 
приблизительно на 5%.  

На рис. 5 приведены распределения интенсив-
ности электрического поля при дифракции плоской 
ТЕ-поляризованной волны (падающей слева) на 
круглом двухслойном бесконечном цилиндре при 
разных радиусах r1 и диэлектрических проницаемо-
стях ε1 внутреннего цилиндра, но при постоянном 
радиусе (r2 = 0,5; λ =0,5 мкм) и диэлектрической 
проницаемости (ε2=4) внешнего цилиндра.  

На рис. 5а-рис. 5к меняется радиус внутренне-
го цилиндра (он растет от 0,05 мкм на рис. 5 (а) до 
0,5 мкм на рис. 5к), а диэлектрическая проницае-
мость внутреннего и внешнего цилиндров остается 
неизменной (2,25 и 4). Из рис. 5 (а – к) видно, что:  

 

1) максимальное значение интенсивности находит-
ся либо на поверхности внешнего цилиндра в 
максимально удаленной точке от падающего 
пучка (рис. 5 (а – д) и рис. 5 (з - к), либо в двух 
точках внутри внешнего цилиндра, симмет-
рично расположенных относительно макси-
мально удаленной точки от падающего пучка 
(рис. 5 е - ж);  

2) цилиндр с большей проницаемостью (рис. 5а) 
рассеивает свет под большим углом, чем ци-
линдр с меньшей проницаемостью (рис. 5к).  

а)   

б)  

Рис. 4. Дифракция плоской ТЕ-поляризованной 
электромагнитной волны на двухслойной 

диэлектрическом цилиндре: а) 2D распределение 
интенсивности; б) сечение интенсивности по оси Х, 

точечная кривая – МКЭ, черная кривая – 
аналитический метод. 

На рис.5 (л - п) меняется диэлектрическая про-
ницаемость внутреннего цилиндра (она растет от 1 
на рис. 5 (л) до 6 на рис.5 (п), радиус внутреннего 
кольца не меняется r1=0 ,25 мкм.. 

Из рис. 5 (л - п) видно, что максимальное зна-
чение интенсивности с ростом диэлектрической 
проницаемости «втягивается» внутрь внешнего ци-
линдра. Если продолжить увеличение диэлектриче-
ской проницаемости внутреннего цилиндра, то, на-
чиная с ε1=8, максимальное значение интенсивности 
электрического поля будет уже находится на по-
верхности не внешнего цилиндра, а внутреннего. 
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  а)   б)   в)  

 г)   д)   е)  

 ж)   з)   и)   

 к)   л)   м)   

 н)   о)   п)  
Рис.5 Распределения интенсивности поля дифракции плоской ТЕ-волны на двухслойном круглом цилиндре  

(r1 – радиус внутреннего цилиндра, r2 = 0,5; λ=0,5 мкм – радиус внешнего цилиндра,  
ε1 и ε2=4 – диэлектрические проницаемости внутреннего и внешнего цилиндров):  

а) r1=0,05 λ, ε1=2,25;    б) r1=0,1 λ, ε1=2,25;   в) r1=0,15 λ , ε1=2,25;   
 г) r1=0,2 λ, ε1=2,25;   д) r1=0,25 λ, ε1=2,25;   е) r1=0,3 λ, ε1=2,25;   

 ж) r1=0,35 λ, ε1=2,25;    з) r1=0,4 λ, ε1=2,25;   и) r1=0,45 λ, ε1=2,25;    
к) r1=0,5 λ, ε1=2,25;   л) r1=0,25 λ , ε1=1;  м) r1=0,25 λ, ε1=2;  
н) r1=0,25 λ, ε1=3;   o) r1=0,25 λ, ε1=5;   п) r1=0,25 λ, ε1=6. 
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5. Заключение 
 В работе предложены две новые разновидно-

сти модового подхода для решения задач дифракции 
электромагнитной волны на диэлектрических ци-
линдрических объектах. Первый метод применим 
для расчета поля дифракции на однородных диэлек-
трических цилиндрах с сечением произвольной 
формы. Второй метод применим к расчету дифрак-
ции на многослойных диэлектрических цилиндрах с 
круглой формой сечения, причем в каждом кольце-
вом слое цилиндра имеется однородный диэлектрик. 
Оба метода сводят задачу дифракции к решению 
линейной системы алгебраических уравнений, раз-
мерность которой определяется числом неизвестных 
коэффициентов в конечных суммах, состоящих из 
цилиндрических функций, которыми на практике 
заменяются бесконечные ряды. Для двухслойного 
цилиндра получены аналитические формулы, кото-
рые проверены с помощью сравнения с результата-
ми расчета по методу конечных элементов. 
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