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В работе рассматривается задача быстрого безошибочного вычисления целочисленной 
свертки с помощью теоретико-числовых преобразований в комплексных полях Мерсенна. 
Снижение вычислительной сложности достигается за счет замены умножений сдвигами 
массива «цифр» при представлении элементов поля Мерсенна в (редуцированной) системе 
счисления «с комплексным основанием». 

 

1. Постановка задачи 
Вычисление свертки двух N-периодических 

последовательностей 
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является массовой задачей цифровой обработки 
сигналов. В частности, метод Шенхаге-Штрассена 
сводит умножение больших целых чисел именно к 
вычислению свертки (1) последовательностей, ассо-
циированных с массивами цифр их представления в 
выбранной позиционной системе счисления. Тради-
ционное вычисление свертки с помощью дискретно-
го преобразования Фурье (ДПФ) по схеме: 

 
для больших длин сворачиваемых последовательно-
стей может приводить к вычислительной погрешно-
сти, связанной с конечноразрядным машинным 
представлением иррациональных значений базис-
ных функций ДПФ, иногда весьма значительной. 

Для ряда задач цифровой обработки сигналов 
(задач криптографии, в частности) принципиально 
не допускается «приближенный» ответ. Либо точ-
ный, либо – не ответ. Паллиативным решением в 
этом случае является использование вместо дис-
кретного преобразования Фурье его «модулярных 
аналогов» – теоретико-числовых преобразований 
(ТЧП, преобразований Фурье-Галуа): 
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Теорема о свертке остается справедливой и в 
этом случае, но для свертки (1), понимаемой не в 
целочисленной арифметике кольца Z, а в арифмети-
ке конечного поля ( )mod p , существенно отли-

чающейся от арифметики кольца Z. Однако если 
взять простое число p достаточно большим, а имен-
но: 
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и считать, что выполняются неравенства 
0 ( ), ( )x n h n< ∈ Z , 

то наименьший неотрицательный вычет значения 
целочисленной свертки, вычисляемой непосредст-
венно по формуле (1), равен значению этой свертки. 

При вычислении свертки (1) с помощью теоре-
тико-числовых преобразований (ТЧП) результаты 
промежуточных вычислений могут превзойти число 
p, и полученные значения компонент свертки оказы-
ваются «вычисленными с ошибкой», с точностью до 
слагаемого, делящегося на число p. Выбор числа p с 
условием (3) в сочетании с (грубой) априорной ин-
формацией о диапазоне изменения значений свора-
чиваемых функций позволяет утверждать, что най-
денные значения свертки являются точными (сле-
дующее целое число, отличающееся от найденного 
слагаемым, делящимся на p, «слишком велико»). 

Отметим, что спектральные методы вычисле-
ния (1) с помощью ТЧП содержат ряд вполне объек-
тивных трудностей, связанных с арифметическими 
особенностями конечных полей: 
• арифметические операции ( )mod p  не являют-

ся «элементарными компьютерными операция-
ми», а простые числа p c «дружественными» для 
машинной реализации свойствами модулярных 
операций встречаются в натуральном ряду дос-
таточно редко; 

• в отличие от поля комплексных чисел, в конеч-
ном поле GF(p) существуют корни не любой 
степени N единицы, а только удовлетворяющие 
условию делимости ( 1)N p − . 
К сожалению, эти особенности отчасти кон-

фликтуют между собой: «хорошие» для машинной 
реализации операций простые числа имеют «пло-
хие» делители числа ( )1p − , что несколько осложняет 
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алгоритмическую поддержку вычислений ТЧП, и 
наоборот. Поэтому основной задачей статьи являет-
ся разработка неких компромиссных решений, бази-
рующихся на использовании представления элемен-
тов конечных полей в специальных системах счис-
ления. 

2. Арифметика в полях Мерсенна 
Простым числом Мерсенна называется простое 

число вида 2 1qp = − . Из вида числа Мерсенна сра-
зу следует необходимое (но не достаточное) ограни-
чение на число q, которое также должно быть про-
стым. Числа Мерсенна встречаются в натуральном 
ряду достаточно редко. К настоящему времени из-
вестно только 39 чисел Мерсенна для  

2,3,5, 7,13,17,19,31,61,89,107,127,

521, 607, ,13466917.

q =

…
 

Тем не менее, вычислительная привлекатель-
ность чисел Мерсенна заключается в том, что ариф-
метические операции в полях классов вычетов по мо-
дулю таких чисел реализуются достаточно просто. 

Сформулируем основные правила вычислений 
в поле , 2 1qZ ppZΜ ≅ = −  (см., например, [1]): 

1. любой элемент поля Μ представляется 
в форме 

0 1 1
0 1 12 2 2 , {0,1}q

q jx x x x x−
−= + + + ∈… ; (4) 

2. это представление однозначно для всех 
0 x≠ ∈M ; нулевой элемент представим двумя 
способами в форме (4): 

0 1 0 10 2 0 2 1 2 1 2

2 1 0 (mod );

q q

q p

− −⋅ + + ⋅ ≡ ⋅ + + ⋅ ≡

≡ − ≡

… …
 

3. так как 2 1 (mod )q p≡ , то в случае возникнове-

ния «бита переполнения» 1 2q⋅  при вычислени-
ях эта единица «самого старшего разряда» пе-
реносится в «самый младший разряд» и сумми-
руется с полученным числом; 

4. умножение элемента x ∈M  на элемент 2∈M  
равносильно циклическому сдвигу «цифр» jx  в 
представлении (4): 

0 1 1
1 0 22 2 2 2q

q qx x x x −
− −= + + +… ; 

5. умножение элементов поля M «столбиком» сво-
дится к циклическим перестановкам цифр и 
сложениям; 

6. мультипликативный порядок элемента 2∈M  
равен q: (2) q=Ord  (следовательно, при 

2ω = ∈M  возможна реализация ТЧП (2) длины 
N = q без умножений); 

7. мультипликативный порядок элемента ( 2)− ∈M  
равен 2q: ( 2) 2q− =Ord  (следовательно, при 

( 2)ω = − ∈M  возможна реализация ТЧП (2) 
длины N = 2q без умножений); 

8. максимальная степень двойки, делящая число 
( )1p − , равна единице. 
Следует заметить, что последнее свойство чи-

сел Мерсенна несколько осложняет задачу эффек-
тивного вычисления ТЧП Мерсенна, так как требо-
вание делимости ( 1)N p −  приводит к необходимо-
сти синтеза быстрых алгоритмов таких преобразо-
ваний для весьма «экзотических» длин N. 

Например, 

( ) ( )31 30 22 1 1 2 2 1 2 3 7 11 31 151 331− − = ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

и так далее. 
Паллиативным способом преодоления указан-

ной трудности является рассмотрение ТЧП в ком-
плексном поле Мерсенна 

{ }2( ) : ; , , 1 (mod )i z a bi a b i p= + ∈ ≡ −M M . (5) 

В этом случае условие делимости имеет вид 
2( 1)N p −  в силу равенства 

( )2 1 1( 1) ( 1)( 1) 2 2 1q qp p p + −− = − + = − . 

Следовательно, в поле ( )iM  существуют корни сте-
пени 

2 , ( 1, 2, , 1)tN t q= = +… . 

Следует отметить, что арифметические дейст-
вия в поле ( )iM  совершено аналогичны операциям в 
комплексном поле С и отличаются лишь необходи-
мостью вычисления остатков по (mod )p . В работе 
мы рассматриваем специфические системы счисле-
ния в поле ( )iM , позволяющие еще более упростить 
некоторые операции над элементами этого поля. 

3. Редуцированные системы счисления 
в комплексном поле Мерсенна 

В монографии [2] рассмотрена система счис-
ления в комплексном поле С с основанием, равным 
2i, названная, по аналогии с «четверичной» систе-
мой счисления, «мнимо-четверичной» (негачетве-
ричной) ввиду того, что каждое комплексное число 
может быть представлено в этой системе при помо-
щи цифр 0, 1, 2 и 3, причем тех же цифр, взятых со 
знаком минус, не требуется.  

Аналогичные системы счисления с «нетради-
ционными» основаниями могут быть рассмотрены и 
для алгебраических расширений конечных полей. 
Мы будем называть их «редуцированными система-
ми счисления».  

Пусть , и 2 1qpp≅ = −ZM Z  является простым 

числом Мерсенна. Рассмотрим «модулярный» ана-
лог этой системы счисления для «комплексного по-
ля Мерсенна» (5). 

Лемма 1. Любой элемент ( )z i∈M может быть 
представлен в форме 
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где ( ) 1q qν = ν ≤ + . 
Доказательство. Положим 

1 1(2 ) (2 ) (2 ) ; ,z x i y x i y x y− −′= − = − ∈M , (7) 

где 
0 1

0 2 2
0 1

0 2 2

( 4) ( 4) ( 4) (mod ),

( 4) ( 4) ( 4) (mod ),
, {0,1,2,3}.

t
t

t
t

j j

x x x x p

y y y y p
x y

≡ − + − + + −

≡ − + − + + −
∈

…

…  (8) 

Тогда доказательство леммы сводится к дока-
зательствам: 

(а) принципиальной возможности представле-
ния элементов поля M в форме (8); 

(б) определению минимального натурального 
( )t t p= , при котором возможно такое представление. 
Для доказательства утверждений (а)-(б) доста-

точно заметить, что представление произвольного 
элемента поля M в четверичной системе счисления 

возможно и требует не более ( 1)
2

qt +=  слагаемых. 

Далее, так как 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1
0 2 2

0 2
0 4

0 2
2 6

( 4) ( 4) ( 4) (mod )

(4) (4)

4 (4) (4) (mod )

4 (mod ), , ,

t
tx x x x p

x x

x x p

X X p X X+ − + −

≡ − + − + + − ≡

≡ + + −

− + + ≡

≡ − ∈

…

…

…

M

 

то и для элемента ( ) ( )4X X+ −− ∈M  также требует-

ся не более ( 1)
2

qt +=  слагаемых. 

Находя для элементов ,x y ∈M  их представле-
ние в «негачетверичной» системе счисления (систе-
ме счисления с основанием, равным (-4)) и полагая 
далее в соответствии с равенством (7) 

1 0 0 0 1 1 2 1, , ,a y a x a y a x− = = = = … , 

получаем утверждение Леммы 1. 
Лемма 2. Мультипликативный порядок эле-

мента 2i в поле ( )iM  равен (2 ) 4i q=Ord . 
Доказательство. Вычисляя последовательно, 

получаем: 

( ) ( )2 42 4, 2 16i i= − = . 

Далее, в силу того, что н.о.д. ( )16, 2 1 1q − = , мульти-

пликативный порядок элемента 416 2=  равен муль-
типликативному порядку элемента 2, и, следова-
тельно, для элемента 2i в поле ( )iM  справедливо со-
отношение: 

(2 ) 4 (16) 4 (2) 4i q= = =Ord Ord Ord   . 

Таким образом, для 2iω =  возможна реализа-
ция ТЧП длины 4N q=  без умножений в поле ( )iM . 

Как и в комплексном случае, при сложении и 
умножении элементов поля ( )iM  в редуцированной 
мнимо-четвертичной системе счисления в промежу-
точных результатах могут возникнуть «цифры», не 
являющиеся элементами множества {0,1,2,3}. Дру-
гими словами, необходимо сформулировать «прави-
ла переноса» в старшие разряды для действий, про-
изводимых над элементами в форме (6). Сформули-
руем эти непосредственно проверяемые правила в 
виде леммы. 

Лемма 3. В поле ( )iM справедливы равенства: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 2 2 1

4 2 0

2 1 0

4 1 2 3 2 1 4 3 4 ,

5 1 2 3 2 1 2

1 4 3 4 1 4 ,

i i

i i i

= ⋅ + ⋅ = ⋅ − + ⋅ −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 2 0

2 1 0

4 2 0

2 1 0

2 1

2 1 0

6 1 2 3 2 2 2

1 4 3 4 2 4 ,

7 1 2 3 2 3 2

1 4 3 4 3 4 ,

8 1 4 2 4 ,

9 1 4 2 4 1 4 .

i i i

i i i

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

= ⋅ − + ⋅ −

= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

 

Несмотря на «четверичность» рассмотренной 
системы счисления, вычисления в ней легко реали-
зуются на обычной «бинарной» вычислительной 
технике, если рассмотреть для каждого из возмож-
ных значений «цифр» 0,1, 2,3ja =  их двухбитовое 
представление. 

«Бинарную» редуцированную систему счисле-
ния для поля ( )iM  можно также получить, исполь-
зуя основание ( )1i − , предложенное У. Пенни и 
также рассмотренное для комплексного поля в кни-
ге [2]. 

Лемма 4. Любой элемент ( )z i∈M  может быть 
представлен в форме 

0 1
0 1( 1) ( 1) ( 1) ,
0,1,j

z a i a i a i
a

ν
ν= − + − + + −

=
…

 (9) 

где ( ) 2q qν = ν ≤ . 
Доказательство. Положим 1i − = α . Так как 

4 4α = − , то для элементов , : ( )x y x iy z i∈ + = ∈M M , 
согласно Лемме 2 справедливо представление в не-
гачетверичноой системе счисления 

0 1
0 1

0 1
0 1

( 4) ( 4) ( 4) ,

( 4) ( 4) ( 4) ,

0,1,2,3,j

x b b b

y c c c

b

µ
µ

µ
µ

= − + − + + −

= − + − + + −

=

…

…  
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где 14
q⎡ ⎤µ = +⎢ ⎥⎣ ⎦

. В свою очередь, «цифры» ,j jb c  

представляются в виде сумм степеней элемента 
1i − = α : 

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 0 0 0 0 ,

1 1 0 0 0 ,

2 0 0 1 1 ,

3 1 0 1 1 .

= ⋅α + ⋅α + ⋅α + ⋅α

= ⋅α + ⋅α + ⋅α + ⋅α

= ⋅α + ⋅α + ⋅α + ⋅α

= ⋅α + ⋅α + ⋅α + ⋅α

 (10) 

Кроме того, справедливо равенство  
0 1 2 31 1 0 0i = ⋅α + ⋅α + ⋅α + ⋅α . (11) 

Преобразуя цифры» ,j jb c  согласно (10)-(11), 
получаем утверждение Леммы 4.  

Как и для случая мнимо-четверичной системы 
счисления, при сложении и умножении элементов 
поля ( )iM  в редуцированной системе счисления в 
промежуточных результатах может возникнуть 
«цифра», не являющаяся элементом множества 
{0,1}. В этом случае «правило переноса» в старшие 
разряды для действий, производимых над элемента-
ми поля ( )iM , определяется соотношением 

( ) ( ) ( )0 3 22 1 1 1i i i⋅ − = − + − . 

 

Лемма 5. Мультипликативный порядок эле-
мента ( )1i − = ω  в поле ( )iM  равен ( 1) 8i q− =Ord . 

Доказательство. Так как ( )21 2i i− = − , то 
справедливо равенство 

( 1) 2 ( 2 ) 2 4 8i i q q− = − = ⋅ =Ord Ord  . 

Таким образом, для 1iω = −  возможна реали-
зация теоретико-числовых преобразований длины 

8N q=  без умножений в поле ( )iM . 

Заключение 
Таким образом, рассмотренный в работе метод 

вычисления дискретной круговой свертки обладает 
следующим вычислительным преимуществом: 
• за счет представления данных в редуцирован-

ных системах счисления в комплексном поле 
Мерсенна удается расширить множество тех 
длин N, для которых алгоритмы вычисления ас-
социированного теоретико-числового преобра-
зования свободны от модулярных умножений. 
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