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Аннотация 
Рассмотрено интегральное преобразование, названное кольцевым преобразованием Радона 
(КПР) и являющееся обобщением преобразования Радона на случай, когда интегрирование 
происходит не по прямой линии, а по окружности определенного радиуса. Радиус окружно-
сти является параметром преобразования. Получены выражения для КПР некоторых кон-
кретных функций. Выведены соотношения для получения образа объекта при его сдвиге и 
масштабировании. Приведена оптическая схема для выполнения КПР. 

 
Введение 

Преобразование Радона (иногда его называют 
преобразованием Хоу (Hough)) широко используется 
в обработке изображений, геодезии, медицине, ком-
пьютерной томографии [1-4]. Двумерное преобразо-
вание Радона (ПР) определяется следующим образом: 
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где ϕρ ,  – полярные координаты, описывающие 
прямую: ρ  – расстояние от начала координат до 
прямой, ϕ  – угол наклона прямой к оси Ox . 

Обратное преобразование Радона можно полу-
чить в виде: 
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Преобразование Радона во многом аналогично 
преобразованию Фурье (ПФ). Если ПФ раскладывает 
комплексную амплитуду света (двумерную функцию) 
по плоским волнам (по Фурье-гармоникам), то ПР 
«раскладывает» функцию по прямым линиям. Оба 
преобразования не являются сверткой и выполняются 
с помощью сферической линзы (для ПФ) и сфериче-
ской линзы и фазового пространственного фильтра 
(для ПР) [5-7]. Поэтому для ПФ и ПР выполняется 
теорема Парсеваля, физически означающая выполне-
ние закона сохранения световой энергии при распро-
странении через сферическую линзу и фазовый 
фильтр. Как ПФ преобразует плоскую волну в фо-
кальную точку, так и ПР преобразует прямую линию 
на изображении в точку. Но есть и отличия, напри-
мер, ПФ переводит точку в плоскую волну, но ПР пе-
реводит точку в один период синусоиды [5]. 

В скалярной оптике наряду с ПФ известны и дру-
гие интегральные преобразования – преобразования 
Кирхгофа и Френеля. Их физический смысл заключа-
ется в разложении функции комплексной амплитуды, 
описывающей распространение света, по сферическим 
(преобразование Кирхгофа) и параболическим (преоб-
разования Френеля) волнам. Можно по аналогии меж-
ду ПФ и ПР определить кольцевое преобразование Ра-

дона (КПР), которое будет свертывать изображение с 
окружностями определенного радиуса и параболиче-
ское преобразование Радона (ППР), которое свертыва-
ет изображение с параболами. Эти преобразования 
КПР и ППР, как и преобразование Кирхгофа (ПК) и 
преобразование Френеля (ПФР), должны быть инте-
гралами свертки. При стремлении радиуса окружности 
КПР к нулю, преобразование стремится к тождествен-
ному, а при стремлении радиуса окружности к беско-
нечности КПР переходит в обычное ПР. 

Преобразование свертки можно оптически вы-
полнить с помощью Фурье-коррелятора с пространст-
венным фильтром, функция пропускания которого 
равна Фурье-образу от функции ядра свертки. Для 
случая КПР функцией ядра свертки является функция, 
описывающая окружность или бесконечно узкое коль-
цо (поэтому и преобразование называется кольцевым). 
Фурье-образ функции кольца – это функция Бесселя 
нулевого порядка. Поэтому функция пропускания про-
странственного фильтра Фурье-коррелятора для вы-
полнения КПР должна быть пропорциональна функ-
ции Бесселя нулевого порядка. Так как функция про-
пускания фильтра – амплитудная, то закон сохранения 
энергии для проходящего света не выполняется.  

В данной работе рассмотрены основные свойства 
КПР; получены выражения для КПР некоторых про-
стых функций; приводятся результаты численного мо-
делирования обработки изображений с помощью КПР. 

Так как КПР от функции точечного источника 
есть функция бесконечно узкого кольца, то можно 
считать, что КПР описывает оптическую систему с 
кольцевым импульсным откликом. Это обстоятель-
ство указывает на тесную связь между КПР и мезо-
оптикой, так как мезооптический объектив – это 
объектив с кольцевым импульсным откликом [8]. 
Отличие состоит в том, что в мезооптике в Фурье-
корреляторе в качестве пространственного фильтра 
используется конический аксикон. 

1. Основные свойства КПР 
1.1. Определение 

Введем в рассмотрение линейное интегральное 
преобразование комплексной двумерной функции, яв-
ляющейся сверткой с обобщенной δ -функцией Дирака: 
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где γ  – радиус окружности.  
В полярных координатах вместо (3) можно за-

писать: 
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1.2. Вычисление КПР через БПФ 
Так как КПР является сверткой, то его можно 

выразить через преобразования Фурье и вычислять с 
помощью алгоритма быстрого преобразования Фу-
рье (БПФ). 

Выразим преобразуемую функцию через ее 
Фурье-образ: 
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где ( )ηξ ,F  – Фурье-образ функции ( )y,xf . 
Фурье-образ радиальной δ-функции из уравне-

ния (3) пропорционален функции Бесселя нулевого 
порядка: 
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где 0J  – функция Бесселя. 
Из уравнения (7) следует, что преобразование 

Фурье-Бесселя (или преобразование Ханкеля нуле-
вого порядка) от функции Бесселя нулевого порядка 
пропорционально радиальной δ-функции: 
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Тогда из уравнения (3) с учетом (6) и (7) полу-
чим представление КПР в виде обратного преобра-
зования Фурье: 
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Чтобы вычислить КПР через БПФ по формуле 
(9) требуется вычислить Фурье-образ ( )y,xF  ис-
ходной функции ( )ηξ ,f , умножить его на функцию 

Бесселя ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + 22

0 yxJ γ  и вычислить обратное ПФ. 

В полярных координатах уравнение (9) имеет вид: 

( ) ( )

( ) ( )
2

0

2

exp cos
R

гR с,и F r,
р

J гr irс и rdrd

= ϕ ×

× ϕ− ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦

∫∫
. (10) 

Если исходная функция радиально-симмет-
ричная, т.е. ( ) ( )ρηξ f,f = , то уравнение (10) при-
мет вид: 
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Из уравнения (11) следует, что КПР-образ ра-
диальной функции – радиальная функция. 

1.3. Обратное кольцевое преобразование Радона 
Из уравнения (9) можно получить обратное 

преобразование КПР. 
Обозначим Фурье-образ от двумерной функ-

ции кольцевого преобразования Радона: 
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Тогда из уравнения (9) следует связь Фурье-
образов исходной функции и КПР  
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Из уравнения (13) получается обратное КПР: 
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Из уравнения (14) следует, что обратное пре-
образование КПР есть преобразование Фурье от 
сингулярной функции, которая обращается в беско-
нечность в нулях функции Бесселя. Для корректного 
вычисления интеграла в уравнении (14) следует 
применять метод регуляризации Тихонова. 

1.4. Смещение объекта 
Пусть ( )ηξγ ,R  – КПР-образ функции ( )y,xf . 

Тогда КПР-образ от той же функции, но сдвинутой 
на вектор с координатами (a, b), будет иметь вид 
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( )ba,зоRг −−= . (15) 
Из (15) следует, что смещение функции приво-

дит к аналогичному смещению КПР-образа. 
1.5. Масштабирование объекта 

Пусть ( )ηξγ ,R  – КПР-образ функции ( )y,xf . 
Тогда КПР-образ от той же функции, но масштабно 
измененной с коэффициентом α, будет иметь вид 
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Из уравнения (16) следует, что изменение 
масштаба объекта (сжатие или расширение) приво-
дит к аналогичному изменению масштаба и пара-
метра γ  КПР-образа. 

2. КПР некоторых функций 

2.1. Преобразование точки 
Пусть исходная функция представляет собой 

точечный импульс в начале координат, описываю-
щий точечный источник света, ( ) ( ) ( )yxy,xf δδ= . 
Тогда из уравнения (3) следует, что КПР-образ этой 
функции есть бесконечно узкое кольцо: 
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На рис. 1 показана оптическая схема для вы-

полнения КПР. Показан Фурье-коррелятор, состоя-
щий из двух сферических линз и амплитудного про-
странственного фильтра, функция пропускания ко-
торого есть функция Бесселя нулевого порядка, рас-
стояния от плоскости объекта до линзы, от линзы до 
фильтра, от фильтра до второй линзы и от второй 
линзы до плоскости КПР-образа равны фокусному 
расстоянию обеих линз.  

 
Рис. 1. КПР-образ точки есть кольцо 

2.2. Преобразование линии 

Пусть исходная функция описывает прямую ли-
нию, совпадающую с осью x, то есть ( ) ( )yy,xf δ= , 
тогда ее Фурье-образ также будет прямой линией, сов-
падающей с осью η: ( ) ( )ξδηξ =,F . Далее с учетом 
уравнения (9) получим: 
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Если y<γ , то интеграл равен нулю. 
Из уравнения (18) следует, что 
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Из уравнения (19) следует, что прямая линия 
переходит в две параллельные линии, параллельные 
также исходной линии, лежащей на оси x (рис. 2). 

 
Рис. 2. КПР-образ линии  

есть две параллельные линии 

2.3. Преобразование наклонной плоской волны. 
Пусть исходной функцией является плоская 

волна (или Фурье-гармоника): 

( ) ( ), expf x y i x= α , (20) 

которая наклонена только к одной оси x. 
Тогда КПР-образ такой функции будет иметь вид: 
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Из уравнения (21) следует, что плоская волна eiαx 
переходит в плоскую волну ( )( ) ( )02 expJ iπγ αγ αξ , 

также наклоненную только к одной оси ξ, которая па-
раллельна оси x, то есть КПР сохраняет величину и 
направление наклона плоской волны, изменяя только 



 129

амплитуду. Если αγ – корень функции Бесселя, то пло-
ская волна не проходит через оптическую систему на 
рис. 1, так как ее амплитуда на выходе равна нулю. 

2.4. Преобразование периодической функции 
Пусть на входе в оптическую систему на рис.1 

имеется световое поле, комплексная амплитуда ко-
торого есть периодическая функция: 
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тогда на выходе оптической системы на рис. 1 поя-
вится световое поле, комплексная амплитуда кото-
рого есть КПР-образ от функции (22): 
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Из уравнения (23) следует, что КПР переводит 
периодическую функцию в другую периодическую 
функцию с тем же периодом. 

В частности, КПР сохраняет косинус (или синус): 
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Заметим, что если γω  – корень функции Бес-
селя, то 0R ≡ .  

2.5. Преобразование окружности 

Пусть исходной функцией является бесконеч-
но узкое кольцо или окружность: 

( ) ⎟
⎠
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⎝
⎛ +−= 22 yxRдx,yf , (26) 

R – радиус кольца. 
Фурье-образ функции (26) есть функция Бесселя: 

( ) ( ) ( ) ( )RсрRJrdrrсJrRдрсF 0
0

0 22 =−= ∫
∞

, (27) 

а КПР-образ радиальной функции можно вычислить 
с помощью уравнения (11): 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

0002
2

rdrrсJгrJRrJрR
р
гсR  (28) 

Интеграл (28) можно найти в справочнике [9]: 

( ) ( ) ( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+<<−−

+>

−<

=
−

∞

∫
b;acba,r

рab

b,a,c
,ba,c

xdxcxJbxJaxJ

2
120

000

11
0
0

 (29) 

где 
ab

cbar
2

222 −+
= . 

В нашем случае из формулы (29) следует: 

( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+<<−
−+−

+>

−<

=

R;гсRг,
сгRгRр

R,г,с
,Rг,с

сR

222224

2
0
0  (30) 

 
Рис. 3. График КПР-образа узкого кольца  

(формулы (30) 

Из уравнения (30) следует, что при R+= λρ  и 
R−= λρ  КПР-образ стремится к бесконечности 

( ) +∞=ρR , а при γρ =  КПР-образ имеет минимум 

( )
22 R4R

2R
−

=
γπ

γ . При R>>γ  из уравнения (30) 

следует, что КПР-образ бесконечно узкого кольца ра-
диусом R есть два близких кольца с радиусами R-γ и 
R+γ. 

2.6. Преобразование круга 
Если исходной функцией является функция, 

описывающая круг радиуса R: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

R
rcirclx,yf , (31) 

Фурье-образ которой пропорционален функ-
ции Эйри: 

( ) ( )
с
RсRJ

рсF 12= , (32) 

то КПР-образ радиальной функции можно вычис-
лить по формуле (11): 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

00
12

2
rdrrсJгrJ

r
RrJ

рR
р
гс,иR . (33) 

Интеграл (33) вычисляется с помощью спра-
вочного интеграла [9]: 
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( ) ( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+<<−
−+

+>

−<

=

=∫
∞

b;acba,
ab

cba
рc

b,a,c
c

,ba,c

xdxcxJbxJaxJ

2
arccos1

1
0

222

0
100

 (34) 

С учетом (34) КПР-образ (33) имеет вид 

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+<<−
−+

+>

>−

=

г;сRгс,
сг

Rгс
р
г

г,сг,R
R,гс,

сR

2
arccos

0

222

 (35) 

 
Рис. 4. График КПР-образа круга (формулы (35) 

Из уравнения (35) следует, что КПР-образ 
функции круга есть кольцо с радиусом γ и шириной 
2R (R<γ) (рис. 4). При других соотношениях пара-
метров γ и R КПР-образ имеет другой вид. 

КПР – образ функции широкого кольца можно 
получить с помощью уравнения (35), примененного 
к функции 

( )
21 R

rcircl
R
rcirclrf −= . (36) 

2.7. Преобразование прямоугольника 

Пусть исходной функцией является функция 
прямоугольника со сторонами a и b: 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

b
y

rect
a
xrectx,yf , (37) 

Фурье-образ которой пропорционален произведе-
нию sinc-функций: 

( ) ( ) ( )bзcaоcabо,зF sinsin4 ⋅⋅= . (38) 

Тогда КПР-образ функции (37) можно вычис-
лить с помощью уравнения (9): 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
0

sin sin
4

2

exp

R

aо bзгR x, y
р о з

J г о з i xо yз dоdз

= ×

× + +⎡ ⎤⎣ ⎦

∫∫
. (39) 

Так как  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4sin sinaо bз eхр ia eхр ia eхр ib eхр ib= − ξ − − ξ η − − η⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦i , 

то достаточно рассмотреть только одно слагаемое из 
четырех в уравнении (39): 

( )

( ) ( ){ }
2

2 2
0

1 2

exp
R

J г о згI
р оз

i о x a з y b dоdз

+
= − ×

× + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

∫∫ . (40) 

Интеграл (40) нельзя вычислить с помощью 
аналитических функций, но вторая смешанная про-
изводная от интеграла (40) может быть выражена с 
помощью δ-функции: 

( ) ( ) ( ){ }
2

2
2 21

0 exp
2 R

I г J г о з i о x a з y b dоdз
x y р
∂

= + + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂ ∫∫  

( ) ( )
2

0 exp cos
2 R

г J гr irс и rdrd
р

= ϕ− ϕ =⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫  

= ( ) ( ) =∫∫
2

00

R

rdrrсJгrJг   

( ) =−= сгд ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++− 22 byaxгд . (41) 

С учетом уравнения (41) и четырех слагаемых 
в уравнении (39) получим, что 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

2
2 2

2 2

2 2

2 2 .

R x, y
д г x a y b

x y

д г x a y b

д г x a y b

д г x a y b

∂
= − + + + −

∂ ∂

− − + + − −

− − − + + +

+ − − + −

 (42) 

Из уравнения (42) следует, что КПР-образ функ-
ции прямоугольника имеет такой вид, что его конту-
рами являются окружности радиуса γ с центрами в 
точках с координатами (-a, -b), (-a, b), (a, -b) и (a, b) . 

2.8. Преобразование функции Гаусса 
Пусть на входе в оптическую систему на рис.1 

имеется световое поле, комплексная амплитуда ко-
торого описывается функцией Гаусса: 

( )
2

2

rf r eхр
щ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (43) 

Фурье-образом которой также является гауссовая 
функция: 

2 2
2 exp

4
с щF(с) рщ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (44) 

Тогда КПР-образ функции (43), вычисленный с 
помощью формулы (5), имеет вид: 

( ) ( )∫ ++=
р

dиси,гсгfгс,иR
2

0

sinsincoscos ϕϕϕ =

( ) =−+= ∫
−− расимметричнрадиальнот.к.f

dгссгfг
2

0

22 cos2 ϕϕ  
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=
2 2 2

2 2 2
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02 2

22 exp г с iгсрг J
щ щ

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= 

=
2 2

02 2 2

22 exp expг с гсрг I
щ щ щ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (45) 

где 0I (x) – модифицированная функция Бесселя. 
Из уравнения (45) следует, что КПР сохраняет 

функцию Гаусса, но умножает ее на модифициро-
ванную функцию Бесселя нулевого порядка: 

( ) ( ) ( )ixJixI m
m

m −=  

и на постоянную величину. 

2.9. Преобразование моды Бесселя n–го порядка 

Пусть исходной функцией является функция 
Бесселя произвольного порядка, умноженная на уг-
ловую гармонику: 

( ) ( ) ( ) ( )expnf x, y f r, J бr in= ϕ = ϕ . (46) 
Фурье-образом функции (46) является функция 

бесконечно узкого кольца: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

exp exp cosn
R

F о,з J бr in irс и rdrd= ϕ − ϕ− ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫ = 

= ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0

exp exp exp cos
р

nin J бr in и irс и d rdr
∞

θ ϕ− − ϕ− ϕ⋅ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0

2 expn
n nр i in J бr J rс rdr

∞

= − θ =∫

( ) ( ) ( ) ( )2 expn д б с
р i in F с,и

б
−

− θ = , 47) 

а КПР-образ можно вычислить с помощью уравне-
ния (10): 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 exp cos
2 R

гR r, F с,и J гс irс и сdсdи
р

ϕ = ⋅ ϕ − =⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 exp exp cosn

R

г i д б с J гс in irс и сdсdи
б

= − − ⋅ θ ϕ− =⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0

exp 2n n
n

г i д б с J гс in рi J rс сdс
б

∞

= − − ϕ ⋅ =∫  

( ) ( ) ( )0
2 expn
рг J бг J бr in
б

= ϕ . (48) 

При получении выражения (48) было использо-
вано интегральное представление функции Бесселя: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0

exp cos exp int
2

n р

n

i
J x ix t dt

р
−

= ∫ . (49) 

Из уравнения (48) следует, что КПР сохраняет 
функцию Бесселя n –го порядка, умноженную на 

угловую гармонику, домножая ее на константу. Ес-
ли бг  – корень функции Бесселя нулевого порядка 

0J (αγ)=0, то функция Бесселя n-го порядка не про-
пускается через оптическую систему на рис. 1. 

3. Численное моделирование 
Моделирование кольцевого преобразования 

Радона осуществлялось с помощью вычисления 
двух дискретных преобразований Фурье (прямого и 
обратного) и умножения на функцию Бесселя: 

( ) ( )[ ][ ]x,yfJy,xF ℑ⋅ℑ=′′ −1  (50) 

ℑ  и 1−ℑ  – символ прямого и обратного пре-
образования Фурье, H  – функция Бесселя. В дис-
кретном варианте преобразование Фурье вычисля-
ется в виде двойной суммы: 

( )
1 1

0 0

2exp
N N

mn kl
k l

рF f i mk nl
N

− −

= =

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∑ , (51) 

а функцию пропускания выберем в виде: 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=

22
0 22

NnNmнгJJ mn , (52) 

где н  – разрешение в частотной плоскости. 
В таблице 1 приведены исходные изображения 

на входе Фурье-коррелятора ( ) 2
f x, y (первый и 

второй столбец): точка, квадрат, круг, а также изо-
бражения на выходе Фурье-коррелятора ( ) 2

F x , y′ ′  
(столбцы 3-5) для соответствующих значений пара-
метра y (радиуса окружности). 

Из таблицы 1 видно, что с ростом параметра γ 
происходят следующие преобразования. Когда γ 
существенно меньше размеров объекта, объект из-
меняется незначительно, происходит лишь размы-
тие контура. Когда γ сопоставимо с размером объек-
та, происходит существенное размытие. Когда же γ 
становится больше размеров объекта, по центру 
объекта возникает пустота, а интенсивность появля-
ется по краям объекта. 

Очевидно, что КПР-образ в некоторой точке 
максимален, если на исходном изображении на 
кольце радиуса y с центром в этой точке интенсив-
ность также максимальна. Поэтому предположим, 
что КПР-преобразование можно использовать для 
обнаружения колец на изображении. 

Для примера рассмотрим изображение с циф-
рами (рис. 5). 

 
Рис. 5. Арабские цифры 

Цифры состоят из отрезков прямых линий и дуг 
окружностей. Окружности могут быть разных диамет-
ров. В цифрах встречаются дуги окружностей с диа-
метром, равным приближенно половине высоты всей 
цифры (такие дуги характерны для цифр «2», «3», «5», 
«6», «8», «9» и «0», рис. 6a) и с диаметром, равным 
приближенно высоте всей цифры (такие дуги харак-
терны для цифр «3», «6», «8», «9» и «0», рис. 6b). 
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а)    

б)   
Рис. 6. Приближение арабских цифр  

дугами окружностей: 
a) дуги окружностей с диаметром, равным 
приближенно половине высоты всей цифры, 
b) дуги окружностей с диаметром, равным 

приближенно высоте всей цифры 
При проведении эксперимента изображение с 

цифрами (рис. 5) подавалось на вход КПР-преобразова-
ния, однако наибольший контраст наблюдались при не-
скольких значениях параметра γ  (рис. 7). 

 
Рис. 7. Зависимость контраста  

от параметра г  для изображения цифр 

КПР-образы при γ , соответствующих макси-
мальному контрасту, показаны на рис. 8.  

а) 

 

б) 

 

в) 

 
Рис. 8. КПР-образы изображения цифр  
при значениях параметра г , для которых  

контраст максимален: 
а) КПР-образ изображения цифр при 10=γ ; 
б) КПР-образ изображения цифр при 17=γ ; 
в) КПР-образ изображения цифр при 31=γ  

На них видно, что при 10=γ  наибольшую ин-
тенсивность на КПР-образе имеют отсчеты, соответст-

вующие центрам окружностей с диаметром, равным 
приближенно половине высоты всей цифры. При 

17=γ , наибольшую интенсивность на КПР-образе 
имеют отсчеты, соответствующие центрам окружно-
стей с диаметром, равным приближенно высоте всей 
цифры. При 31=γ  КПР-преобразование дало размы-
тие всех цифр, не позволяющее выделить центры ок-
ружностей, из дуг которых эти цифры состоят. 

На реальном изображении также происходит 
размытие контуров (рис. 9).  

а)  

б)  
Рис. 9. Результат КПР-преобразования 
 на реальном изображении при 10=г : 

a) входное изображение; 
b) выходное изображение 

Заключение 
В работе получены следующие результаты. 

y Введено в рассмотрение некоторое обобщение 
двумерного интегрального преобразования Ра-
дона, названное кольцевым преобразованием 
Радона (КПР), которое отличается от обычного 
преобразования Радона тем, что свертывает 
функцию не с прямой линией, а с окружностью. 

y Получены основные свойства линейного инте-
грального КПР: связь с преобразованием Фурье; 
обратное кольцевое преобразование Радона; 
смещение КПР-образа при смещении функции; 
масштабирование КПР-образа при масштабиро-
вании функции. 

y Вычислены КПР-образы от некоторых функций: 
точки, круга, кольца, синусоиды, прямоуголь-
ника, Гаусса, Бесселя n-го порядка. 
С помощью численного моделирования показана 

возможность использования Фурье-коррелятора, мо-
делирующего КПР, для обнаружения дуг окружностей 
на изображении, например, частей цифр или букв. 
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Таблица 1. Результаты прохождения изображений некоторых геометрических объектов  
через Фурье-коррелятор, моделирующий КПР, при различных параметрах γ  

Выходное изображение 
Входное изображение 

10=γ  30=γ  50=γ  
Точка 

 
 

   

Квадрат (120x120) 
 

 
   

Круг (R=60 px) 
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