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Аннотация 

Рассмотрено дифференцирование оптических импульсов при отражении с помощью ре-
зонансных дифракционных решёток. Показано, что для дифференцирования при отражении 
следует использовать субволновые диэлектрические решётки с плоскостью симметрии, па-
раллельной плоскости решётки. Предложен критерий оптимизации для расчёта параметров 
дифференцирующей решётки. Приведены результаты расчета решёток для дифференциро-
вания пикосекундных импульсов при отражении, обеспечивающих различные соотношения 
между точностью дифференцирования и энергией отражённого импульса. 
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Введение 

Оптические элементы для дифференцирования 
временных оптических сигналов представляют 
большой интерес для широкого спектра приложе-
ний, включающего сверхбыструю оптическую об-
работку информации, оптические вычисления, оп-
тическое распознавание и кодирование, формиро-
вание временных импульсов заданной формы 
[1, 2]. Под дифференцированием оптического им-
пульса понимается дифференцирование огибаю-
щей импульса. 

Для дифференцирования импульсов были пред-
ложены различные варианты брэгговских решёток 
[2–9]. При этом операция дифференцирования мо-
жет быть выполнена как при пропускании, так и 
при отражении. Для дифференцирования при про-
пускании используются длиннопериодные воло-
конные решётки (в англоязычной литературе – 
long-period fiber gratings) [2–5], а также брэгговские 
структуры с апериодической модуляцией показате-
ля преломления [8, 9]. Для дифференцирования 
при отражении используются брэгговские решётки 
с дефектами [6, 7]. Общим недостатком брэггов-
ских структур является их относительно большой 
продольный размер, составляющий от десятков 
микрон до сантиметров [2–9]. 

В работах [10, 11] показано, что резонансные 
дифракционные решётки позволяют дифференци-
ровать оптические импульсы. В [10, 11] диффе-
ренцирование осуществляется при пропускании в 
окрестности частот резонансов, связанных с воз-
буждением в решётке собственных квазиволно-
водных мод. С практической точки зрения важно, 
что резонансные дифракционные решётки, по 
сравнению с брэгговскими структурами, имеют 
значительно меньший продольный размер (~1 
микрон в ближнем ИК диапазоне). В настоящей 
работе впервые показано, что резонансные ди-
фракционные решётки позволяют выполнить опе-
рацию дифференцирования оптического импульса 
при отражении. 

Дифракция импульса  
на дифракционной решётке 

Рассмотрим оптический импульс с центральной 
частотой ω0 и огибающей P(t), распространяющийся 
по оси Oz. Амплитуда импульса имеет вид: 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

0 0 g

0

, exp i i /

exp i d ,

E z t k z t P t z v

G k z i t
∞
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где функция ( ),E z t  представляет в зависимости от 

поляризации x- или y-компоненту электрического 

поля, ( )k cω = ε ω  — волновое число, gv c= ε  

— групповая скорость, ε  — диэлектрическая про-

ницаемость среды, ( )G ω  — спектр огибающей им-

пульса. Дисперсия материала в дальнейшем не учи-
тывается. Огибающая импульса ( )P t  может быть 

представлена через спектр импульса ( )G ω  в виде: 

( ) ( ) ( )exp i dP t G t
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= ω − ω ω∫ . (2) 

Соответственно, производная огибающей (2) n-
го порядка имеет вид: 
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Пусть импульс нормально падает на дифракци-
онную решётку (рис. 1). Огибающая отражённого 
импульса в 0-ом порядке дифракции имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )ref 0 exp i dP t R G t
∞

−∞

= ω + ω ω − ω ω∫ , (4) 

где ( )R ω  — комплексный коэффициент отражения 

(комплексная амплитуда 0-го отражённого порядка 
дифракции) как функция частоты.  

Разложив ( )R ω  в ряд Тейлора в окрестности 0ω , 

получим из (3), (4) огибающую отражённого им-
пульса в виде: 
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Рис. 1. Геометрия решётки 
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Формула (5) представляет огибающую отра-
жённого импульса в виде линейной комбинации 
производных огибающей падающего импульса. Со-
гласно (5), если коэффициент отражения решётки 
имеет вид 

( ) ( )0 0~ i ,R ω − ω − ω ω − ω < Ω , (6) 

где Ω  — спектральная ширина импульса, то 

( ) ( )ref ~P t P t′ , то есть решётка будет выполнять 

дифференцирование огибающей импульса. Опреде-
ление конфигурации решётки и расчёт её парамет-
ров из условия получения отражения в виде (6) яв-
ляется сложной задачей, которая не может быть ре-
шена аналитически. Отметим, что функция 
отражения ( )R ω  зависит от геометрических пара-

метров дифракционной решётки, таких как период, 
ширина и высота ступенек и т.д. 

Геометрия решётки для дифференцирования 
импульсов в отражении 

Дифракционная решётка будет осуществлять 
дифференцирование огибающей, если «вес» 1-го 
слагаемого в (5), содержащего первую производ-
ную, будет значительно больше веса остальных сла-
гаемых. Большая величина слагаемого с номером 

1n =  достигается при резких изменениях коэффи-
циента отражения в окрестности частоты 0ω , обес-

печивающих большую величину производной 

( )0R′ ω . Резкие изменения спектра отражения про-

исходят в окрестности частот волноводных резонан-
сов, соответствующих возбуждению в решётке соб-
ственных квазиволноводных мод [12–17]. В окрест-
ности волноводных резонансов для комплексного 
коэффициента отражения справедливо следующее 
приближённое представление [12–14, 17]:  

( ) z
R

p

R r
ωω −

ω ≈
ω − ω

, (7) 

где r  — некоторая константа (коэффициент отра-
жения вдали от частоты резонанса), pω  — ком-

плексная частота собственной моды структуры, R
zω  

— комплексный ноль, соответствующий полюсу 

pω . Отметим, что в силу условия причинности 

pIm 0ω < . 

Согласно (5), (6), решётка для дифференцирова-
ния должна иметь нулевое отражение на частоте 0ω . 

Из (7) следует, что решётка может иметь нулевое 
отражение в окрестности резонанса при условии 

zω ∈ℝ. Это условие (условие действительности ну-

ля в (7)) выполняется для субволновых диэлектри-
ческих решёток, симметричных в направлении рас-
пространения импульса (имеющих плоскость сим-
метрии, параллельную плоскости решётки) [13, 17]. 
Простейшая дифракционная решётка такого типа 
показана на рис.1. 

Рассмотрим субволновую диэлектрическую ре-
шётку, у которой существуют только нулевые рас-
пространяющиеся порядки дифракции. Обозначим 

ud uu( ), ( )RT ω ω  ( )du dd( ), ( )RT ω ω  комплексные коэф-

фициенты пропускания и отражения при нормаль-
ном падении волны единичной амплитуды на ре-
шётку сверху (снизу). Будем предполагать, что ко-
эффициенты пропускания и отражения определены 
таким образом, что квадраты их модулей соответст-
вуют интенсивностям дифракционных порядков при 
единичной амплитуде падающих волн. В окрестно-
сти волноводного резонанса коэффициенты ud( )T ω , 

uu( )R ω , du ( )T ω , dd( )R ω  имеют вид, аналогичный 

(7). Из соотношений взаимности [17] и из симмет-
рии решётки в направлении распространения им-
пульса следуют следующие равенства: 

( ) ( )
T
z

ud du
p

T T t= =
ω − ω

ω ω
ω − ω

, (8) 

( ) ( )dd u
p

R
z

u rR R= =
ω − ω

ω ω
ω − ω

. (9) 

Поскольку решётка диэлектрическая (из непо-
глощающего материала), то имеет место закон со-
хранения энергии: 

( ) ( )
( ) ( )

2

ud 1 dd 2

2 2 2

uu 1 du 2 1 2 ,

T I R I

R I T I I I

ω ω

ω =ω

+ +

+ + +
 (10) 

где 1 2,I I  — амплитуды падающих сверху и снизу 

волн. Совместно решая уравнения (8)–(10), можно 
получить, что для невырожденных резонансов 

R
zω ∈ℝ и T

zω ∈ℝ, то есть на некоторых частотах в 

окрестности резонанса коэффициенты отражения и 
пропускания всегда обращаются в ноль. Отметим, 
что если решётка не обладает симметрией в направ-
лении распространения импульса, то выполняется 
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только условие T
zω ∈ℝ, в то время как ноль R

zω  в 

общем случае является комплексным [13]. В случае 
наклонного падения условия действительности ну-
лей R

zω , T
zω  выполняются для решёток, имеющих 

одновременно плоскости симметрии, параллельные 
плоскости решётки и перпендикулярные ей [17]. 
Выводы остаются верными и при отсутствии одной 
из двух падающих волн. 

Таким образом, для дифференцирования при от-
ражении следует использовать субволновые диэлек-
трические решётки, симметричные относительно 
направления распространения импульса. В таких 
решётках может быть достигнуто нулевое отраже-
ние при частоте 0 zω = ω . В частности, данному ус-

ловию удовлетворяют дифференцирующие при от-
ражении брэгговские решётки с дефектом, рассмот-
ренные в работах [6, 7]. Важно отметить, что 
диэлектрические решётки с плоскостью симметрии, 
параллельной плоскости решётки, устойчивы к тех-
нологическим погрешностям в высоте решётки. 
Ошибки в высоте профиля такой решётки (при со-
хранении симметрии) приведут только к некоторому 
смещению нуля отражения R

zω , который по-

прежнему останется действительным. Это означает, 
что решётка будет по-прежнему дифференцировать 
падающий импульс, но со смещённой центральной 
частотой [6, 8, 18]. 

Расчёт дифференцирующих решёток 

Рассмотрим выбор критерия оптимизации для 
расчёта параметров дифференцирующей решётки. 
Для этого оценим веса слагаемых в выходном сиг-
нале (5). Из формул (3), (5) несложно получить сле-
дующую оценку для модуля n-ой производной: 

( ) ( )d
d

d

n
n

n

P t
G

t

+Ω

−Ω

≤ Ω ⋅ ω ω∫  . (11) 

Соответственно, в качестве оценки веса n–го 
слагаемого в (5), содержащего производную n-го 
порядка, будем использовать величину 

( )

0

d

! d

nn

n n

R
W

n
ω=ω

ωΩ=
ω

. (12) 

В работе [11] показано, что при выполнении 
приближения (7) величины , 1nW n≥  образуют гео-

метрическую прогрессию. При этом знаменатель 
прогрессии меньше единицы при выполнении усло-

вия p 0ω − ω > Ω . Последнее условие обеспечивает 

сходимость ряда Тейлора для ( )0R ω + δ  при δ < Ω  

и, соответственно, корректность представления (5).  
Для определения параметров дифракционной 

решётки, формирующей первую производную, 
предлагается использовать следующий критерий оп-
тимизации: 
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 (13) 

где p — вектор оптимизируемых параметров ди-
фракционной решётки, γ≥0 — некоторая константа. 
В частности, для решётки на рис.1 ( ), ,d w h=p , где 

d — период решётки, w и h — ширина и высота сту-
пеньки. Критерий (13) представляет собой произве-
дение двух сомножителей. Первый сомножитель от-
вечает за качество дифференцирования. Его мини-
мизация соответствует максимизации в (5) веса W1 
слагаемого с номером n=1 относительно суммы ве-
сов всех остальных слагаемых. При этом, как следу-
ет из (13), достаточно максимизировать вес W1 толь-
ко относительно весов W0, W2. В работе [10] показа-
но, что улучшение качества дифференцирования 
влечёт уменьшение амплитуды отражённого сигна-
ла. Второй сомножитель в (13) отвечает за максими-
зацию амплитуды (энергии) отражённого сигнала. 
При этом параметр γ определяет соотношение меж-
ду качеством дифференцирования и энергией отра-
жённого сигнала. Поскольку в (13) отсутствует яв-
ная зависимость от формы огибающей импульса, 
рассчитанная по этому критерию решётка будет вы-
полнять дифференцирование огибающей отражён-
ного импульса любой формы при условии, что 
спектр огибающей лежит в пределах определённого 
спектрального интервала [11]. 

В качестве примера была рассчитана решётка на 
рис. 1 для дифференцирования TM-поляризованных 
импульсов с центральной частотой ω0=1,2153⋅1015c-1 
(λ0≈1550нм) и спектральной шириной Ω=4,25⋅1012

с
-1. 

Для диэлектрических проницаемостей материалов 
использовались следующие значения: εgr=5,5 (мате-
риал решётки), εout=2,1 (материал над решёткой, под 
решёткой и в щелях решётки). Указанные значения 
соответствуют материалам типа феррит-гранат и 
кварц. Расчёт геометрических параметров решётки 
проводился на основе оптимизации по критерию 
(13) при γ=0 с использованием метода последова-
тельного квадратичного программирования [19]. 
При этом для расчёта спектров отражения R(ω) ис-
пользовался метод фурье-мод в формулировке работ 
[20–23]. Полученные в результате оптимизации па-
раметры решётки указаны в подписи к рис. 2. 

В левой колонке рис. 2а показаны модуль (не-
прерывная линия) и аргумент (пунктирная линия) 
коэффициента отражения R(ω) рассчитанной решёт-
ки. Согласно рис. 2а, левая колонка, в пределах ука-
занного интервала частот комплексный коэффици-
ент отражения решётки с высокой точностью соот-
ветствует функции дифференцирующего фильтра 

( ) ( )diff 0~ iR ω − ω − ω . 
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a)   

б)   

в)   
Рис. 2 . Левая колонка:  модуль (непрерывная линия) и аргумент (пунктирная линия) коэффициента отражения решётки. 

Вертикальным пунктиром отмечен использованный в расчёте спектральный интервал 1 12
0 , 4,25 10 c−ω − ω < Ω Ω = ⋅  

Правая колонка: Модуль амплитуды огибающей отражённого сигнала (непрерывная линия), модуль аналитически 
рассчитанной производной (пунктирная линия) и огибающая падающего импульса (точечная линия, шкала справа).  

Параметры решёток и коэффициенты корреляции (r):  
(a) 1040нмd = , 610нмh = , 760нмw = ; r= 0,9999 

 (б) 1050нмd = , 590нмh = , 810нмw = ;  r = 0,9995 

(в) 1060нмd = , 570нмh = , 780нмw = ; r=0,9853   

В правой колонке на рис. 2а представлен пример 
работы решётки при падающем импульсе с гауссов-
ской формой огибающей ( ) 2 2exp( / 2 ),P t t= − σ  где 

σ=0,471 пс. Непрерывной линией показан модуль 
амплитуды огибающей импульса, отражённого от 
рассчитанной решётки, пунктирной линией — мо-

дуль аналитически вычисленной производной и то-
чечной линией — огибающая падающего импульса. 
Модуль аналитически вычисленной производной на 
рис. 2а в правой колонке привёден с масштабным 
коэффициентом, обеспечивающим равенство мак-
симальных значений модулей аналитической произ-
водной и огибающей отражённого импульса. Для 
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характеристики меры близости модулей аналитиче-
ской производной и огибающей отражённого им-
пульса будем использовать выборочный коэффици-
ент корреляции [24]. Для графиков на рис. 2а, пра-
вая колонка, выборочный коэффициент корреляции 
равен 0,9999. Напомним, что рассматриваемая ре-
шётка была рассчитана при γ=0 в (13), то есть из ус-
ловия максимума качества дифференцирования. 
При этом максимальная амплитуда отражённого 
сигнала составляет всего 1,5% от максимальной ам-
плитуды падающего импульса. 

Увеличивая параметр γ в (13), можно рассчиты-
вать решётки, обеспечивающие большую величину 
амплитуды огибающей отражённого импульса, но 
при худшем качестве дифференцирования. В каче-
стве примера на рис. 2б, в представлены модули и 
фазы коэффициентов отражения решёток, рассчи-
танных при двух возрастающих значениях парамет-
ра γ (γ=0,2 и γ=0,3, соответственно). Параметры ре-
шёток указаны в подписи к рисунку. В правой ко-
лонке на рис. 2б, в представлены расчётные 
амплитуды импульсов, отражённых от указанных 
решёток. В качестве падающего импульса использо-
вался импульс с вышеуказанными параметрами. Ри-
сунки 2б, в показывают увеличение амплитуды от-
ражённого сигнала при одновременном снижении 
качества дифференцирования.  

Заключение 

Показано, что для дифференцирования оптиче-
ских импульсов при отражении следует использо-
вать резонансные субволновые диэлектрические 
решётки с плоскостью симметрии, параллельной 
плоскости решётки. Получен критерий оптимизации 
для расчёта параметров дифференцирующей решёт-
ки. С использованием указанного критерия рассчи-
таны резонансные решётки для дифференцирования 
пикосекундных импульсов при отражении. Рассчи-
танные дифракционные решётки обеспечивают раз-
личные соотношения между точностью дифферен-
цирования и амплитудой (энергией) отражённого 
импульса. Результаты моделирования дифракции 
пикосекундного импульса с гауссовской огибающей 
по времени на рассчитанных резонансных решётках 
показывают высокую точность дифференцирования. 
Значение коэффициента корреляции между модулем 
аналитической производной и огибающей отражён-
ного импульса может превышать 0,999. При этом 
максимальная амплитуда отражённого импульса со-
ставляет 1,5–2,5% от максимальной амплитуды па-
дающего импульса. 
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TEMPORAL DIFFERENTIATION OF OPTICAL SIGNALS IN REFL ECTION 
USING RESONANT GRATINGS 

N.V. Golovastikov, D.A .Bykov, L.L. Doskolovich, V.A. Soifer.  
 Image Processing Systems Institute of the RAS, 

Samara State Aerospace University 

Abstract  
The possibility of performing time-domain differentiation of optical pulse by the use of reso-

nant gratings is considered. It is demonstrated that the subwavelength resonant gratings with a 
horizontal mirror plane is well suited for time-domain differentiation in reflection. A method for 
computing the grating parameters is proposed and the resonant gratings intended for differentia-
tion of picosecond pulses are computed. The computed gratings provide various ratios between 
differentiation accuracy and the energy of the reflected pulse. 

Key words: diffraction grating, resonance, optical differentiation. 
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