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ВЛИЯНИЕ ДИФРАКЦИИ НА ИЗОБРАЖЕНИЯ,  
СОГЛАСОВАННЫЕ С ВЫТЯНУТЫМИ СФЕРОИДАЛЬНЫМИ ВОЛНОВЫМИ ФУНКЦИМИ 

С.Н. Хонина, В.В. Котляр  
Институт систем обработки изображений РАН, г. Самара 

Аннотация 
Рассмотрены свойства вытянутых сфероидальных волновых функций нулевого порядка, важные для ди-

фракционной оптики: инвариантность к преобразованию Фурье, устойчивость к диафрагмированию в оптиче-
ских системах, самовоспроизведение на некотором расстоянии в свободном пространстве. Исследованы влия-
ние размеров диафрагмы на точность передачи сигнала, согласованного с вытянутыми сфероидальными волно-
выми функциями линзовыми системами. Проведено сравнение с функциями Гаусса-Эрмита. 

Введение 
Вытянутые сфероидальные волновые функции 

(ВСВФ) известны в оптике, прежде всего, как моды 
оптических систем с ограниченной апертурой и 
проходящие через такие оптические системы без 
искажений [1-4]. 

ВСВФ представляют собой полный набор 
функций с ограниченной спектральной полосой, 
которые ортогональны как на данном конечном ин-
тервале, так и на бесконечном интервале [5]. Таким 
образом, бесконечным рядом по ВСВФ можно пред-
ставить любое световое поле. Суперпозиция ВСВФ, 
аппроксимирующая некоторое световое распределе-
ние, будет обладать модовым характером при про-
хождении через оптические линзовые системы с 
ограниченной апертурой. То есть, изображение бу-
дет устойчиво к дифракционным эффектам, связан-
ным с ограниченными размерами апертуры оптиче-
ской системы.  

Заметим, что разложение поля или изображе-
ния, сформированного оптической линзовой систе-
мой по базису ВСВФ является оптимальной проце-
дурой в смысле минимального количества слагае-
мых разложения, число которых равно числу степе-
ней свободы оптической системы по Шеннону [6, 7]. 

В [8] высказано предположение, что обобщен-
ные двумерные ВСВФ [9] обладают также свойст-
вом самовоспроизведения при распространении в 
пространстве, то есть они являются собственными 
функциями оператора дифракции Френеля от огра-
ниченной апертуры.  

В данной работе с помощью численного моде-
лирования исследуется устойчивость одномерных 
ВСВФ к преобразованию Френеля. Кроме того, ис-
следуются другие свойства ВСВФ, важные для ди-
фракционной оптики: инвариантность к преобразо-
ванию Фурье, устойчивость к диафрагмированию в 
объектной плоскости. 

Также проведены численные эксперименты, 
моделирующие прохождение сигнала, представ-
ляющего собой суперпозицию ВСВФ, через линзо-
вую систему с ограниченным зрачком в спектраль-
ной плоскости. Исследуется влияние размеров диа-
фрагмы на точность передачи сигнала. Проводится 
сравнение с функциями Гаусса-Эрмита. 

1. Свойства ВСВФ, используемые в 
дифракционной оптике 

После разделения трехмерного скалярного 
волнового уравнения в вытянутых сфероидальных 

координатах возникает дифференциальное уравне-
ние [10]: 
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которое имеет непрерывное вещественное решение 
ψ(x), ограниченное при любых x. С точностью до 
константы решение единственно. Здесь и далее: c – 
произвольное положительное число, m – неотрица-
тельное целое. Для упрощения записи в дальнейшем 
будем опускать зависимость величин от c.  

Обозначим специальные значения χ, при которых 
существуют непрерывные решения через χm,n, n=m, 
m+1… . Эти собственные значения могут быть так 
обозначены, поскольку 0<χm,m<χm,m+1<... . Соответст-
вующие им решения обозначим ψm,n(x). Собственные 
функции ψm,n(x) четные, если n-m – четное число и 
нечетные, если n-m – нечетное число. Также они име-
ют ровно n-m нулей на открытом интервале |x|<1. 

Функции ψm,n(x) известны [11, 12] как вытяну-
тые сфероидальные волновые функции порядка m. 
Однако особый интерес представляют ВСВФ нуле-
вого порядка. Благодаря ряду замечательных 
свойств они играют важную роль во многих при-
кладных задачах.  

Функции ψ0,n(x), которые далее будем обозна-
чать просто ψn(x), удовлетворяют интегральному 
уравнению [10]: 
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где λn – собственные числа, 0...1 10 >>λ>λ> . При 
этом собственные числа интегрального преобразо-
вания определяют количество энергии соответст-
вующей собственной функции, концентрирующейся 
на данном ограниченном интервале. Собственные 
числа, близкие к единице, показывают, что данная 
ВСВФ имеет за пределами данного интервала ма-
лую долю энергии. Поведение λn  как функции от n 
таково, что до некоторого n0=2c/π собственные чис-
ла имеют значения близкие к единице, а после − 
резко спадают до нуля.  

Используя (2) функция ψn(x) можно продлить 
на все пространство [−∞, ∞]. Рассмотрим преобразо-
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вание Фурье аналитического продолжения ψn(y) 
(при λn ≅1): 
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Из (2) получаем: 
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где sinc(x)=sin(πx)/πx, ∗−знак свертки, 
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практически равен нулю вне интервала [−w0,w0 ]: 

)(€
2

)(€
0

w
w
ww nn ψ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Π≅ψ , 

T
cw
π

=0 . (4) 

ВСВФ нулевого порядка являются собствен-
ными функциями преобразования Фурье на ограни-
ченном интервале [3,10,13]:  
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с учетом комплексного сопряжения и замены пере-
менных: 
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Используя правило нормировки, выбранное в [5]: 
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и свойство (4), получаем выражение для преобразо-
вания Фурье на бесконечном интервале: 
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и выражение для sinc-преобразования (2) на беско-
нечном интервале: 
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Все перечисленные свойства взаимосвязаны и 
следуют один из другого. Например, из (2) и (10) 
следует свойство двойной ортогональности (8): 
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Также из (5), учитывая, что: 
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ψn(x) − действительные, можно получить (2): 
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2. Численные результаты 
Одним из важнейших свойств ВСВФ нулевого 

порядка из перечисленных в разделе 1, является ин-
вариантность к преобразованию Фурье на ограни-
ченном отрезке (5)−(7). То есть функция ψn(x) вос-
производится в зоне дифракции Фраунгофера или в 
фокальной плоскости сферической линзы с точно-
стью до коэффициента, определяемого размерами 
диафрагмы в объектной плоскости. 

Известен ряд функций, инвариантных к преоб-
разованию Фурье в бесконечных пределах. Напри-
мер, в [14] рассматривается способ синтеза объек-
тов, инвариантных к преобразованию Фурье путем 
композиции исходной функции и ее Фурье-образа. 
Однако при введении диафрагмы свойство Фурье-
инвариантности таких объектов нарушается. Более 
удобными для диафрагмирования являются функ-
ции Гаусса-Эрмита и Гаусса-Лагерра, энергия кото-
рых как в объектной, так и частотной плоскостях 
сконцентрирована на ограниченном отрезке. Хотя, 
строго говоря, эти функции инвариантны к преобра-
зованию Фурье в бесконечных пределах. 

В [15] были использованы функции Гаусса-
Эрмита (ФГЭ) как начальное приближение в итера-
ционном расчете ВСВФ нулевого порядка:  
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где Hn(x) - многочлен Эрмита, σ - радиус гауссового 
пучка, 21−= cσ . 

В данной работе расчет одномерных ВСВФ 
проводился на основе алгоритма, описанного в ра-
ботах [16, 17]. 

На рис. 1, 2 показаны графики ФГЭ и ВСВФ 
(рис. 1а, 2а) и модулей их Фурье-образов (рис. 1б, 
2б), полученных с помощью формулы (5), при раз-
личных значениях параметра c.  

Для c=20, n=3 вся энергия ψn(x) сконцентриро-
вана на отрезке [−1,1] (λn(c)≅1,00, n0=12). Энергия 
gn(x) также практически вся включается в этот отре-
зок. На рис. 1б видно, что обе функции демонстри-
руют инвариантность к преобразованию Фурье: 
среднеквадратичное отклонение модуля спектра 
ФГЭ от модуля самой ФГЭ составило δ=0,12%, а 
для ВСВФ отклонение определялось лишь ошибкой 
численного интегрирования и составило δ=0,0001%. 

 
Рис. 1. Сравнение Фурье-спектров для ФГЭ 

 и ВСВФ при n=3, c=20, λn(c)≅1,00: 
 (а) ФГЭ (линия 1)  

и ВСВФ (линия 2); (б) модули ФГЭ (линия 1)  
и ее Фурье-образа (линия 2), ВСВФ (линия 3)  

и ее Фурье-образа (линия 4).  
Для c=10, n=5 за отрезком [−1,1] находится ме-

нее 18% энергии ψn(x) (λn(c)=0,825, n0=6), аналогич-
но и для gn(x). Однако на рис. 2б видно существен-
ное нарушение свойства Фурье-инвариантности для 
ФГЭ (δ=28,24%) и его сохранение для ВСВФ 
(δ=1,02%). 

Двумерные ВСВФ нулевого порядка могут 
быть получены как произведение одномерных 

)()(),( yxyx mnnm ψψψ ⋅= . На рис. 3 показана дву-
мерная ВСВФ (3,5) для c=10 (а) и c=7 (б) и их Фу-
рье-образы (соответственно рис. 3в и 3г). 

В [8] было сделано предположение, что ВСВФ 
обладают также свойством самовоспроизведения при 
распространении в пространстве. Параксиальное рас-

пространение световых полей в свободном простран-
стве описывается преобразованием Френеля: 
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Рис. 2. Сравнение Фурье-спектров для ФГЭ и ВСВФ 

при n=5, c=10, λn(c)=0,825: (а) ФГЭ (линия 1) 
 и ВСВФ (линия 2); (б) модули ФГЭ (линия 1)  
и ее Фурье-образа (линия 2), ВСВФ (линия 3) 

 и ее Фурье-образа (линия 4). 

        
 а  б 

        
 в   г 

Рис. 3. Двумерная ВСВФ (3,5) для c=10 (а) и c=7 (б) 
и их Фурье-образы, (в) и (г), соответственно. 
На рис. 4, 5 показаны графики ВСВФ и модулей 

их Френель-образов, полученных с помощью форму-
лы (12), при различных значениях параметра c. 
Видно, что ψn(x), собственные числа λn которых 
практически равны единице (то есть на отрезке 
[−T/2,T/2] заключена вся энергия), примерно сохра-
няет свой вид (с точностью до масштаба) на всей 
оптической оси (рис. 4). Если же λn<1, то ψn(x) в 
зоне дифракции Френеля претерпевает значитель-
ные изменения, затем с ростом расстояния z посте-
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пенно восстанавливается и самовоспроизводится в 
зоне дифракции Фраунгофера (рис. 5). 

 
Рис. 4. Распространение ВСВФ при n=3, c=20, 

λn(c)≅1.00 в свободном пространстве: модули при 
z=0 (линия 1), z=500 мм (линия 2), z=2750 мм 

(линия 3), z=5000 мм (линия 4). 

 
Рис. 5. Распространение ВСВФ при n=5, c=10, 
λn(c)=0,825 в свободном пространстве: модули  

при z=0 (линия 1), z=500 мм (линия 2), 
 z=2750 мм (линия 3), z=5000 мм (линия 4). 

На рис. 6 показаны графики среднеквадратич-
ного отклонения модулей Френель-образов от моду-
лей исходных ВСВФ для различных значений соб-
ственных чисел. Видно, что для ψn(x) с λn≅1 откло-
нения значительно ниже, и самовоспроизведение 
наступает гораздо раньше, чем для ψn(x) с λn<1. 

 
Рис. 6. Среднеквадратичное отклонение 

 при распространении ВСВФ при n=3, c=20, 
λn(c)≅1,00 (линия 1) и при n=5, c=10, λn(c)=0,825 

(линия 2) в свободном пространстве  
в зависимости от расстояния z. 

Благодаря свойству (7) изображение, согласо-
ванное с ВСВФ, будет обладать модовым характе-
ром при прохождении через оптические линзовые 
системы с ограниченной апертурой. То есть, такое 
изображение будет устойчиво к дифракционным 
эффектам, связанным с ограниченными размерами 
апертуры оптической системы.  

ВСВФ представляют собой полный набор ор-
тогональных функций с ограниченной спектральной 
полосой. Таким образом, бесконечным рядом по 
ВСВФ можно представить любое световое поле: 
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В [7] показано, что существенными являются 
первые M≤n0 членов ряда (14). Именно n0=2с/π 
=2Tw0 определяет число Шеннона для ВСВФ [3]. 
Кроме того, при вычислении коэффициентов (14) 
для n>n0 будет происходить деление на λn≈0, что 
может вносить существенные ошибки. Поэтому бу-
дем далее рассматривать некоторую аппроксимацию 
заданного светового поля: 
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Заметим, что выражение (2) можно рассматри-
вать как коэффициенты (14) ряда (13) для функции: 
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и пользуясь свойством ортогональности (8), получаем: 
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Чтобы повысить точность аппроксимации (15), 
нужно увеличивать значение параметра c, так как 
n0=2с/π. На рис. 7 показаны аппроксимации прямо-
угольника ВСВФ для различных значений парамет-
ра с и Фурье-спектры этих аппроксимаций. Видно, 
что ростом параметра c точность аппроксимации 
повышается: δ=14,98% (рис. 7а), δ=13,46% (рис. 7в), 
δ=11,88% (рис. 7д). Однако за это приходится пла-
тить расширением спектра (сравни рис. 7б, г, е). Ес-
ли ряд (15) содержит только ψn(x) с собственными 
числами, практически равными 1 (то есть λM≅1), то 
спектр изображения )(€ xf  будет находиться внутри 
отрезка [−w0, w0], w0=c/Tπ. Если же λM<1, то спектр 
выйдет за этот отрезок. Так как λ12(20)=0,588, 
λ18(30)=0,707, λ30(50)=0,865, то нет гарантии, что 
спектры полученных аппроксимаций не выйдут за 
частоту w0.  
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Рис. 7. Аппроксимации прямоугольника ВСВФ для 

различных значений параметра с (а, в, д) и 
соответствующие им модули спектров (б, г, е). 

Однако при соблюдении условия M≤n0, коли-
чество энергии в спектре за отрезком [−w0, w0] будет 
немного, и потери информации при таком диафраг-
мировании будут невелики. На рис. 8 приведены 
результаты моделирования прохождения сигнала 
через линзовую систему с ограниченным зрачком. 

При моделировании рассматривалась аппрок-
симация косинусного сигнала )(€ xf  рядом (15) по 
ВСВФ и, для сравнения, по ФГЭ. При M=16, c=30 
среднеквадратичная ошибка аппроксимации соста-
вила δ=7,19% для ВСВФ и δ=11,29% для ФГЭ (рис. 
8а и 8б соответственно линия 1 − исходный сигнал, 
линия 2 − аппроксимация). На рис. 8ж показаны 
графики модулей спектров каждой из аппроксима-
ций: линия 1 − для ВСВФ, линия 2 − для ФГЭ. Далее 
спектры подвергались усечению до частоты wc. 

Учитывая, что λ16(30)=0,985, усечение до час-
тоты wc=5 (w0=5,31) не должно привести к потере 
информации в изображении. Действительно, в этом 
случае среднеквадратичное отклонение интенсивно-
сти изображения от интенсивности аппроксимации 
составило δ=0,02% для ВСВФ (рис. 8в) и δ=0,93% 
для ФГЭ (рис. 8г). При уменьшении размеров диа-
фрагмы ошибка будет расти. Так, при усечении 
спектра до частоты wc=1,5 отклонение составило 
δ=24,17% для ВСВФ (рис. 8д) и δ=34,67% для ФГЭ 
(рис. 8е). 

На рис. 9 приведены графики среднеквадра-
тичного отклонения интенсивности изображения от 
интенсивности аппроксимации косинусного сигнала 
по ВСВФ (линия 1) и по ФГЭ (линия 2) в зависимо-
сти от частоты усечения спектра wc. Видно, линия 1, 

за исключением некоторых точек, лежит ниже ли-
нии 2. То есть ВСВФ обеспечивают меньшие иска-
жения для изображающих систем с ограниченным 
зрачком, чем ФГЭ.  

 
  а   б 

 
  в   г 

 
  д   е 

 
ж 

Рис. 8. Аппроксимации косинусной функции  
рядом (16) по ВСВФ (а) и по ФГЭ (б) при M=16, 

c=30, и восстановление этих аппроксимаций  
по спектру (ж), усеченному до частоты  

wc=5 (в, г) и wc=1,5 (д, е).  

 
Рис. 9. Ошибка изображения при аппроксимации 
косинусной функции рядом (15) по ВСВФ (линия 1) 

 и по ФГЭ (линия 2) в зависимости от частоты 
усечения спектра wc. 

На рис. 10 приведены графики эффективности, 
то есть количества энергии, сохранившейся в изо-
бражении, при прохождении через линзовую систе-
му аппроксимации косинусного сигнала по ВСВФ 
(линия 1) и по ФГЭ (линия 2) в зависимости от ши-
рины диафрагмы 2wc в частотной плоскости. Видно, 
что линия 1 практически достигает 100% на частоте 
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wc=4,5 и лежит выше линии 2 вплоть до частоты 
wc=3,3.  

Таким образом, на основании рис. 9 и 10 мож-
но говорить, скорее, о выигрыше ВСВФ, по сравне-
нию с ФГЭ в смысле меньших искажений сигнала, 
чем энергетических потерь. 

 

 
Рис. 10. Эффективность изображения  

при аппроксимации косинусной функции рядом (15)  
по ВСВФ (линия 1) и по ФГЭ (линия 2)  

в зависимости от частоты усечения спектра wc.  
Заключение 

В данной работе получены следующие ре-
зультаты. 

На численных примерах подтверждена устой-
чивость дифракционной картины Фраунгофера вы-
тянутых сфероидальных волновых функций нулево-
го порядка к введению диафрагмы в объектной 
плоскости. Для сравнения показано, что при экрани-
ровании части энергии функций Гаусса-Эрмита их 
свойство Фурье-инвариантности нарушается.  

На численных примерах показано самовоспро-
изведение сфероидальных функций на некотором 
расстоянии при распространении в свободном про-
странстве. При этом, чем собственные числа λn 
ближе к единице, тем раньше наступает самовос-
произведение. 

Проведено численное моделирование прохож-
дения сигнала, согласованного со сфероидальными 
функциями и, для сравнения, с функциями Гаусса-
Эрмита, через линзовую систему с ограниченным 
зрачком. Исследование влияния размеров диафраг-
мы в спектральной плоскости на точность и эффек-
тивность передачи изображения показало, что выиг-
рыш сфероидальных функций, по сравнению с 
функциями Гаусса-Эрмита достигается, скорее, в 
смысле меньших искажений сигнала, чем энергети-
ческих потерь. 
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Effect of diffraction on images matched with prolate spheroidal wave functions 
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Abstract  

The paper considers the properties of prolongate zero-order spheroidal wave functions, important 
for the diffractive optics: invariance to the Fourier transform, resistance to diaphragming in optical 
systems, and self-reproduction at a certain distance in free space. The paper investigates the influ-
ence of the diaphragm size on the accuracy of transmission of a signal matched by lens systems with 
prolongate spheroidal wave functions. A comparison with the  Gauss-Hermite functions is per-
formed. 
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