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НАХОДЯЩЕГОСЯ ВО ВНЕШНЕМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ  
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Саратовский государственный университет, кафедра оптики 

Аннотация 
Предлагается эффективная вычислительная методика нахождения углов ориентации оптической оси жид-

кого кристалла, находящегося во внешнем электрическом поле, пригодная для различных граничных условий в 
ячейках с жидким кристаллом. 

 
Как известно [1,2], все оптические свойства 

жидкого кристалла определяются ориентацией его 
оптической оси относительно падающего света. 
Ориентация оптической оси в ЖК задается единич-
ным вектором, который называется директором. 
Поэтому описание оптических свойств ЖК одно-
значно связано с расположением директора относи-
тельно падающего на ЖК света, а умение находить 
ориентацию директора ЖК при изменении внешних 
условий, является важной задачей при теоретиче-
ском описании оптических свойств ЖК. Решение 
этой задачи актуально в связи с широким практиче-
ским использованием ЖК в системах отображения 
информации. В большинстве ЖК-устройств исполь-
зуются эффекты, основанные на переориентации 
директора монокристалла ЖК электрическим полем, 
например, управляемое полем двойное лучепрелом-
ление в закрученных, сверхзакрученных и незакру-
ченных структурах нематического и немато-
холестерического ЖК (НХЖК), твист - эффект и 
эффект "гость - хозяин" [1, 2]. Поэтому для исследо-
вания оптических характеристик этих эффектов 
важно уметь теоретически изучать переориентацию 
молекул моноcлоя ЖК в электрическом поле, для 
чего необходимо разработать физические модели и 
соответствующие математические методы и числен-
ные методики расчета переориентации директора 
ЖК в электрическом поле [1-3]. Подобные задачи 
решались многими авторами при различных ограни-
чениях [3-12], главным из которых является предпо-
ложение о симметричности граничных условий в 
ЖК-ячейке [4-6, 10-12]. Решение задачи при произ-
вольных граничных условиях сопряжено с трудно-
стями, в первую очередь связанными с неустойчи-
востью алгоритма решения к заданию начального 
приближения [3, 9], следствием чего является боль-
шое количество вычислений и малое быстродейст-
вие вычислительных программ. В данной работе 
предлагается быстродействующая численная мето-
дика расчета переориентации директора монослоя 
ЖК немато-холестерика в электрическом поле для 
граничных условий общего вида. 

Рассмотрим плоскопараллельный слой ЖК 
(ЖК - ячейку), заполненный НХЖК смесью с поло-
жительной диэлектрической анизотропией и поме-
щенный в электрическое поле Е, приложенное пер-
пендикулярно поверхности капилляра. Для описа-
ния ориентации ЖК в электрическом поле выберем 
декартову систему координат так, чтобы ось Z была 
направлена перпендикулярно ориентирующим по-

верхностям, а ось X совпадала с проекцией директо-
ра ЖК на плоскость XY на первой подложке. Тогда 
ориентацию директора ЖК n можно охарактеризо-
вать двумя углами: углом наклона молекул ЖК к 
плоскости XY θ и углом поворота молекул ЖК ϕ 
(рис. 1). 
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Рис. 1. Ориентация директора жидкого 

кристалла в лабораторной системе координат XYZ. 
Для большинства электрооптических эффектов 

в ЖК-ячейках, которые используются в ЖК-
устройствах отображения информации, можно счи-
тать, что изменения ориентации директора ЖК n 
(n=(cosθcosϕ, cosθsinϕ, sinθ)) происходят только 
вдоль направления Z, а в плоскости XY ЖК одноро-
ден. Управляющее поле E при этом направлено па-
раллельно оси Z. Тогда равновесное распределение 
углов ориентации директора n по толщине слоя ЖК, 
согласно континуальной теории [1, 2], достигается 
при минимальном значении свободной энергии, 
плотность которой F в данном случае можно запи-
сать в следующем виде: 
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где k11, k22 , k33 - постоянные упругости ЖК для S 
(поперечный изгиб) -, T - (кручение) - и В – (про-
дольный изгиб) - деформаций; p0 - естественный 
шаг спирали ЖК; D - индукция внешнего электри-
ческого поля. 

Минимизируя интеграл свободной энергии 
стандартным образом, получим систему дифферен-
циальных уравнений для нахождения распределения 
углов ориентации директора ЖК θ(z) и ϕ(z) (z = z/L, 
L - толщина слоя ЖК) в электрическом поле, задан-
ном величиной индукции D по Z-направлению: 
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ε⎢⎢, ε⊥ - диэлектрические постоянные ЖК параллель-
но и перпендикулярно директору, ФТ - угол закрут-
ки немато-холестерической структуры ЖК. 

Для полного решения задачи о нахождении 
распределения углов ориентации директора θ (z) и 
ϕ (z) при заданном управляющем электрическом 
напряжении систему уравнений (2) необходимо до-
полнить еще одним уравнением для управляющего 
напряжения U: 
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Интегрируя систему дифференциальных урав-
нений (2-3) с учетом соответствующих граничных 
условий, то есть условий ориентации ЖК на опор-
ных поверхностях, можно найти распределение уг-
лов ориентации ЖК θ(z) и ϕ(z). 

Граничные условия в общем виде для закру-
ченной структуры имеют вид [1,13]: 
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где Wθ и Wϕ - соответственно полярная и азимуталь-
ная поверхностные плотности энергии взаимодейст-
вия ЖК с ориентирующими его поверхностями; ин-
дексы 0, 1 относятся к первой и второй ориенти-
рующей поверхности соответственно.  

В настоящее время предполагается, что могут 
быть различные потенциалы взаимодействия ЖК с 
ориентирующими его подложками [1, 13-5]. Чаще 
всего считается, что для теоретического описания 
эффектов ориентации ЖК и соответствующих изме-
ряемых характеристик достаточно хорошим при-
ближением является потенциал Рапини [15] 
W=(W0sin2(θ -θ0,L))/2. 

Как правило, для ориентации ЖК в ячейках 
используются такие методы, при которых реализу-
ется либо сильное сцепление молекул ЖК с ориен-
тирующей подложкой (Wθ =Wϕ=∞), либо слабое 
сцепление молекул ЖК с опорными поверхностями 
только в полярном направлении (Wθ <<Wϕ=∞).  

Таким образом, интегрируя систему диффе-
ренциальных уравнений (2-3) с учетом соответст-
вующих граничных условий (4а), можно найти рас-
пределение углов ориентации директора ЖК θ (z) и 
ϕ(z) при постоянном управляющем электрическом 
напряжении. Однако прямое решение этой задачи 
сталкивается с двумя существенными трудностями, 
первая из которых связана с устойчивостью решения к 
заданию начальных условий, а вторая связана с боль-
шим количеством требуемых при этом вычислений 
вследствие с необходимостью многократно интегри-
ровать уравнения (2) [3]. С этой точки зрения лучшим 
является подход, при котором численные процедуры 
применяются не непосредственно к дифференциаль-
ным уравнениям (2), а к их интегралам [5, 6]: 
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Однако методы решения уравнений (5) были 
разработаны ранее другими авторами только для 
симметричных граничных условий (θ0 = θL) [5-9]. В 
настоящей работе предлагается способ учета произ-
вольных граничных условий для углов наклона ди-
ректора θ0, θL к подложкам при решении уравнений 
(5). Практически удобно применять уравнения (5) не 
для полного расчета ориентационного поля θ(z), 
ϕ(z), а только для определения начальных условий 
для дифференциальных уравнений (2). При этом 
поле директора определяется путем однократного 
численного интегрирования уравнений (2). 

Учитывая, что зависимость θ(z) имеет экстре-
мум (минимум или максимум) в какой-то точке zm, то 
есть θm = θ(zm), и в этой точке (dθ/dz) = 0, получим: 
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A=gm(dϕ/dz)2
m+V0

2D1
2/(1+εsin2θm), 

где gm=cos2θmk(cos2θm/ω+sin2θm), 
(dϕ/dz)m=(b-kvesinθm/ω)/gm. 
Если ввести замену переменных 

sinx=(sinθ/sinθm)±1 в системе уравнений (5), одно-
временно дополняя эту систему третьим уравнением 
для управляющего электрического напряжения, то 
получим систему нелинейных уравнений для нахо-
ждения начальных условий для дифференциальных 
уравнений (2): 
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Здесь верхний знак относится к случаю, когда θm > 
θ0,L, а нижний - когда θm < θ0,L. Таким образом, зада-
вая физические постоянные ЖК, параметры, харак-
теризующие ориентацию ЖК на подложках, управ-
ляющее напряжение U и, решая нелинейные урав-
нения (6) с соответствующими граничными усло-
виями, находим постоянные А, b и D. После этого 
искомое распределение углов ориентации директора 
ЖК θ(z) и ϕ(z) при заданном управляющем напря-
жении U находим из уравнений (2). Однако такая 
схема расчета одномерного распределения углов 
ориентации директора θ и ϕ требует больших затрат 
машинного времени, и поэтому нами реализован 
другой подход к решению поставленной задачи, 
который основан на замене одного входного пара-
метра на другой. В качестве входного параметра 
используется не управляющее напряжение, а значе-
ние максимального (минимального) угла наклона 

молекул ЖК в ячейке θm значение напряжения вы-
числяется. Такое решение вопроса кроме простоты и 
существенного выигрыша в быстродействии оправ-
дывается еще тем, что для большинства задач моде-
лирования электрооптических эффектов необходимо 
рассчитывать всю вольт-контрастную кривую в це-
лом, и поэтому неважно, что является входным па-
раметром. Решение задачи о нахождении распреде-
ления углов ориентации ЖК в электрическом поле 
заметно упрощается, если используются некоторые 
ограничения, накладываемые на вид граничных ус-
ловий и не противоречащие практике получения 
однородно ориентированных образцов ЖК:  
1) полярные углы ориентации молекул ЖК на 
обеих подложках равны θ0=θL (симметричные гра-
ничные условия);  
2) молекулы ЖК на подложках при подаче 
управляющего электрического напряжения не ме-
няют свою ориентацию (жесткие граничные усло-
вия). Тогда необходимо решать систему всего пер-
вых двух нелинейных уравнений системы (6) для 
нахождения постоянных А, b и D и последующего 
интегрирования уравнений (3). В этом случае нели-
нейные уравнения (6) переходят в уравнения, анало-
гичные полученным в работе [6].  

Описанный выше метод вычисления одномер-
ных распределений углов ориентации директора ЖК 
в электрическом поле позволяет не только использо-
вать единообразный алгоритм поиска решения для 
разнотипных граничных условий, но и обеспечивает 
устойчивость. Кроме этого, описанный метод реше-
ния позволяет значительно сократить объем необхо-
димых вычислений, так как в дифференциальные 
уравнения приходится интегрировать всего один раз. 

Если рассматривать статические одномерные 
деформации твист- или незакрученной структуры 
нематического ЖК без хиральной добавки (ΦT≤ 90о, 
2πL/p0 = 0), то соответствующие дифференциальные 
и нелинейные уравнения сильно упрощаются, но 
методика отыскания распределения углов ориента-
ции директора ЖК в электрическом поле θ(z) и ϕ(z) 
остается прежней.  

На основе описанного выше метода разработа-
ны алгоритм и компьютерная программа для вычис-
ления распределений углов ориентации директора 
ЖК в электрическом поле при различных условиях 
ориентации ЖК на подложках. Для апробации мето-
да, алгоритма и вычислительной программы, было 
проведено сопоставление рассчитанных и экспери-
ментально определенных пороговых напряжений, 
крутизны вольт-контрастных кривых и зависимостей 
пропускания от напряжения для твист-эффекта и эф-
фекта «гость-хозяин», которое показало, что расхож-
дение между ними не превышает 5%. Хорошее коли-
чественное согласие между расчетными и экспери-
ментальными данными, а также полное согласие рас-
четных данных, полученных с использованием пред-
ложенного метода, с другими известными методами 
[4-6, 10-12] позволяет сказать, что предложенный 
метод пригоден для компьютерного моделирования 
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характеристик устройств отображения информации 
на ЖК. Разработанная на его основе программа ис-
пользуется в системе компьютерного моделирования 
характеристик устройств отображения информации 
на основе ЖК “ЭЛЕКТРООПТИКА-М” [16-19], ко-
торая нашла применение при исследовании и разра-
ботке различных типов ЖК-индикаторов и ЖК-
 экранов [20-22] и позволила избавиться от проведе-
ния натурного моделирования ЖК-устройств ото-
бражения информации. Эта программа используется 
также в универсальной компьютерной системе 
MOUSE-LCD, разработанной совместно кафедрой 
оптики СГУ и группой профессора В.Г. Чигринова 
(Институт кристаллографии РАН) [23-26]. 

Работа выполнена в рамках грантов CRDF 
REC-006 (U.S. Civilian Research and Development 
Foundation for the Independent States of the Former 
Soviet Union) и "Ведущие научные школы" № 00-15-
96667 Российского фонда фундаментальных иссле-
дований. 
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Abstract  

The article proposes an efficient computational technique for finding the orientation angles of 
the optical axis of a liquid crystal in an external electric field. This technique is suitable for various 
boundary conditions in liquid crystal cells. 
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