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Показано, что среди многомодовых вращающихся лазерных пучков, комплексная амплиту-
да которых может быть представлена как линейная суперпозиция мод Лагерра-Гаусса с 
определенными номерами, имеются световые пучки с нулевым орбитальным угловым мо-
ментом. Также рассмотрены примеры вращающихся лазерных пучков с нулевым орбиталь-
ным угловым моментом, представленных в виде суперпозиции мод Бесселя и гипергеомет-
рических мод. Впервые с помощью жидко-кристаллического микродисплея был сгенериро-
ван вращающийся бесселевый пучок с нулевым орбитальным угловым моментом. 

В последнее время возрос интерес к вращающим-
ся модовым лазерным пучкам Лагерра-Гаусса (ЛГ) в 
свободном пространстве [1] или нелинейной среде 
[2], а так же к пустым (hollow) лазерным пучкам [3], 
эллиптическим пучкам Бесселя [4] и оптическим 
вихрям с эллиптической симметрией [5]. Вращение 
лазерных многомодовых пучков впервые рассматри-
валось в [6-8]. Известно также, что моды ЛГ, Бесселя 
и другие обладают орбитальным угловым моментом 
(ОУМ) [9]. Микрообъекты, помещенные в попереч-
ное сечение таких пучков, будут совершать вращения 
по замкнутой траектории типа светового кольца [10]. 

Однако остается не выясненным вопрос о связи 
между ОУМ лазерного пучка и возможностью вра-
щения распределения интенсивности в его попереч-
ном сечении. Далее мы покажем, что из множества 
вращающихся световых пучков, комплексную ам-
плитуду которых можно представить как линейную 
суперпозицию мод ЛГ с определенными номерами 
(m,n), есть световые пучки с нулевым ОУМ. Также 
мы приведем примеры вращающихся световых пуч-
ков с нулевым ОУМ, которые являются суперпози-
цией мод Бесселя и Гипергеометрических мод. 

Любое параксиальное световое поле, описывае-
мое комплексной амплитудой E(x,y), при z=0 можно 
разложить в ряд по базису мод ЛГ: 

,
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где C(n,m) – комплексные коэффициенты с номера-
ми n и m, причем m – азимутальный индекс, 
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= , ω0 – радиус перетяжки Гауссового пуч-

ка, (r, φ) – полярные координаты, ( )m
nL x  – присоеди-

ненные многочлены Лагерра. В [7] приведено усло-
вие на номера мод в уравнении (1), при которых ин-
тенсивность в поперечном сечении многомодового 
пучка ЛГ будет вращаться при его распространении 
вдоль оси z: 
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где (n,m) и (n’,m’) номера двух любых мод из ли-
нейной комбинации (1). Постоянная величина B/4 
равна числу оборотов, которое совершает многомо-
довый пучок ЛГ от z=0 до z=∞. Причем половину 
этих оборотов пучок совершит на расстоянии от z=0 

до z=z0, где 
2
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=  – расстояние Рэлея, k=2π/λ – 

волновое число света. В [11] получено уравнение 
для проекции на ось z линейной плотности орби-
тального углового момента линейно поляризованно-
го лазерного пучка на единицу мощности, состоя-
щего из суперпозиции мод ГЛ (1): 
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где w – циклическая частота света. Из уравнений 
(1)-(4) следует:  
1) фазы коэффициентов C(n,m) не влияют на значе-

ния B и Jz, но влияют на вид интенсивности свето-
вого поля из уравнения (1) 2( , , ) ( , , )I x y z E x y z= ;  

2) число оборотов согласно уравнению (3) при вра-
щении пучка (1) зависит только от комбинации 
номеров мод (n, m) и не зависит от выбора зна-
чений коэффициентов C(n, m);  

3) ОУМ (4) определяется только азимутальными но-
мерами m мод ЛГ и значениями модулей коэффи-
циентов ( , )C n m  и не зависит от выбора номеров 
n. Поэтому с помощью подходящего выбора 
комбинации номеров (n, m) и модулей коэффи-
циентов ( , )C n m  можно реализовать различные 
варианты сочетаний значений B и Jz . 
На рис. 1 приведены численные примеры. В пер-

вой строке показаны распределения интенсивности 
4-хмодового пучка ЛГ с коэффициентами C(12,0)=1, 
C(11,2)=1, C(10,-4)=i, C(9,6)=1. Такой пучок не вра-
щается (B=0), но имеет положительный ОУМ 
(wJz=1). 

Во второй строке рис. 1 показаны распределения 
интенсивности 5-ти модового пучка ЛГ с коэффици-
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ентами C(2,2)=i, C(3,1)=1, C(4,0)=-1, C(4,-2)=1, 
C(4,-4)=1. Такой пучок вращается влево (B=-1) и 
имеет отрицательный ОУМ (wJz =-3/5).  

В третьей строке рис. 1 показаны сечения интен-
сивности 3-х модового пучка ГЛ с коэффициентами 
C(10,-2)=1, C(8,0)=1, C(4,2)=1. Этот пучок вращает-
ся влево (B=-3), но не обладает ОУМ (wJz =0). 

И в четвертой строке рис.1 показан 2-х модовый 
пучок ЛГ с коэффициентами C(1,-1)=1, C(9,1)=1. 
Этот пучок вращается вправо (B=8) и также не об-
ладает ОУМ (wJz =0). Параметры моделирования: 
длина волны света λ=633 нм; радиус перетяжки 
фундаментальной моды ЛГ ω0 =0,1 мм; размер каж-
дой картинки на рис. 1 – 1мм×1мм; расстояние, на 
котором рассчитывались интенсивности на рис. 1 
(слева направо) z=30 мм, z=40 мм, z=50 мм. 

 
Рис. 1. Распределения интенсивности (негатив)  
в поперечном сечении многомодовых пучков ЛГ, 

рассчитанных на расстояниях z=30 мм (1 столбец), 
 z=40 мм (2 столбец), z=50 мм (3 столбец) для:  

4-х модового (1 строка), 5-ти модового (2-строка), 
 3-х модового (3 строка) и 2-х модового (4 строка) 

Для суперпозиции мод Бесселя (1) вместо выра-
жения (2) запишем: 
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γ
α = θ = , θn – угол наклона к оси z кони-

ческой волны, Jm(x), J’m(x) – функция Бесселя и ее 
производная, γn – корень функции Бесселя. Моды 
Бесселя (5) нормированы на единицу в круге радиуса 
R. Лазерный пучок (1), состоящий из мод Бесселя бу-
дет вращаться [12] на конечном расстоянии от исход-
ной плоскости (z=0) при условии, что номера мод 
(n,m), входящих в суперпозицию (1) будут удовле-
творять условию: 
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Число B1/2 равно числу оборотов, которые совер-
шает интенсивность в сечении пучка на расстоянии 
равном одной длине волны λ. Проекция на ось z ли-
нейной плотности орбитального углового момента ла-
зерного пучка на единицу мощности, состоящего из 
суперпозиции мод Бесселя рассчитывается с помощью 
уравнения (4). Из уравнений (4) и (6) следует, что под-
бором номеров (n, m) можно сформировать пучки Бес-
селя, обладающие вращением интенсивности в попе-
речном сечении (B1 ≠ 0), но имеющие нулевой орби-
тальный момент (Jz = 0). На рис. 2 показаны 
распределения интенсивности 2-модового пучка Бес-
селя с коэффициентами C(α5,3)=1 и C(α10,-3)=1. Такой 
пучок вращается влево (B1= −12,5×10-8) и не обладает 
орбитальным моментом (Jz=0). Параметры расчета: 
λ=633 нм, α5=5×10-4, α10=10×10-4, размер картин ди-
фракции на рис.2 – 5×5 мм. 
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Рис. 2. Распределения интенсивности в сечении 2-
модового пучка Бесселя, рассчитанные на разных 

расстояниях z от начальной плоскости: 
 1 м (а), 2 м (б) и 3 м (в) 

В [13] приведен ортогональный базис функций, 
удовлетворяющих параксиальному уравнению рас-
пространения. Эти функции можно рассматривать 
как еще один тип параксиальных световых мод сво-
бодного пространства. Мы называем их гипергеомет-
рические (ГГ) моды, так как они описываются через 
гипергеометрические функции. Как и моды Бесселя 
ГГ-моды обладают бесконечной энергией, и поэтому 
на практике их можно сформировать с помощью ам-
плитудно-фазового фильтра или цифровой голограм-
мы с кольцевой апертурой. Поэтому ГГ-моды будут 
сохранять свои модовые свойства только на конеч-
ном расстоянии вдоль оптической оси. 

Для суперпозиции ГГ-мод (1) вместо (2) и (5) за-
пишем ( )1R : 
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Эти моды будут ортонормированны в кольце с 
радиусами R и 1−R : 
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γ = , ( )1 1 , ;F a b x  – конфлюэнтная гипергео-

метрическая функция, Г(x) – гамма-функция. 
Условие вращения для многомодового ГГ-пучка 

имеет вид: 
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где B2/4 – число оборотов, которые совершит пучок 
(1) с модами (7) в промежутке от z=1 до z=R. Заме-
тим, что в промежутке от z= 1R-  до z=1 ГГ-пучок 
совершит B2/4 оборотов в обратную сторону. 

Проекция на ось z линейной плотности орби-
тального углового момента лазерного пучка (1) с 
модами (7) на единицу мощности описывается по-
прежнему выражением (4). Поэтому, используя 
условие вращения (10) и выражение для орби-
тального углового момента (4), можно сформиро-
вать лазерный пучок, у которого, например, будет 
вращаться поперечное распределение интенсив-
ности и будет нулевой орбитальный момент. На 
рис. 3 показаны распределения интенсивности 
двухмодового ГГ-пучка с коэффициентами 
C(0,2)=1 и C(3,-2)=1. Такой пучок вращается вле-
во (B2=−0,75) и не обладает орбитальным момен-

том (Jz=0). Параметры расчета: λ=633 нм, γ0=0, 
γ3=13,597, размер картин дифракции на рис. 3 – 
4×4 мм. 

Заметим, что в [14] исследован частный случай 
ГГ-мод при γ=−i, которые формируются с помощью 
спиральной фазовой пластинки с пропусканием 
exp(imϕ). Эти моды обладают одинаковыми фазо-
выми скоростями, и поэтому их линейная комбина-
ция (1) не может вращаться при распространении. 
Это также следует из условия вращения (10) при 

' constn n= =  (B2=0).  
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Рис. 3. Распределения интенсивности в сечении 
двухмодового ГГ-пучка, рассчитанные на разных 

расстояниях z от начальной плоскости:  
1,5 м (а), 2 м (б) и 2,5 м (в) 

В заключении приведем некоторые эксперимен-
тальные данные. При проведении экспериментов ис-
пользовался бинарный жидко-кристаллический мик-
родисплей CRL Opto SXGA H1 с разрешением 
1280×1024. На рис. 4 показана бинарная фаза, предна-
значенная для формирования двухмодового пучка Бес-
селя формирования светового поля, представляющего 
собой суперпозицию двух мод Бесселя c номерами 
C(α1, 3)=C(α2, –3)=1 (α1=1,4×104, α2=7×103). Размер 
сформированной фазы составил 7×7 мм.  

 
 

 
Рис. 4. Бинарная фазовая картина, 
сформированная на микродисплее 
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г                                   д                                      е 

Рис . 5. Картина дифракции вращающегося двухмодового пучка Бесселя  
на разных расстояниях от микродисплея (а, б, в – эксперимент,  
г, д, е – теория): z=720 мм (а, г); z=735 мм (б,д); z=765 мм (в, е) 
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Распределения интенсивности в сечении одного 
из двух сформированных пучков, измеренные на 
разных расстояниях от микродисплея с помощью 
CCD-камеры, показаны на рис. 5. 
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ROTATION OF LASER BEAMS WITH ZERO OF THE ORBITAL ANGULAR MOMENTUM  
V.V. Kotlyar1,2, S.N. Khonina1,2, R.V. Skidanov1,2, V.A. Soifer1,2  

1Image Processing Systems Institute оf the RAS, Samara, Russia, 
2Samara State Aerospace University (SSAU), Samara, Russia 

Abstract: 
It is shown that among multimode rotating laser beams, whereby the complex amplitude can be 
represented as a linear superposition of Laguerre-Gauss modes with particular numbers, there 
are some light beams with zero of the orbital angular momentum. Besides, we look into 
examples of rotating laser beams with the zero orbital angular momentum represented as a 
superposition of Bessel modes and hypergeometric modes. A rotating Bessel beam with the 
zero orbital angular momentum was first generated by a liquid crystal microdisplay. 
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