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Аннотация 
Разрабатывается метод формирования признакового пространства применительно к задаче 
классификации кровеносных сосудов глазного дна. Предлагаемый метод основан на оцени-
вании кривизны центральных линий сосудов предварительно обработанных с использова-
нием сглаживающих фильтров с различной полосой пропускания (с различной степенью 
сглаживания), что при вычислении дифференциальных характеристик приводит к исполь-
зованию вейвлет-преобразования. Проводится исследование эффективности предложенных 
признаков и сравнение с существующими методами формирования признаковых про-
странств. 

 
Введение 

Кровеносные сосуды глазного дна человека, при 
отсутствии каких-либо заболеваний, влияющих на 
их состояние, представляют собой протяженные 
древовидные объекты со слабо искривленными сег-
ментами. При возникновении определенных заболе-
ваний в сетчатке глаза могут происходить патологи-
ческие изменения, в том числе связанные с измене-
нием структуры кровеносных сосудов. При помощи 
измерений геометрических характеристик крове-
носных сосудов может быть получена информация о 
степени тяжести заболевания, а также о прогресси-
ровании патологических процессов со временем. 
Этот фактор является важным для ранней неинва-
зивной диагностики различных заболеваний, в том 
числе не офтальмологического характера.  

Большинство существующих методов автомати-
зированной диагностики заболеваний глазного дна 
связаны с выявлением и анализом патологических 
изменений кровеносных сосудов сетчатки (см., 
например, [1]-[3]). Это связано с тем, что наиболее 
распространенные виды заболеваний (такие как са-
харный диабет, полицитемия, анемия, лейкоз, ги-
пертоническая болезнь) нередко начинаются с пато-
логии глаза и сопровождаются изменениями струк-
туры сосудистого русла глазного дна. В частности 
одним из наиболее информативных признаков, ис-
пользуемых для диагностики таких заболеваний, 
является извилистость кровеносных сосудов глазно-
го дна человека. 

В работах [4]-[6] представлены методы форми-
рования признаковых пространств, позволяющих 
производить непосредственно классификацию кро-
веносных сосудов на нормальные и патологичные. 
Указанные методы основаны на расчете оценки из-
вилистости центральных линий сосудов, как прави-
ло, с использованием различных дифференциальных 
характеристик. Эффективность таких методов при 
классификации кровеносных сосудов глазного дна 
показана в работах [4], [5] и др. В качестве исход-
ных данных в указанных работах используются цен-
тральные линии кровеносных сосудов глазного дна, 
получаемые как с использованием различных алго-

ритмов трассировки (автоматически), так и меди-
цинским экспертом (вручную) и представляющих 
собой дискретные кривые. Предложенные в работах 
методы, основаны на использовании оценки кривиз-
ны центральной линии. Впоследствии на основе 
оценок кривизны рассчитывается характеристика 
степени извилистость сосуда, по значениям которой 
проводится классификация всех кривых на два клас-
са: извилистые и неизвилистые. Представленные в 
работах методы, по-сути, отличаются способом 
формирования характеристики степени извилисто-
сти по значениям оценки кривизны. Следует отме-
тить, что существенным недостатком указанных 
методов является неустойчивость к различного рода 
шумам и ошибкам, возникающим при получении 
исходных центральных линий, вследствие несовер-
шенства алгоритмов трассировки. Неустойчивость 
также связана с использованием дифференциальных 
характеристик (кривизна), которые учитывают ин-
формацию только в некоторой локальной окрестно-
сти исследуемой точки и являются чрезвычайно 
чувствительными к шумам. 

В настоящей работе предлагается метод, явля-
ющийся развитием методов выявления патологиче-
ских изменений структуры сосудистой системы 
глазного дна, основанных на анализе центральных 
линий кровеносных сосудов и использовании их 
дифференциальных характеристик для формирова-
ния признакового пространства с последующей 
классификацией. Разрабатываемый метод основан 
на оценивании кривизны центральных линий сосу-
дов предварительно обработанных с использовани-
ем сглаживающих фильтров с различной полосой 
пропускания (с различной степенью сглаживания), 
что при вычислении дифференциальных характери-
стик приводит к использованию вейвлет-
преобразования. Отличительной особенностью 
предложенного метода является то, что он исполь-
зует в качестве результирующего набора признаков 
оценку кривизны центральных линий кровеносных 
сосудов, полученную при различных значениях па-
раметра масштаба вейвлет-преобразования. Предла-
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гаемый метод предполагает разделимость результи-
рующих признаков в признаковом пространстве на 
нормальные и патологичные, при этом сохраняется 
относительно небольшая вычислительная сложность.  

1. Общая характеристика кровеносных сосудов 
Рассматривая кровеносный сосуд на изображе-

нии как древовидный объект можно выделить две 
основные его характеристики: центральная линия – 
линия, представляющая собой совокупность цен-
тральных точек сосуда (т.е. точек равноудаленных 
от обеих границ сосуда), профиль – функция зави-
симости диаметра сосуда от положения точки на 
центральной линии, в которой производится изме-
рение. Разрабатываемые признаки основаны на ана-
лизе центральных линий кровеносных сосудов и не 
используют информацию о профиле сосудов, вслед-
ствие этого остановимся более подробно на описа-
нии центральной линии. 
1.1. Непрерывное предсталение центральной линии 

кровеносного сосуда 
Центральная линия кровеносного сосуда пред-

ставляет собой линию, составленную из точек рав-
ноудаленных от границ сосудов (центральных 
точек сосуда). Будем описывать ее параметриче-
ской кривой: 

( ) ( ) ( )( ) [ ], , 0,r l x l y l l L= ∈ , (1) 

где l  - натуральный параметр, L  - длина централь-
ной линии, а ,x y  – координаты точек кривой на 
плоскости. 

На значения кривой (1) накладывается ряд огра-
ничений с целью соответствия рассматриваемой 
модели физической природе кровеносных сосудов.  

1. Кривая (1) является регулярной кривой: 

0r
l
∂

≠
∂

, ( )0,l L∈ . (2) 

2. Наличие «объемности» сегмента накладывает 
ограничение на множество допустимых значений 
центральной линии, связывающее кривизну цен-
тральной линии с функцией радиуса сегмента. Для 
любого 0 l L≤ ≤  

( )R l d> , (3) 

где d  - радиус сосуда в исследуемой точке (так как 
диаметр сосуда в пределах одного сегмента практи-
чески не изменяется, то величину d  можно считать 
постоянной), ( )R l  - радиус кривизны кривой (1) – 
величина обратно пропорциональная кривизне, 
определяемой в случае задания кривой через нату-
ральный параметр следующим выражением [7]: 

( ) ( )2

2

d r l
k l

dl
= . (4) 

3. Использование второй производной в (4), а 
также необходимость расчета кривизны для форми-

рования признакового пространства неизбежно 
накладывает условие существования второй произ-
водной в правой части (4), что, впрочем, согласуется 
с физической природой кровеносных сосудов. 

4. Кривая (1) по своей физической природе не 
может иметь самопересечений. Для любых двух 
точек ( )1r l , ( )2r l , принадлежащих центральной 
линии, должно выполнятся условие: 

( ) ( ) 21 1r l r l d− > ,  (5) 

[ ]1 2 2 1, 0, , 2 .l l L l l d∀ ∈ − >  

1.2. Дискретное представление центральной линии 
кровеносного сосуда 

В работе используется равномерная дискретиза-
ция регулярной кривой (1) с шагом 1l∆ = . Цен-
тральная линия кровеносного сосуда в дискретном 
представлении описывается последовательностью 
точек плоскости: 

{ }
0,

n

n N
r r

=
=  ,  (6) 

где 1 1n nr r+ − = , 0, 1n N= − . 
Равномерная дискретизация используется для 

того, чтобы при дальнейшем сглаживании дискрет-
ной кривой избежать перераспределения точек 
вдоль кривой, которое может привести к нежела-
тельному эффекту «сгущения» точек в некоторых 
областях кривой.  

2. Формирование первичного признакового 
пространства 

Как было отмечено ранее, центральная линия 
сосуда представляется в виде гладкой регулярной 
параметрической кривой (1). Аналогично работам 
[4], [5] для описания степени извилистости кривой 
будем использовать оценку кривизны, которая пред-
ставляет собой дифференциальную характеристику 
кривой, отражающую степень изогнутости кривой в 
локальной окрестности каждой точки. 

2.1. Кривизна 
Кривизна регулярной параметрической кривой в 

непрерывном случае определяется формулой [7]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
[ ]

' '' '' '

3
2 2' ' 2

, 0,
x t y t x t y t

k t t T
x t y t

−
= ∈

+

 (7) 

где ( ) ( )' ',x t y t  – первые производные координат 
кривой (1) по параметру t  (не натуральному), 

( ) ( )'' '',x t y t  – вторые производные координат кри-
вой (1). 

Величина кривизны в каждой точке определяет-
ся локальной изогнутостью кривой в малой окрест-
ности данной точки, и некоторая её интегральная 
характеристика отражает извилистость сосуда. 
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2.2. Оценивание кривизны с использованием  
гауссовых вейвлетов 

Для выявления геометрической информации о 
центральной линии кровеносного сосуда глазного 
дна, соответствующей различным частотным диапа-
зонам колебания центральной линии, используется 
низкочастотная фильтрация с различными значени-
ями параметра полосы пропускания. 

В качестве фильтра при сглаживании использу-
ется функция Гаусса с параметром s : 

( )
2

22
2

1
2

t
s

sg t e
s

−
=

π
. (8) 

Сглаживание кривой (1) проводится при помо-
щи свертки с функцией Гаусса (8): 

( ) * ( ),
( ) * ( ).

s s

s s

x t x g t
y t y g t

=
 =

 (9) 

После сглаживания получается новая непре-
рывная кривая, имеющая вид: 

( ) ( )( ), ( )s s sr t x t y t= . (10) 
Для фиксированного значения масштаба s  для 

сглаженной кривой (10) производится расчет значе-
ний кривизны по формуле (7). Для этого необходи-
мо вычислить значения первых и вторых производ-
ных кривой после ее сглаживания: 

( ) ( )

( ) ( )

d * ,
d
d * .
d

s s s

s s s

x x t x g t
t

y y t y g t
t

 ′ ′= =

 ′ ′= =


  (11) 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

d * ,
d
d * .
d

s s s

s s s

x x t x g t
t

y y t y g t
t

 ′′ ′′= =

 ′′ ′′= =

 (12) 

Функции ( )sg t′ , ( )sg t′′  с точностью до норми-
рующих множителей являются Гауссовыми вейвле-
том первого и второго порядка соответственно.  

После расчета производных для каждого значе-
ние масштаба [ ]min max,s S S∈  производится расчет 
кривизн по формуле (7):  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

' '' '' '

3
2 2' ' 2

s s s s
s

s s

x t y t x t y t
k t

x t y t

−
=

+

, (13) 

[ ]0,t T∈ . 

В дискретном случае вычисление производных 
(11), (12) осуществляется с использованием БПФ. 
Дискретизация вейвлет-функций ( )sg t′ , ( )sg t′′  
осуществляется в спектральной области, при этом 
производится отсечение спектра вейвлета по разме-
рам кривой. Тогда погрешность дискретизации 
определяется энергией отсеченной части вейвлета  
(в частотной и пространственной области). Будем 
считать, что значения масштаба выбраны так, что 
эффективный носитель вейвлета как в простран-
ственной, так и в частотной области лежит в преде-
лах исследуемой области (очевидно, выбор других 
значений масштабной переменной является нецеле-
сообразным). Результирующее выражение для эле-
ментов матрицы кривизны является дискретным 
аналогом (13) и имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

' '' '' '

3
2 2' ' 2

s s s s
s

s s

x n y n x n y n
k n

x n y n

−
=

+

,  (14) 

0, 1n N∈ − , min max,s S S= . 

После расчета кривизн по формуле (14) с ис-
пользованием вейвлет-преобразования дискретной 
кривой получаем матрицу кривизн K  размерности 
S N× , где max min 1S S S= − +  – количество использу-
емых масштабов, а N  – количество точек дискрет-
ной кривой. 

Пример расчета кривизн для дискретных кри-
вых приведен на рис. 1. 

 

  

  
а) б) 

Рис. 1. Пример расчета кривизн для дискретных кривых, представляющих собой центральные линии кровеносных сосудов: 
 а) нормальный сосуд, б) сосуд с патологией 
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2.3. Формирование первичного признакового 
пространства 

Формирование первичного признакового про-
странства производится на основе матрицы кривиз-
ны K  по формуле: 

0

1 N
s

sk
k

T K
N =

= ∑ . (15) 

Результирующий вектор признаков 
1 2( , ,..., )S TT T T T=  имеет размерность 1S ×  и явля-

ется средневзвешенным столбцов матрицы кривизны. 

3. Формирование результирующего признакового 
пространства 

Для понижения размерности признакового про-
странства в работе производится анализ главных 
компонент [8], результатом которого является фор-
мирование результирующей системы признаков.  

3.1. Анализ главных компонент 
Рассматривая вектор первичных признаков T  

как случайный вектор, определим основные харак-
теристики, необходимые для отбора наиболее суще-
ственных компонент. 

TΣ  – корреляционная матрица случайного век-
тора T , определяемая по формуле: 

( )
, 1,

,i j
T i j S

E T T
=

 Σ =   , (16) 

где iT  – элементы случайного вектора T . 
Введем обозначения: iφ , 1,i S=  – собственные 

векторы корреляционной матрицы TΣ , iλ  - соот-
ветствующие собственные числа матрицы TΣ , при 
этом будем полагать, что собственные числа упоря-
дочены по невозрастанию, т.е.  

i jλ ≥ λ , при i j< .  (17) 

Собственные числа и собственные векторы 
находятся решением характеристического уравне-
ния матрицы TΣ  и соответствующей системы ли-
нейных уравнений [8]. 

Обозначим ( )1 2, ,...,
TSΦ = φ φ φ  матрицу, состав-

ленную из собственных векторов корреляционной 
матрицы. Разложение элементов первичного при-
знакового пространства по ортогональному базису 
собственных векторов (дискретное разложение Ка-
рунена-Лоева) имеет вид: 

T T′ = Φ . (18) 
С учетом условия (17) первые m n≤  главных 

компонент вектора T  являются наиболее суще-
ственными, при этом при отбрасывании остальных 
n m−  компонент среднеквадратичная ошибка опре-
деляется выражением: 

2

1
( ) .

n

i
i m

m
= +

ε = λ∑  (19) 

Таким образом, результирующее преобразова-
ние признакового пространства имеет вид: 

mP
X T= Φ , (20) 

где ( )1 2, ,...,m

Tm
P

Φ = φ φ φ , результирующий вектор 
признаков X  имеет размерность 1m× . 

3.2. Использование обучающей выборки  
для оценивания матрицы преобразования 

признаковых пространств 
Для построения матрицы преобразования (20) 

используется обучающая выборка центральных ли-
ний сосудов, полученных на изображениях, содержа-
щих как норму, так и исследуемый класс патологий. 

Следует отметить, что структура первичного 
признакового пространства существенно зависит от 
способа получения исходных данных (центральных 
линий сосудов). Расчет матрицы mP

Φ  преобразова-
ния (20) для формирования признакового простран-
ства производится один раз для фиксированных 
условий получения исходных данных (наиболее су-
щественными условиями являются алгоритм трас-
сировки и класс исследуемых изображений). При 
изменении условий необходимо произвести пере-
расчет матрицы mP

Φ . 
Построение матрицы mP

Φ  производится на обу-
чающей выборке, при этом рассчитанные в соответ-
ствии с формулой (15) элементы первичного при-

знакового пространства   

1 2
, ,...,

N
T T T  рассматрива-

ются как реализации случайного вектора T . Оцени-
вание корреляционной матрицы TΣ  производится 
по следующей формуле: 



1

1 N
i j

ij k k
k

T T
N =

Σ = ∑ , , 1,i j S= .  (21) 

Выбор количества существенных компонент в 
преобразовании (20) определяется допустимой по-
грешностью 2

maxε  из условия ( )2 2
maxmε < ε . 

После расчета матрицы mP
Φ  по формуле (20) 

производится преобразование элементов первичного 
признакового в результирующее пространство за-
данной размерности. 

В работе используется выборка состоящей из 
152 элементов (центральных линий). Рассчитанные 
первичные признаки представляют реализации слу-
чайного вектора T . В работе исследуются 20 значе-
ний масштабной переменной min 6S = , max 25S =  
(исследования показали, что дальнейшее увеличение 
интервала не приводит к большей информативности 
векторов признаков). Первые 7 собственных чисел 
матрицы Σ  приведены в таблице 1. 

В качестве существенных в работе выбраны 
первые три собственных числа, при этом погреш-
ность представления данных, рассчитанная по фор-
муле (19), составила: 

2 30, 4 10−ε ≤ ⋅ . 
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Собственные векторы, соответствующие вы-
бранным собственным числам и являющиеся эле-
ментами матрицы mP

Φ , представлены в таблице 2. 
Пример распределения выборки, состоящей из 

352 (включая элементы обучающей выборки), в ре-
зультирующем признаковом пространстве приведен 
на рис. 2.  

4. Экспериментальные исследования 
Разработанные методы применены для классифика-
ции кровеносных сосудов глазного дна. Для получе-

ния центральных линий используется алгоритм, 
описанный, например, в работе [9]. Исследование 
эффективности разработанного признакового про-
странства, с точки зрения линейной разделимости 
классов, проводится на выборке состоящей из 352 
элементов, из которых 214 элементов относятся к 
классу «норма» (слабо извилистые сосуды), 138 – к 
классу «патология» (извилистые сосуды). Отнесение 
центральных линий к одному из классов производи-
лось медицинским экспертом (офтальмологом).  

Таблица 1 
№ собственного 

числа 1 2 3 4 5 6 7 

Значение 0,030131 0,001009 0,000275 0,000024 0,000012 0,000002 0,000001 

Таблица 2 
 1φ  2φ  3φ  

1 -0,4382 0,1426 0,4187 
2 -0,2847 0,1454 0,3692 
3 -0,1678 0,1349 0,3308 
4 -0,0727 0,1182 0,2984 
5 0,0063 0,1006 0,2715 
6 0,0725 0,0829 0,2483 
7 0,1278 0,0658 0,2282 
8 0,1742 0,0491 0,2096 
9 0,2121 0,0336 0,1935 

10 0,2429 0,0192 0,1789 
11 0,2667 0,0053 0,1660 
12 0,2824 -0,0090 0,1536 
13 0,2892 -0,0277 0,1437 
14 0,2815 -0,0566 0,1350 
15 0,2570 -0,1001 0,1282 
16 0,2108 -0,1629 0,1238 
17 0,1416 -0,2471 0,1221 
18 0,0445 -0,3536 0,1237 
19 -0,0954 -0,4905 0,1301 
20 -0,2866 -0,6587 0,1420 

    
Рис. 2. Пример расположения элементов выборки в признаковом пространстве 
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Обучающая выборка состоит из 152 элементов, 
отбор которых носит случайный характер, Процесс 
формирования матрицы преобразования описан ра-
нее (п.3.2), Классификация элементов контрольной 
выборки производится с использованием байесов-
ского классификатора [10].  

Погрешность работы метода оценивается по 
формуле: 

m
n

δ = , 

где m  - количество ошибочных классификаций, 
n  - объем выборки. 

Погрешность метода составила: для обучающей 
выборки 0,053δ ≈  (8 неверно классифицированных 

элементов), для контрольной – 0,048δ ≈  (17 невер-
но классифицированных элементов).  

Пример распределения выборки приведен на 
рис. 2 (кружками отмечены элементы, относящиеся 
к классу «норма», «звездочками» – элементы, отно-
сящиеся к классу «патология»), Из рисунка видно, 
что классы имеют линейную разделимость. 

Сравнение эффективности предложенного при-
знакового пространства производится с данными, 
представленными в работе [4], Для сравнения вы-
браны данные, относящиеся к наиболее эффектив-
ным видам оценки извилистости сегментов, полу-
ченных автоматически (с использованием про-
граммных средств), Результаты сравнения представ-
лены в таблице 3. 

Таблица 3 

 
Предложенный метод Аналогичные методы 

Обучающая  
выборка 

Контрольная  
выборка Метод 1τ  Метод 3τ  Метод 6τ  

1− δ  94,7 95,2 91,3 89,5 89,1 

 
Заключение 

В работе предложен метод формирования при-
знакового пространства, основанный на оценивании 
кривизны центральных линий сосудов примени-
тельно к задаче классификации кровеносных сосу-
дов глазного дна. 

Исследования показали, что рассматриваемые 
классы («норма» и «патология») объектов явля-
ются линейно разделимыми в предложенном при-
знаковом пространстве. Сравнительный анализ с 
аналогичными методами показал эффективность 
разработанного признакового пространства в 
применении к задаче классификации кровеносных 
сосудов глазного дна. Предложенный метод фор-
мирования признакового пространства может 
быть использован для автоматизированной диа-
гностики патологических изменений кровеносных 
сосудов глазного дна. 

Дальнейшие исследования направлены на мо-
дификацию предложенных методов для случая не-
сколько видов патологии, а также комбинацию 
предложенного метода с методами, использующими 
в качестве исходных данных другие виды геометри-
ческой информации (например, диаметр сосудов, 
локальные направления и пр.). 
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We develop a method of formation of feature spaces with regard to the problem of classifica-
tion of the fundus blood vessels. The proposed method is based on tortuosity estimation of pre-
treated vessel central lines with the use of smoothing filters with different bandwidths (with 
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