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Аннотация 
В работе предлагается метод аналитического исследования качества равномерного распре-
деления многомерной псевдослучайной последовательности на выходе генератора LFSR-
CNS, даны асимптотические оценки отклонения генерируемого распределения от равно-
мерного на неполном периоде генератора.  

 
Введение 

Одной из основных областей применения гене-
раторов псевдослучайных последовательностей яв-
ляется численное интегрирование по методу Мон-
те-Карло [11], [3], [12]. Многие практические зада-
чи, могут быть сведены к вычислению многомерно-
го интеграла.   

Несмотря на то, что эмпирическое исследование 
генерируемой последовательности в реальных зада-
чах имеет принципиальное значение [13], [5], [12], 
[15], аналитические оценки равномерности являют-
ся одним из главных критериев, принимаемых в 
расчет при выборе генератора [3], [14], так как поз-
воляют для определенных классов функций «пред-
сказать» погрешность численного интегрирования. 

Генератор LFSR-CNS, предложенный в [1], явля-
ется естественно многомерным генератором,  позво-
ляющим генерацию естественно многомерных по-
следовательностей точек. Данный генератор был ис-
следован экспериментально в ряде работ [2], [6]. В 
данной работе описывается метод аналитического 
исследования «качества равномерности», генериру-
емой последовательности на неполном периоде ге-
нератора.  

1. Схема генерации LFSR-CNS 
Введем необходимые обозначения. 
Определение 1. Рассмотрим конечное поле 
( )qGF  из q  элементов ( q  - простое). Последова-

тельность { ( )}y n , удовлетворяющая линейному ре-
куррентному соотношению порядка s : 

1 0( ) ( 1) ... ( ) ( ),sy n b y n b y n s q−= − − − − − ∈GF    (1) 

где 0 1 0,..., ( ), 0,sb b q b− ∈ ≠GF   

( ) ( ( ),..., ( 1))Y n y n y n s= + −


, 

называется линейной рекуррентной последователь-
ностью. 

Определение 2. Последовательность  

{ ( )} { (0), (1),...}Y n Y Y=
  

,  (2) 

называется «гусеницей последовательности (1)» 
Последовательность (2) может быть записана в 

матричном виде 

( )( ) [ (0)]n
qY n Y= GFG

 

,  

где все арифметические операции выполняются в 
поле ( )qGF , матрица ( )q∈G GF  - сопровождающая 
матрица  характеристического многочлена [10] ре-
куррентного соотношения (1). 

Замечание 1. Для удобства вычислений, счита-
ем, что ( ) [0, )s sY n q∈ ∩



 , причем соответствие 
между элементами ( )qGF  и первыми q  целыми не-
отрицательными числами: установлено «тривиаль-
но»: ( )0 0q →GF 

, ( )1 1q →GF 

, …, 

( )( 1) ( 1)qq q− → −GF 

. 
Определение 3 [10]. Последовательность (1) мак-

симального периода 1sq −  называется m -последо-
вательностью.  

Справедливы следующие леммы. 
Лемма 1 [10]. Период гусеницы m -последова-

тельности периода 1sq −  также равен 1sq − . 
Лемма 2 [4]. Пусть ( )y n  - рекуррентная функция 

(8.7)  в поле ( )qGF  с ненулевыми начальными значе-

ниями (0) ( (0),..., ( 1))Y y y s= −


 и периодом, равным 
1sq − , Ψ  - неглавный характер [10] аддитивной груп-

пы поля ( )qGF . Пусть далее ( )S Nτ  задано соотно-
шением: 

( )
1

0

2( ) ( ) exp ,
N

n

iS N y n n N T
T

−

=

 = Ψ ≤ 
 

∑τ
π τ . 

Тогда справедливы оценки: 

( )

2

2

, при ;
( )

1 ln , при , 0.

s

s

p N T
S N

p s p N T


=≤ 

 + < =

τ

τ
 (3) 

Определение 4 [7]. Пусть k k×∈M   - матрица, 
все собственные числа которой больше единицы по 
абсолютной величине.  

Пусть далее множество D  представляет собой 
полную систему вычетов (mod )M , содержащую нуль. 

{ | (1,0,0,...,0) , 0,1,..., 1}.

n

n

D
ae e a q
⊇ =

= = ∈ = −






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Пара ( , )DM  называется канонической системой 
счисления (КСС) в k

 , если для каждого элемента 
kz ∈   существует единственное представление вида 

( )

0

l z
j

j
j

z a
=

= ∑M


 ,  где ja D∈
 . (5) 

Матрица M  называется основанием КСС, мно-
жество D  - множеством цифр. 

Таким образом, каждому элементу kz ∈   с ис-
пользованием КСС ставится в соответствие вектор 
цифр 

0 1 2( , , ,...)ζ ζ ζ , j ja e D= ζ ∈
  .  (6) 

Для любого 2k ≥  q -ичные канонические систе-
мы счисления существуют [7]-[9]. 

Схема генератора LFSR-CNS состоит из 2-х этапов.  
Этап 1. Выберем рекуррентное соотношение (1), 

порядка s tk= , t∈ , k − требуемая размерность 
генератора, порождающее m -последовательность и 
ненулевые начальные условия (0) (0,0,...,0)Y ≠



. 

Вычислим элементы ( )Y n


, 0,1, 2,...n =  последова-
тельности-гусеницы (2), соответствующей выбран-
ной рекуррентной последовательности. Векторы 

( ) sY n ∈


  (см. Замечание 1) называются состояния-
ми генератора LFSR-CNS. 

Этап 2. Выберем в k
  q -ичную каноническую 

систему счисления ( , )DM .  

Каждое состояние ( )Y n


 генератора LFSR-CNS ин-
терпретируем как вектор цифр (6) представления эле-
мента k

  в q -ичной канонической системе счисле-
ния. 

1

( )
0

( ) ( ) [ (0)]
s

j i
i j q

j
u Y i e Y

−

=

= =∑ GFM H G
 





 ,  (7) 

где k s×∈H  , 0 1 1( , ,..., )se e e−=H M M M  

 . 
Таким образом, согласно (7), каждому вектору со-

стояния (2) ( )Y i


 поставлен в соответствие элемент 
k

iu ∈  . 
Заметим, что вследствие единственности пред-

ставления (5), различным состояниям генератора 
( )Y i


 соответствуют различные элементы k
iu ∈  . 

2. Показатели качества равномерности 
многомерной последовательности на выходе 

генератора псевдо-случайных точек 
Для большинства приложений, использующих 

псевдослучайные последовательности и множества 
точек, предполагается [12], [3], [14], что элементы 
рассматриваемой последовательности принадлежат 

единичному кубу 
1

0

[0,1)
k

k

j

I
−

=

=∏ . 

«Качество равномерности» распределения по-
следовательности точек единичного куба оценива-
ется с использованием большого количества [3], [12] 
различных критериев, называемых отклонениями.  

Определение 5. Рассмотрим множество S  точек 
единичного куба 1 2{ , ,..., },PS x x x=

   k
ix I∈ .  

Для произвольного подмножества B  единичного 
куба kI  определим величину 

1
( ; ) ( )

N

B n
n

N B S c x
=

= ∑  , 
1, ;

( )
0, .B

x B
c x

x B
∈

=  ∉







 

Если Ξ  - непустое семейство измеримых по Ле-
бегу подмножеств kI , тогда отклонение (в общем 
случае) определяется соотношением: 

( ; )( ; ) sup ( )N k
B

N B SD P B
P∈Ξ

Ξ = −λ , (8) 

где kλ  - k -мерная мера Лебега в k
 . 

Наиболее часто используются [3], [11], [12] от-
клонения ( )PD S , * ( )PD S , задаваемые соотношениями 

( ) ( ; )P PD S D S= Ι , где { }1

0
| [ , )k

j jj
B B u v−

=
Ι = =∏  (9) 

*( ) ( ; )P PD S D S∗ = Ι , где { }1*
0

| [0, )k
jj

I B B u−

=
= =∏  (10) 

В данной работе, мы будем рассматривать аналог 
* ( )PD S . 

3. Особенности фундаментальной области 
генератора LFSR-CNS. Аналог * ( )PD S  

Определение 6 [2]. Назовем фундаментальной 
областью U  генератора LFSR-CNS множество 
точек k

 , соответствующих всем возможным со-
стояниям генератора (2), дополненное точкой 
0 (0,0,...,0)=


. 
На рис. 1. приведен пример фундаментальной 

области генератора LFSR-CNS, соответствующей 
одной из КСС в трехмерном пространстве.  

Так как множество точек на выходе генератора 
LFSR-CNS представляет собой нерегулярную, 
«фрактальную» область в k

 , для оценки качества 
равномерности генерируемой последовательности, 
неприменимы определения отклонения (9) и (10).  

Определим аналог отклонения (10), ассоцииро-
ванный с аналогом многомерного куба kI , в каче-
стве которого выступает множество, называемое 
фундаментальной областью канонической системы 
счисления. Фундаментальная область генератора 
LFSR-CNS тесно связана с фундаментальной обла-
стью используемой КСС.  
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Рис. 1. Пример фундаментальной области 

В силу свойств канонических систем счисления 
[7], если в k

  задана система счисления ( , )DM , 
любой элемент kz ∈   представим в виде: 

( )

0

1

; ;

, .

h z
j

j
j

j
j j

j

z a

a a D

=

∞
−

−
=

= ρ + σ ρ =

σ = ∈

∑

∑

M

M

  

  

 (12) 

Слагаемое ρ  в сумме (12) назовем регулярной 
частью z , слагаемое σ – сингулярной. 

Определение 7 [7]. Множество всех точек 

1
|j k

j j
j

F a a D−

≥

 
= ∈ ⊆ 
 
∑M  

 ,  (13) 

называется фундаментальной областью канониче-
ской системы счисления. 

Из определений 6, 7, а также схемы генератора 
LFSR-CNS следует, что  

sU F⊆ M . (14) 
Замечание. Фундаментальная область F  канони-

ческой системы счисления является аналогом отрезка 
[0,1) , если вместо сингулярных частей σ  в КСС-
представлении элементов k

  рассматривать пред-
ставление дробной части чисел в традиционных си-
стемах счисления. Можно также считать, что область 

kF  является аналогом многомерного единичного куба 
[0,1)k . 

Следуя подходу работы [4], определим на фун-
даментальности области системы счисления F  ме-
ру, аналогичную мере Лебега, для отрезка [0,1) . 

Определение 8. Множество чисел  

1 1
|

n
j j

j j
j j n

z z a a
∞

− −

= = +

 
Θ = = + 

 
∑ ∑M M   ,  

где ja D∈
 , у которых первые n  цифр фиксирова-

ны, назовем элементарно-цилиндрическим множе-
ством. Конечное объединение элементарно-
цилиндрических множеств назовем цилиндрическим 
множеством. 

Цилиндрические множества образуют алгебру и 
любое цилиндрическое множество есть объединение 
конечного числа непересекающихся элементарно-
цилиндрических множеств. 

Положим значение меры на элементарно-
цилиндрическом множестве Θ , у которого фикси-
рованы первые n  цифр равным   
( ) nq−µ Θ = , card | det |D q= =M . 

Меру цилиндрического множества определим 
как сумму мер непересекающихся элементарно-
цилиндрических множеств, его составляющих. 

По известной теореме теории меры, введенная 
выше мера µ  однозначно продолжается на 
наименьшую σ -алгебру, содержащую алгебру ци-
линдрических множеств и порождает на этой алгеб-
ре меру µ . 

На множестве элементов фундаментальной обла-
сти F  введем лексикографический порядок. 

Определение 9. Пусть h z F, ∈


   

1 1
,j j

j j
j j

z z e h h e
∞ ∞

− −

= =

= =∑ ∑M M


  . 

Будем говорить, что элемент h


 предшествует 
элементу z , и обозначим h z





 , если существует 
такое целое 1n ≥ , что выполняются соотношения: 

1 1 1 1 1 1, ..., ;n n n nh z h z h z− − − −= = < . 

Определение 10. Множество всех предшествен-
ников элемента z  будем называть углом Γ , а эле-
мент z  - вершиной угла. 

{ | }zГ h h z=
 



  
 Для угла Γ  с вершиной z  через nΓ  будем обо-

значать угол с вершиной  

( )

1

n
n

j
j

z z e
=

= ∑M  . 

Определение 11. Аналогично (10), для множе-
ства S F⊆  определим КСС-отклонение следующим 
образом. 

( ; )( ) sup ( )
CNS

CNS
P

I

N SD S
PΓ∈

Γ
= −µ Γ ,  (15) 

где CNSI  - множество всех углов отвечающих рас-
сматриваемой КСС. 

4. Основная теорема 
Проведем анализ равномерности последователь-

ности на неполном периоде выхода генератора 
LFSR-CNS. Заметим, что анализ равномерности на 
полном периоде представляет собой несложное 
упражнение по комбинаторике. 

Рассмотрим множество S  в (15) на выходе генера-
тора LFSR-CNS на участке периода генератора 

1sP T q< = − , масштабированное в фундаментальную 
область F  используемой канонической системы счис-
ления. 
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1

0
| ( ) ( )

s
s j

i i j
j

S s s Y i e
−

−

=

 
= = 
 

∑M M 

    (16) 

Теорема. Справедлива следующая асимптотиче-
ская оценка КСС отклонения для последовательно-
сти на выходе генератора LFSR-CNS. 

2

( )CNS
P

s TD S O
P

 
=   

 
. 

Доказательство. 
Рассмотрим произвольный угол Γ  с вершиной 

1

j
j

j
z z e−

≥

= ∑ M  . 

Покажем, что  

( ) ( ) ( )2 2;
s

N S P O s qΓ = µ Γ + . 

Пусть для { }0,1,..., 1qα∈ −  функция ( )qδ α опре-
делена равенством:  

( ) 1

( )

1, при 0
( )

0, при 0q
g q

a
q ag

a
−

∈

=
δ α = = Ω ≠

∑
GF

, 

где Ω  - характер [10], [4] аддитивной группы поля 
( )qGF , ( )a q∋ α ↔ ∈GF  в соответствии с Заме-

чанием 1. Ниже данное отображение будет подразу-
меваться. 

Пусть далее символ 
sΒ
∑  означает суммирование 

по всем тем  { }1,..., 0,1,..., 1sb b q∈ − , для которых  

1 1

s s
j j

j j
j j

b e z e− −

= =

   
   
   
∑ ∑M M 

 , 

то есть, по всем элементам угла sΓ  с вершиной 

1
j

s
j

j
z e−

=
∑M  .  Тогда имеем: 

( ) ( ) ( )

( )

1

1
0

( 1) ... ( )

1 .
s

P

q q s
t

N P y t s b y t b

O

−

Γ
Β =

= δ + − − δ − +

+

∑∑
(17) 

На основании свойств характеров аддитивных 
групп конечного поля сумму в (17) можно перепи-
сать в виде: 

( ) ( )

( )
( )( )

( )( )
( )

1

1

1
0

1

1 1
0

( 1) ... ( )

( 1) ...

... ( ) .

s

s

s

P

q q s
t

P

t a q

s s
a q

y t s b y t b

a y t s b

a y t b

−

Β =

−

Β = ∈

∈

δ + − − δ − =


= Ω + − −




Ω − 


∑∑

∑∑ ∑

∑

GF

GF

  

Выделяя слагаемое с ( )1 ... 0sa a q= = = ∈GF , 
получаем  

( ) ( )( ; ) 1sN S P R OΓ = µ Γ + + ,  (18) 

где  

( ) ( )
( )

( )
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=

∗
−
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−

=
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

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


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


⋅ Ω + − + + 


∑ ∑

∑

∑ ∑

∑

GF

GF

 (19) 

В последнем равенстве знак (*) в суммировании 
означает пропуск слагаемого с ( )1 ... 0sa a q= = = ∈GF . 
Заметим, что условие включения углов s sΒ ⊂ Γ  
равносильно системе условий 

1 1 1 1,..., ,
1, 2,..., .

j j j jb z b z b z
j s
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

=
 (20) 

Поэтому  
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Но тогда из (19) следует, что  
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 (21) 

Так как при всех 1( ,..., ) (0,...,0)sa a ≠  функция 

( ) 1 1( 1) ... ( 1) ( )s st a y t s a y t a y t−φ = + − + + + +  удовле-
творяет линейному рекуррентному соотношению 
порядка s  (см. [10])  порождающему 
m -последовательность, то при всех 

1( ,..., ) (0,...,0)sa a ≠  является 
m -последовательностью.  

Поэтому, согласно Лемме 2, справедливо нера-
венство  
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а, следовательно, и неравенство  

( )
( )

( )

( )
1

1 22 2

1 ,...,
1 ln

s

s s sj

j a a q
R q q s q O s q

∗
−

= ∈

≤ + =∑ ∑
GF

. 

Пользуясь последней оценкой, получаем  

( ) ( )2 2( ; ; )
s

kN S P O s qΓ = µ Γ + ,  (22) 

а с учетом ( ) ( ) ( )s
sP P O q−µ Γ = µ Γ + , 1sT q= −  - в 

форме  

( ) ( )2( ; )N S P O s TΓ = µ Γ + .  (23) 

Из (23) и определения ( )CNSD S  следует, что 
2

( )CNS
P

s TD S O
P

 
=   

 
. 

Теорема доказана. 

Заключение 
В данной работе предложен метод аналитиче-

ской оценки качества равномерного распределения 
на выходе генератора LFSR-CNS, дополняющий эм-
пирические тесты генератора, рассмотренные в [1], 
[2], [6]. 

Заметим, несмотря на то, что в формулировке ос-
новной теоремы указано ограничение P T< , предла-
гаемые оценки приведены в асимптотической форме. 
Получение явного выражения для констант в исполь-
зуемых асимптотических выражениях ( )O ⋅  представ-
ляет собой предмет дальнейшего исследования. 
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