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Аннотация 

Получены аналитические выражения, описывающие параксиальную векторную дифракцию 
ограниченной плоской волны на спиральной фазовой пластинке (СФП). Все три компонен-
ты электрического поля представлены в виде конечных сумм функций Бесселя. Показано, 
что при плюс и минус первом порядке СФП продольная компонента электрического поля 
не равна нулю на оптической оси. Численно также показано, что в случае параксиальной 
дифракции продольная составляющая комплексной амплитуды может давать вклад величи-
ной в несколько процентов от поперечной. 

Введение 
В современных научных исследованиях боль-

шое внимание уделяется вихревым лазерным пуч-
кам. Основные причины этого интереса заключа-
ются в повышении точности изготовления оптиче-
ских элементов, формирующих эти пучки, и в воз-
можности решения с их помощью прикладных за-
дач. В частности, одной из таких задач является 
манипуляция микрочастицами [1]. 

Вихревые лазерные пучки формируются при про-
хождении света через спиральные оптические эле-
менты, простейшими из которых являются спираль-
ная фазовая пластинка (СФП) и спиральный аксикон 
[2]. 

Существует множество работ, посвященных ана-
лизу дифракции света на спиральных оптических 
элементах, выполненных в рамках скалярной теории 
дифракции. В данной работе проводится анализ ди-
фракции на СФП в рамках параксиальной векторной 
теории. В [3] численно показано, что в ряде случаев 
заметный вклад дает продольная составляющая элек-
трического вектора, не учитываемая в скалярной тео-
рии. В данной работе получены аналитические выра-
жения для продольной составляющей поля. 

Для анализа распространения векторного элек-
тромагнитного поля вдоль оптической оси в боль-
шинстве случаев используются два подхода. Один за-
ключается в вычислении дифракционного интеграла 
Рэлея [4, 5]. Другой заключается в разложении исход-
ного поля по плоским волнам [6]. К числу менее рас-
пространенных подходов относится, например, ис-
пользование функции Вигнера [7]. Из-за трудоемко-
сти или даже невозможности аналитического вычис-
ления интеграла Рэлея часто используют приближе-
ния. Например, широко употребляется параксиальное 
приближение, использованное и в данной работе. 

1. Теория 
Рассмотрим дифракционный интеграл Рэлея в 

цилиндрических координатах [4]: 
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где 

( )2 2 2 2 2 cosL z r r= +ρ + − ρ ϕ−θ , (4) 

xE , yE  и zE  – декартовые проекции вектора 
напряженности электрического поля электромаг-
нитной волны, k  – волновое число, ( ),r ϕ  и ( ),ρ θ  

– полярные координаты в исходной ( )0z =  и те-
кущей поперечных плоскостях, z  – оптическая ось. 

Пусть в плоскости 0z =  сформировано элек-
тромагнитное поле с гармонической зависимостью 
от угловой полярной координаты, т.е. 

( ) ( ) ( ), ,0 expx xE r A r inϕ = ϕ , (5) 

( ) ( ) ( ), ,0 expy yE r A r inϕ = ϕ , (6) 

где n  – целое число (порядок СФП). 
Тогда в параксиальном приближении выраже-

ния (1)-(3) принимают вид: 
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где ( )nJ x  – функция Бесселя первого рода n –го 
порядка. 

В случае, когда в плоскости 0z =  расположена 
спиральная фазовая пластинка (СФП) радиуса R  
n -го порядка и линза с фокусным расстоянием f , 
получим выражения: 
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где xA  и yA  – комплексные амплитуды плоской вол-
ны, падающей на СФП с линзой. Тогда на расстоянии 
z  сформируется электромагнитное поле со следую-
щими составляющими ( ,x yE  – это либо xE , либо yE ): 
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В геометрическом фокусе линзы, т. е. при 
z f= , полученные выражения упрощаются [8]: 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

1 ,
,

2

0

2
1 ,

2 1

0 2 1
1

1 2

0 2 1 1
10

, ,

exp d
2

exp
2

1 2 ,

2 ,

d 2 ,

2 1,

n x y
x y

R

n

n x y

n

m n
m

y n

m n
m

kA
E z f i

f

ik k rin ikf J r r
f f
kA iki in ikf

f f

n J y J y yJ y

n p

n J t t J y yJ y

n p

+

+

−

−
=

−

− −
=

ρ θ = = − ×

   ρ ρ
× + θ+ =   

  
 ρ

= − + θ+ × 
 

  
− − −  

 
 =×

  − −    
= +

∫

∑

∑∫



 (14) 

где y kR f= ρ . 
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Последний интеграл в (15) вычисляется так же 
как в (14). Для первых двух интегралов также мож-
но получить аналитические выражения для четных 
значений порядка СФП n , так как для 1p n= ±  
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При небольших порядках СФП получаются 
простые формулы. В частности, при 2n = : 
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Рассмотрим два частных случая, соответствую-
щих круговой поляризации поля в начальной плос-
кости. 

При y xA iA= − : 
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При y xA iA= : 
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2. Численное моделирование 
Вычисление амплитуды на оптической оси про-

водилось без использования параксиального при-
ближения. 

На оптической оси поперечные составляющие 
(14) при 0n >  равны нулю. Рассмотрим интеграл 
Рэлея для z-составляющей на оптической оси: 
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В случае поля в плоскости 0z = , имеющего вид 

(5)-(6), и ограниченной апертуры радиуса R : 
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где nδ  – символ Кронекера: 
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Тогда при 1n ≠ ±  амплитуда z-составляющей 
равна нулю. При 1n = ±  получается, что продоль-
ная составляющая электрического поля на оптиче-
ской оси отлична от нуля: 
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Если использовать вычисление дифракционного 
интеграла Рэлея методом прямоугольников или 
трапеций, то на малых расстояниях z  значение 
продольной компоненты устремляется в бесконеч-
ность (рис. 1), что не имеет физического объясне-
ния и является следствием неточных вычислений, 
так как при малых z  значение L  также становится 
малым, и подынтегральное выражение в (24) резко 
возрастает. Поэтому в данной работе использовался 
другой метод расчета интеграла (24) – численно-
аналитический. 

 

 

Рис. 1. Зависимость продольной составляющей zE   
от расстояния z , рассчитанная с помощью метода 

прямоугольников (прерывистая линий) и численно-
аналитическим методом (сплошная линия) 
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Разобьем интервал интегрирования ( )0, R  на 

( )1M −  частей точками ( )1mr mR M= − , 0, 1m M= − . 
Пусть функция  
( ) ( ) ( )x yg r r A r inA r = +   (25) 

на интервале ( )1,m mr r +  аппроксимируется следую-
щим выражением: 
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m m
m r

E z

ikL ra b r r
L L L

+−

=

≈

 ∂
≈ +  ∂  

∑ ∫
 (27) 

Рассмотрим два неопределенных интеграла. 

( ) ( ) ( )
1

exp exp
d ,

ikL ikLrI r r
L L L L
 ∂

= = ∂  
∫

 (28) 

( ) ( )

( )

2
2

2

exp
d

2 exp .

ikL rI r r r
L L L

L z L i k ikL

 ∂
= = ∂  

 = − + 

∫

 (29) 
Тогда 

( )

( ) ( )1 1
2

1 2
0

0,0,

1 .
2

m m

m m

z

M r r
m mr r r r

m

E z

a I r b I r+ +
−

= =
=

=

 = +
 ∑

 (30) 
Коэффициенты ma  и mb  выбираются по крите-

рию наименьшего среднеквадратичного отклонения 
от кусочно-линейной функции: 

( ){

( )

1
2

2

1

1

d min ,

m

m

r

m m
r

m m
m m

m m

a b r

g g
g r r r

r r

+

+

+

ε = + −

 − − + − → −  

∫

 (31) 
где ( )m mg g r= . 

Приравнивая нулю производные по ma  и mb , 
получим: 

( ) ( ){ }
1

2 d 0
m

m

r

m m m m m
r

a b r g g r r r
+

+ − + ∆ − =  ∫ , (32) 

( ) ( ){ }
1

2 2d 0,
m

m

r

m m m m m
r

a b r g g r r r r
+

+ − + ∆ − =  ∫  (33) 

где ( ) ( )1 1m m m m mg g g r r+ +∆ = − − . 
Тогда 

( )

1 3

1 2 ,
m m m m

m m m m m m

a r b r

g g r r g r

∆ + ∆ =

= − ∆ ∆ + ∆ ∆ , (34) 

( )

3 5

3 4 ,
m m m m

m m m m m m

a r b r

g g r r g r

∆ + ∆ =

= − ∆ ∆ + ∆ ∆ , (35) 
где ( )1

k k k
m m mr r r k+∆ = − . 

Далее коэффициенты могут быть легко опреде-
лены например с помощью правила Крамера. 

На рис. 2 показано распределение амплитуды z-
составляющей электромагнитного поля вдоль оп-
тической оси. Параметры расчета: длина волны: 

514,5=λ  нм, радиус апертуры: 2R =  мм, порядок 
СФП: 1n = . 

а)   

б)  

Рис. 2. Значение модуля z-компоненты на оптической 
оси, рассчитанное для 500f =  мм (а) и 

1500f =  мм (б) 

На рис. 3 и 4 показаны распределение амплиту-
ды x- и z-составляющих электромагнитного поля 
вдоль радиальной координаты. Параметры расчета: 
длина волны – 514,5=λ  нм, фокусное расстояние 
линзы – 500f =  мм, порядок СФП – 1n = . 

а)  

 б)  

Рис. 3. Значение модуля амплитуды в плоскости 500z =  
мм при радиусе апертуры 2 мм: 

 x-составляющая (а) и z- составляющая (б) 
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а)  

 б)  

Рис. 4. Значение модуля амплитуды в плоскости 500z =  
мм при радиусе апертуры 20 мм: x-составляющая (а)  

и z- составляющая (б) 

Из рис. 4 видно, что z-составляющая амплитуды 
может составлять несколько процентов, поэтому в 
ряде случаев имеет смысл учитывать ее наличие, 
даже в параксиальном случае. 

Заключение 
В работе были получены аналитические выра-

жения, описывающие параксиальную векторную 
дифракцию ограниченной плоской волны на СФП. 
Все три компоненты электрического поля Ex, Ey  и 
Ez представлены в виде конечных сумм функций 
Бесселя. Показано, что при n=±1 продольная ком-
понента электрического поля Ex не равна нулю на 
оптической оси.  

Численно также показано, что в случае паракси-
альной дифракции продольная составляющая элек-
трического вектора электромагнитной волны может 
давать вклад величиной в несколько процентов от 
поперечной. 
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Abstract: 
Analytic expressions describing vector paraxial diffraction of a limited plane wave by a spiral 
phase plate (SPP) are obtained. All three components of the electrical field are presented in the 
form of total amounts of Bessel functions. It is shown that at the plus-and-minus first order of 
SPPs a longitudinal component of the electrical field is not zero on the optical axis. It is also 
numerically shown that in case of paraxial diffraction, the longitudinal component of the complex 
amplitude can provide a contribution of a few percent of a transverse component.  
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