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Аннотация 
В работе рассматривается частное решение общей задачи синтеза эффективного алгоритма 
вычисления свертки, возникающее при использовании сплайнов для представления конеч-
ной импульсной характеристики (КИХ). Исходя из необходимых условий строгой эффек-
тивности индуцированного алгоритма, которые были сформулированы в предыдущей рабо-
те [13] в виде требований к неоднородному ЛРС (определяющему отсчеты КИХ), и уста-
новленной в настоящей работе явной связи между основными характеристиками сплайна и 
его представлением в виде ЛРС, приведено обоснование использования сплайнов для реше-
ния задачи синтеза эффективного алгоритма. Представлен алгоритм модели CR вычисления 
свертки, порождаемый произвольным сплайном с конкретными характеристиками. Приве-
дены явные выражения для вычислительной сложности порождаемого алгоритма для слу-
чаев обобщенных и полиномиальных сплайнов. При ограничении множества сплайнов па-
раметрами (порядок-число узлов) приведены верхние и нижние границы для вычислитель-
ной сложности порождаемых этими сплайнами алгоритмов вычисления свертки. Введено 
понятие МС-сплайнов, как сплайнов, для которых величина сложности реализации порож-
даемого ими алгоритма достигает своей нижней границы. Приведены примеры построения 
полиномиальных МС-сплайнов.  

 

Введение 
Базовой операцией в цифровой обработке сигна-

лов и изображений является операция вычисления 
свертки. По этой причине существует огромное ко-
личество алгоритмов расчета свертки, построенных 
на основании совершенно различных подходов [4, 5, 
7, 14, 15, 16, 19, 21, 22, 27, 28]. Настоящая работа 
является продолжением авторской работы [13], в 
которой было показано, что на основании опреде-
ленного множества алгоритмов вычисления свертки 
можно синтезировать новый алгоритм, называемый 
индуцированным алгоритмом, который обладает ря-
дом замечательных свойств. В частности:  
• учитывает специфику и ограничения задачи вы-

числения свертки, 
• использует аналитические свойства сигнала и 

фактический вид импульсной характеристики, 
участвующей в операции свертки,  

• использует любое предоставляемое множество 
алгоритмов при синтезе искомого алгоритма,  

• гарантирует, что синтезированный алгоритм бу-
дет эффективным над (обозначенным ранее) 
множеством алгоритмов.  

Последнее свойство подразумевает то, что инду-
цированный алгоритм в вычислительном плане:  
• для любой задачи вычисления свертки окажется 

не хуже чем наилучший алгоритм из предостав-
ленного множества алгоритмов,  

• для некоторых задач окажется лучше наилучше-
го алгоритма из этого множества. 

 
Целью настоящей работы является детальный 

анализ одного частного случая синтеза эффективно-
го алгоритма. Этот частный случай возникает в си-
туации, когда конечная импульсная характеристика 
(КИХ) представлена в виде сплайна, удовлетворяю-
щего некоторым дополнительным ограничениям. 
Показано, что в этом случае основные характери-
стики сплайна, состоящие из:  

- параметров сплайна, включающих его порядок 
и число/расположение узлов,  

- дополнительных характеристик, включающих 
вектор дискретных дефектов и отсчеты «нару-
шения однородности» сплайна,  

позволяют явным образом указать и, соответствен-
но, построить потенциально эффективный алгоритм 
вычисления свертки. Кроме того, оказывается воз-
можным указать явное выражение для вычисли-
тельной сложности порождаемого сплайном алго-
ритма как функцию его основных характеристик 
(параметров сплайна и вектора дискретных дефек-
тов). При ограничении множества сплайнов задан-
ной парой параметров (порядок и число узлов) мож-
но также получить выражения для верхней и нижней 
границы вычислительной сложности порождаемых 
алгоритмов. Полученная явная функциональная зави-
симость между параметрами/характеристиками 
сплайна и вычислительной сложностью порождаемо-
го сплайном алгоритма позволяют сформулировать и 
решить задачу построения сплайнов, для которых по-



Сплайны как средство построения эффективных алгоритмов локального линейного преобразования В.В. Мясников 
 

53 

рождаемые алгоритмы обладают минимальной вы-
числительной сложностью среди других алгоритмов, 
построенных для сплайнов с аналогичной порой па-
раметров.  

Настоящая работа организована следующим 
образом.  

В первом разделе дается очень краткое изложе-
ние основных понятий и результатов авторской ра-
боты [13]. Эта же работа рекомендуется читателю в 
случае возникновении неясностей в материале этого 
раздела.  

Во втором разделе приводятся основные понятия 
и обозначения из теории конечных разностей и тео-
рии сплайнов, которые будут использованы в после-
дующих разделах.  

Третий раздел посвящен вопросам связи между 
основными характеристиками сплайна и параметра-
ми линейных рекуррентных последовательностей 
(ЛРП), формируемых по значениям сплайна на це-
лочисленной сетке. Показано, что при достаточно 
слабых ограничениях на сплайн, представляющий 
дискретно заданную КИХ, параметры ЛРП могут 
быть явно рассчитаны по основным характеристи-
кам этого сплайна. Эта однозначная (но не взаимно-
однозначная) связь позволяет по основным характе-
ристикам сплайна, представляющего КИХ, явно 
указать потенциально эффективный алгоритм вы-
числения свертки, построение которого производит-
ся на основании подхода, изложенного в первом 
разделе и работе [13].  

Собственно вид алгоритма вычисления свертки, 
порождаемого конкретным сплайном, представлен в 
четвертом разделе. В этом же разделе приводятся 
явные выражения для вычислительной сложности 
порождаемого сплайном алгоритма вычисления 
свертки как функции от основных характеристик 
этого сплайна. Более того, для множества сплайнов, 
ограниченных парой параметров – порядок и чис-
ло узлов – указаны верхние и нижние границы для 
вычислительной сложности порождаемых ими алго-
ритмов вычисления свертки.  

В пятом разделе вводится понятие МС-сплайнов 
как сплайнов, для которых порождаемый ими алго-
ритм вычисления свертки имеет вычислительную 
сложность равную ее нижней границы. Приводятся 
примеры построения МС-сплайнов для указанных 
пар (порядок-число узлов). Для порядков «0», «1» и 
«2» приведены графики МС-сплайнов.  

В заключение работы приводятся благодарности 
фондам, поддерживающим данную научную работу, 
а также список литературы. 

1. Эффективный алгоритм над множеством  
алгоритмов вычисления свертки 

Полностью метод синтеза эффективного алго-
ритма и его обоснование даны в авторской работе 

[13]. Настоящий раздел содержит краткое изложе-
ние необходимых сведений и понятий.  

Рассмотрим задачу вычисления одномерной  
(линейной) свертки конечного входного сигнала 

( ){ } 1

0

N

n
x n

−

=
 длины N и КИХ ( ){ } 1

0

M

m
h m

−

=
 длины M: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
* ,

1, 1,

M

m
y n h n x n h m x n m

n M N

−

=

= = −

= − −

∑  (1) 

результатом решения которой является получение 

сигнала ( ){ } 1

0

N M

n
y n

− +

=
 длины 1N M− + , называемого 

выходным сигналом. Пусть отсчеты КИХ и обраба-
тываемой последовательности принадлежат некото-
рому полю F. 

Одной из особенностей задачи (1) на практике, 
которая используется далее, является то, что отсче-
ты КИХ оказываются известными задолго до мо-
мента ее решения.  

Обозначим в дальнейшем задачу вычисления 
свертки (1) как ( ){ }( )1

0 0
,

N

n
Z x n

−

=
ℑ , где величина 

( ){ }( )1
0 0

,
M

xn
h n

−

=
ℑ = ℑ  называется априорной инфор-

мацией задачи, а xℑ  – априорной информацией о 
входном сигнале. Последняя в настоящей работе по-
лагается пустой: xℑ = ∅ . 

Рассмотрим множество алгоритмов решения за-
дачи Z, обозначаемое далее ( ){ }A Z . Для каждого 
алгоритма из этого множества считаем заданными 
следующие величины:  
• ( )( )addU A Z  – удельное количество сложений, 

требуемых в алгоритме A для решения задачи Z, 
• ( )( )mulU A Z  – удельное количество умножений, 

требуемых в алгоритме A для решения задачи Z. 
На основании веденных величин определим ин-

тегральную характеристику сложности алгоритма: 

( ) ( ) ( )add add mul mulU A U A U A= ξ + ξ ,  

где ,add mulξ ξ  – вещественные неотрицательные ве-
личины, такие что 1add mulξ + ξ = .  

С учетом введенной характеристики сложности 
алгоритма естественным образом вводится отноше-
ние порядка на множестве алгоритмов решения за-
дачи Z, то есть понятия «лучше», «хуже», «наилуч-
ший» и т. д. Кроме того, вводятся понятия «эффек-
тивного» и «строго эффективного» алгоритмов над 
множеством ( ){ }A Z  следующим образом.  

Определение 1. Эффективным алгоритмом над 
множеством алгоритмов { }A  для задачи Z называ-

ется такой алгоритм ( ) { }effA Z A∉ , который не ху-

же наилучшего алгоритма ( ) ( ){ } { }*A Z A Z A∈ ⊆  
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этого множества для этой задачи, то есть: 
( )( ) ( )( )*

effU A Z U A Z≤ . 

Определение 2. Строго эффективным алгорит-
мом над множеством алгоритмов { }A  для  

задачи Z называется такой алгоритм ( ) { }sefA Z A∉ , 
который лучше наилучшего алгоритма 

( ) ( ){ } { }*A Z A Z A∈ ⊆  этого множества для этой 

задачи, то есть: ( )( ) ( )( )*
sefU A Z U A Z< . 

В зависимости от вида функции сложности 
( )U A  алгоритмы можно подразделить на классы. В 

настоящей работе нас интересует один класс алго-
ритмов, фиксируемый данным ниже определением.  

Определение 3. Алгоритм ( ) ( ){ }A Z A Z∈  ре-

шения задачи ( ){ }( )1
0 0
,

N

n
Z Z x n

−

=
= ℑ  с априорной 

информацией ( ){ } ( )( )( )1
0 0

, ,
M

xn
h n N

−

=
ℑ = ℑ  называ-

ется алгоритмом постоянной сложности, если 
выражение для вычислительной сложности этого 
алгоритма на всей области определения Aℵ  ал-
горитма имеет вид аналитической функции 
( ),u M N , зависящей только от размеров входно-

го сигнала N и длины импульсной характеристи-
ки (ИХ) M.  

К алгоритмам постоянной сложности, как можно 
показать [13], относятся алгоритмы прямого вычис-
ления свертки { }DCA  и алгоритмы на основе быстрой 

свертки (Фурье-преобразования) { }FCA  [4, 14, 19]. В 
настоящей работе нас в большей степени будет ин-
тересовать класс { }DCA .  

Посылкой к построению эффективного алгорит-
ма является возможность эквивалентного преобра-
зования выражения свертки (1) к виду:  
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В этом выражении первое слагаемое при 
1h xK K= =  полагается равным нулю: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 0

1 1
0

h xK K

t t
g t y n t g t y n t

+ −

= =

− = − =∑ ∑  , 
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На основании выражения (2) вводится модель 
алгоритма СR вычисления свертки (1). Наименова-
ние модели «CR» возникает из принципа построе-
ния этой модели, использующего редукцию свертки 
(Convolution Reduction) на свертки меньшей длинны.  

Алгоритм «CR» (модель)  
Шаг 1 – Предобработка входного сигнала. На 

этом шаге производится вычисление свертки входно-
го сигнала ( )x n  и ИХ ( ){ } 1

0

xK
x k

g k
−

=
  по формуле: 

( ) ( ) ( )
1
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x
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Шаг 2. Для каждого дискретного интервала 

0 1,s s
sD d d =    из множества интервалов в выбран-

ном допустимом покрытии { } 1

0
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Шаг 3. Суммирование результатов сверток (4): 

( ) ( )
1
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y n y n
−

=

= ∑  . (5) 

Шаг 4 – Постобработка результата. На этом 
шаге производится рекурсивное вычисление резуль-
тата решения задачи Z: 
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Алгоритм – Конец 
 
Приведенный алгоритм определен с точностью 

до числовых и функциональных параметров. При-
мерами числовых параметров являются значения 

отсчетов КИХ ( ){ } 1

0
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 . Примерами 

функциональных параметров являются:  
алгоритм prepA , вычисляющий свертку в выра-

жении (3), то есть, решающий задачу  

( ){ }( )1
0 0

, xN Kprep
prep n

Z Z x n
+ −

=
≡ ℑ  (7) 

с начальной информацией  
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(входной сигнал дополняется нулями до длины 
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с различными начальными информациями вида 

( ){ } ( )( )( )0 , ,
s

s
s x xm D

h m N K
∈

ℑ = + ℑ


 . 

Сложность алгоритма модели CR, зависящая от 
его числовых и нечисловых параметров, в общем 
случае задается в виде следующего выражения [13]: 
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Последнее слагаемое 2h xK K+ −  приведенного 
выражения является вычислительной сложностью 
операции (6). Как показывает следующее предложе-
ние, в некоторых частных случаях значение этой ве-
личины может быть существенно снижено. 

Предложение 1. Пусть A – алгоритм модели CR 
порядка ( ), ,h xK K S  и последовательность 
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Тогда шаг 4 алгоритма модели CR допускает ре-
ализацию в виде:  
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= −

= − + = −

= −

=

∑  

 

■ 

Легко проверить, что сложность вычислений в 
приведенном выражении составляет:  

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )

1

0
1

1 1 .

CR
prep prep

S

s s add
s

x h add

U A U A Z

U A Z S

K K

−

=

= +

 + + ξ − + 
 

+ − + − ξ

∑  (9’) 

и, очевидно, ниже сложности (9).  

Определение 4. Порядком модели CR называется 
тройка положительных целых чисел ( ), ,h xK K S .  

На основании приведенной модели из первона-
чального множества алгоритмов { }A  могут быть 
получены новые алгоритмы, множество которых 
обозначается { }A   . Формальное понятие этого 
множества дают следующие два определения.  

Определение 5. Замыканием по модели CR по-
рядка ( )SKK xh ,,  множества алгоритмов { }A  
на задаче Z (далее – просто замыканием CR 
( )), ,h xK K S  называется множество алгоритмов 

модели CR, обозначаемое { } ( ), ,h xCR K K S
A   , с за-

данными , ,h xK K S  и допустимыми значениями 
других числовых параметров и алгоритмами из 
{ }A  на первом и втором шагах модели CR, для 

которых задачи prepZ  и ( )0, 1sZ s S= −  попадают 

в область определения соответствующих алго-
ритмов: 

( ){ } { }

( ){ } { } ( )
,

, 0, 1 .

prep prep

s s

A A Z A

A A Z A s S

∈ ⊆

∈ ⊆ = −
 

Определение 6. Замыканием по модели CR 
множества алгоритмов { }A  на задаче Z (далее 
– замыканием) называется множество алгорит-
мов модели CR следующего вида:  

{ } { } ( ), ,
1, 1
1, 1

1,2,...

h x
h

x

CR K K S
K M
K N
S

A A
= −
= −

=

=      

. 

Поиск эффективного и строго эффективного ал-
горитма решения задачи Z над множеством { }A  

производится именно в замыкании { }A   . Для этого 
следует ориентироваться на индуцированный алго-
ритм, определение которого дается ниже.  

Определение 7. Алгоритм ( ) { }A Z Aℑ ∈     назы-
вается алгоритмом, индуцированным априорной 
информацией 0ℑ  задачи Z (далее – индуцирован-
ным алгоритмом), если алгоритм ( )A Zℑ  являет-
ся наилучшим алгоритмом для задачи Z в замы-
кании { }A    по модели CR и, кроме того, в за-

мыкании { }A    нет другого алгоритма меньшего 
порядка со сложностью, равной сложности алго-
ритма ( )A Zℑ . 

  
В авторской работе [13] приводится ряд теорем и 

лемм, которые характеризуют необходимые и/или 
достаточные условия существования строго эффек-
тивного индуцированного алгоритма (при различ-
ных условиях). В рамках настоящей работы основ-
ной интерес представляет следующая теорема, кото-
рая характеризует необходимое условие строгой 
эффективности индуцированного алгоритма.  

Теорема 1 (необходимое условие строгой эф-
фективности индуцированного алгоритма). 
Пусть приведенный компетентный алгоритм A⊕


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над множеством алгоритмов постоянной слож-
ности { } 1

0

I
i iA −

=
 задан на области определения 

( ) ( ){ }max max,
, :1 , 1

A M N
M N M M N N⊕ℵ = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Пусть решается задача ( ){ }( )1
0 0
,

N

n
Z x n

−

=
ℑ  с апри-

орной информацией ( ){ } ( )( )1
0 0

, ,
M

n
h n N

−

=
ℑ = ∅ , 

где ( ) ( ),, A M NM N ∈ℵ   и ( ) ( )0 0, 1h m m M≠ = − .  

 Индуцированный алгоритм ( ) { }A Z Aℑ ⊕
⊕

 ∈  


 

задачи Z над множеством { }A⊕


 является строго 

эффективным, только если все отсчеты в КИХ 

( ){ } 1

0

M

m
h m

−

=
 удовлетворяют неоднородному ЛРС 

порядка K, а 0M  отсчетов удовлетворяют соот-
ветствующему однородного ЛРС, и для пары 
K, 0M  справедливо:  

( )
( ) ( )( )

0

0 , ,
A A

M K

K u M M K N u M N⊕ ⊕

> ∧

∧ + − + < 

. (10) 

■ 

Теорема 1 позволяет сформулировать конструк-
тивный способ синтеза строго эффективного алгорит-
ма, который оформлен ниже в виде следствия [13].  

Следствие 1. Для построения алгоритма, инду-
цированного априорной информацией задачи Z, 
над множеством из приведенного компетентного 
алгоритма { }A⊕



 следует:  

• перебрать возможные порядки ЛРП 
1, / 2K M= . 

• для каждого возможного порядка ЛРП 
представить КИХ ( ){ } 1

0

M

n
h n

−

=
 в виде ЛРП 

всеми возможными способами, удовлетво-
ряющими условию Теоремы 1. 

• Для каждого способа представления в виде 
ЛРП рассчитать значение сложности полу-
ченного алгоритма CR. 

• Из полученных решений выбрать решение с 
минимальной сложностью.  

Полученный алгоритм – индуцированный. Если 
сложность индуцированного алгоритма ниже 
сложности приведенного компетентного алго-
ритма A⊕



, то полученный индуцированный ал-
горитм является строго эффективным. 
 
Наиболее сложным этапом в приведенном спо-

собе синтеза строго эффективного алгоритма явля-

ется этап представления КИХ ( ){ } 1

0

M

n
h n

−

=
 в виде од-

нородного или неоднородного ЛРС. Принципиаль-
ной проблемой здесь является то, что задача 
построения такого представления является некор-

ректной [18], причем некорректной как в аналитиче-
ском (для произвольного поля F), так и в вычисли-
тельном плане (для поля F=R вещественных чисел). 
В литературе описан ряд способов получения требу-
емого представления при некоторых дополнительных 
ограничениях, приводящих задачу к ее корректной по-
становке. Среди известных решений выделяются сле-
дующие: метод Паде; метод Z-преобразования; ап-
проксимация в частотной области; аппроксимация ре-
куррентными функциями, экспонентами и 
полиномами; прямая аппроксимация рекуррентным 
соотношением заданного порядка и др.  

Ниже рассматривается специфика синтеза эф-
фективного индуцированного алгоритма для задачи 
(1) в случае F=R, возникающая при использовании 
сплайнов для представления КИХ в виде ЛРП. Как 
будет показано ниже, при использовании сплайнов 
возможны новые постановки экстремальных задач. 
В частности, возможна постановка и решение зада-
чи построения сплайна (и самой КИХ), «наилучше-
го» с точки зрения сложности порождаемого (инду-
цированного) алгоритма. Такая постановка приво-
дит к выделению среди сплайнов подмножества, 
элементы которого порождают алгоритмы вычисле-
ния сверток с предельно низкой вычислительной 
сложностью, рассматриваемые в пятом разделе 
настоящей работы.  

2. Основные понятия из теории  
конечных разностей и теории сплайнов 

В настоящем разделе представлены основные 
определения и понятия из теории конечных разно-
стей и теории сплайнов [1, 8, 9, 17, 24-26]. Раздел не 
содержит новых сведений, но фиксирует ряд поня-
тий и обозначений, которые используются далее.  

Понятия однородной и неоднородной ЛРП/ЛРС, 
встречающиеся в теореме 1 и используемые далее в 
настоящей работе, даются следующими определе-
ниями из теории конечных разностей [6, 12, 20, 23].  

Определение 8. Пусть K – натуральное число, а 

{ } 1

K
k ka

=
 – заданные элементы поля F. Последова-

тельность ( ) ( )0 , 1 ,h h   элементов поля F, удо-
влетворяющая соотношению  

( ) ( )
1

, 0, 1,
( )

, , 1,

m
K

k
k

b m K
h m

a h m k m m K M
=

 = −
= 

− + ϕ = −

∑

 (11) 

называется линейной рекуррентной последова-
тельностью (ЛРП) K-го порядка над полем F. 
Первые члены { } 1

0

K
k kb −

=
 однозначно определяют 

всю последовательность и называются ее 
начальными значениями. Соотношение (11) 
называется линейным рекуррентным соотноше-
нием (ЛРС) K-го порядка.  
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Определение 9. ЛРС называется однородным, 
если ( ) 0mϕ ≡ , в противном случае ЛРС называ-
ется неоднородным. Соответствующие рекур-
рентные последовательности (РП) называются 
однородной или неоднородной ЛРП над полем F. 

Следующие понятия относятся к теории сплай-
нов. В настоящей работе для сплайнов используется 
нотация, принятая в работах Б.И. Квасова, Ю.С. За-
вьялова и В.Л. Мирошниченко [8, 9, 24, 25].  

Пусть на отрезке [ ],a b  задана сетка 

0 1:S Sa t t t b∆ = < < < = . Свяжем с ней вектор с 

целочисленными компонентами ( )1 1, , T
Sv v v −=  , 

где 0 1, 1, 1sv K s S≤ ≤ + = − . Положим  

1, 1
max ss S

v v
= −

= . (12) 

Для целого 0k ≥  через [ ],kC a b  обозначим 
множество k раз непрерывно дифференцируемых на 
[ ],a b  функций, а через [ ]1 ,C a b−  – множество ку-
сочно-непрерывных функций с точками разрыва 
первого рода.  

Определение 10. Функция ( ) ( ); 1K S t K∆ ≥S  
называется (полиномиальным) сплайном степени 
K кратности/дефекта ( )0 1v v K≤ ≤ +  с узла-
ми на сетке S∆ , если:   
а) на каждом отрезке [ ]1,s st t +  функция ( );K S t∆S  

является многочленом ( )sp t  степени K: 

( ) [ ]1
0

, ,
K

s i
s i s s

i
p t t t t t +

=

= β ∈∑ .  

б) ( ) [ ]; ,K v
K S t C a b−∆ ∈S .  

Точки { } 1

1

S
s st −

=
 называются узлами. Целочислен-

ные компоненты ( )0 , 1, 1s sv v v s S≤ ≤ = −  опреде-

ляют гладкость сплайна в узле st  и называются 
кратностью/дефектом сплайна в этом узле. В соот-
ветствии с данным определением сплайн ( );K S t∆S  

дефекта v имеет на [ ],a b  непрерывную ( )K v− -ую 
производную (v≥1). Производные порядка выше 
( )K v−  терпят разрыв в узлах сплайна. При этом, 
очевидно, выполняется 

( ) ( ) ( )1 1 11 1, 1s s s s sv K p t p t s S+ + +< + ⇔ = = − .(13) 

Для определенности считается, что n-ая произ-
водная сплайна ( ) ( ) ( );n

K S t n K v∆ > −S  непрерывна 
справа, то есть  

( ) ( ) ( ) ( ); ; 0

1, ; 1, 1.

n n
K S s K S st t

n K v K s S

∆ = ∆ +

= − + = −

S S
  

Наряду с введенными выше полиномиальными 
сплайнами рассматриваются более общие сплайны, 
которые «склеиваются» из решений линейного од-
нородного дифференциального уравнения и другие 
[8, 9, 11, 25]. Подобные (не полиномиальные) 
сплайны именуются обобщенными сплайнами. В 
общем случае, вид функций на частичных отрезках 
разбиения области определения обобщенного 
сплайна, не фиксируется [9, 25]. Однако в настоя-
щей работе используются только конкретные 
сплайн-функции, которые могут быть получены как 
решение однородного и/или неоднородного ЛРС.  

Поэтому под обобщенным сплайном (порядка K 
дефекта v), определенным на разбиении отрезка [a,b], 
(далее) понимается функция ( ) ( ); 0K S n K∆ ≥S , ко-

торая на частных отрезках [ ]1,s st t +  сетки 

0 1:S Sa t t t b∆ = < < < = , совпадает с функциями 

( )sp t , которые являются решениями единого ре-

куррентного соотношения (РС) порядка ( )1K + :  

( )
1

1
( )

K

s k s
k

p n a p n k
+

=

= −∑ , (14) 

– является непрерывной: ( ) [ ]; ,K v
K S t C a b−∆ ∈S . 

Как известно [2, 6, 23], в том частном случае, ко-
гда в качестве коэффициентов однородного ЛРС 
(14) взяты биномиальные коэффициенты  

( ) 1
11 , 1, 1k k

k Ka C k K−
+= − = + ,  (15) 

решением уравнения (14) являются алгебраические 
многочлены степени K. Следовательно, в этой част-
ной ситуации обобщенный сплайн переходит в по-
линомиальный. Таким образом, полиномиальный 
сплайн является частным случаем обобщенного.  

В дальнейшем нам также понадобятся следую-
щее определение, являющееся сокращенным анало-
гом определения из монографии Б.И. Квасова [9].  

Определение 11. Дискретным (обобщенным) 
сплайном ( );D

K S t∆S  называется (обобщенный) 
сплайн, для которого выполняются условия  

( ) ( )
( ) ( )

1,1 1 ,1

1,2 1 ,2

,

.
s s s s s s

s s s s s s

D p t D p t

D p t D p t
− −

− −

=

=
 (16) 

В приведенном определении операторы ,s jD  – 
это линейные разностные операторы, построенные 
на базе стандартных первой (j=1) и второй (j=2) раз-
деленных разностей от функции ( );D

K S t∆S  [9].  
Определение 11 является обобщением понятий 

дискретных кубических сплайнов работ [1, 8] и 
обобщенных сплайнов работ [24, 25]. В частности, 
для дискретных (интерполяционных) кубических 
сплайнов пара условий (16) может быть переписана 
в виде [8]: 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

2

1 1 1
2

2

,
2

2

2
.

s s s s s s

s

s s s s s s

s

s s s s s s s s

s

s s s s s s s s

s

p t p t

p t p t

p t p t p t

p t p t p t

− −

− − −

+ ε − − ε
=

ε

+ ε − − ε
=

ε

+ ε − + − ε
=

ε

+ ε − + − ε
=

ε

 (17) 

Условия (16), (17) «можно рассматривать как 
дискретный аналог условий непрерывности первой 
и второй производной. Очевидно, при 0sε →  дис-
кретный кубический сплайн переходит в кубиче-
ский сплайн» [8]. Аналогично, при определенных 
параметрах линейных разностных операторов ,s jD  
дискретный (обобщенный) сплайн переходит просто 
в (обобщенный) сплайн [9].  

Поскольку КИХ, для которой строится индуци-
рованный алгоритм, задана на дискретном множе-
стве точек на интервале [ ]0, 1M − , нас далее будут 
интересовать значения сплайнов в узлах целочис-
ленной сетки.  

Определение 12. Целочисленной сеткой называ-
ется сетка 0 1: 0S St t t S∆ = < < < =Z

 , где 

( )0,st s s S= = . 

Любая сетка S∆ , заданная на интервале [0,M] и 

имеющая узлы на целочисленной сетке Z
M∆ , являет-

ся подсеткой целочисленной сетки: Z
S M∆ ⊆ ∆ . Обо-

значим такие сетки символом ( ),
Z
M S S M∆ ≤ . Оче-

видно, ,
Z Z
S S S∆ = ∆ .  

 
В математической энциклопедии (под ред. Вино-

градова И.М.) [11] отмечается, что «сплайны и их 
обобщения часто появляются как экстремальные 
функции при решение экстремальных задач: 
наилучшие квадратурные формулы, наилучшее чис-
ленное дифференцирование и др.». Появление 
сплайнов в нашем случае также вызвано решением 
экстремальной задачи – задачи синтеза строго эф-
фективного индуцированного алгоритма вычисле-
ния свертки.  

3. От сплайнов к ЛРП  
Представления отсчетов КИХ в виде сплайна и 

(неоднородного) ЛРС принципиально неэквива-
лентны: сплайн используется для представления 
функций из [ ],K vC a b− , в то время как ЛРС исполь-
зуется для представления последовательностей со 
значениями в произвольном поле F. В то же время, 

если в ЛРС рассматривать только вещественнознач-
ные последовательности и интересоваться значения 
сплайна только в отсчетах целочисленной сетки, то-
гда можно установить связь между этими двумя 
представлениями.  

Более точно, если потребовать «перехода» РС 
(14) из определения обобщенного сплайна в опреде-
ление ЛРС, то для любого сплайна можно указать 
ЛРС единственным образом. Обратное, вообще го-
воря, не верно. То есть, даже при «переходе» РС (14) 
из определения ЛРС в определение сплайна, можно 
указать (бесконечное) множество сплайнов, которые 
на целочисленной сетке совпадают с отсчетами за-
данного (неоднородного) ЛРС.  

При определении ЛРС по сплайну можно пойти 
простейшим путем, численно рассчитав параметры 
ЛРС по (произвольному) сплайну:  

( )

( ) ( ) ( )
1

; , 0, 1,

; ; ,

0, 1.

D
m K s

K
D D
K s k K s

k

b m m K

m m a m k

m K
=

= ∆ = −

γ = ∆ − ∆ −

= −

∑ 

S

S S  

Однако этот подход в общем случае не позволяет 
аналитически получить характеристики сложности 
алгоритма модели CR как функцию параметров ис-
ходного сплайна. Более того, он также не позволяет 
по параметрам сплайна аналитически проверить вы-
полнение условий теоремы 1. Поэтому ниже предла-
гается другой подход, который позволяет устано-
вить явную аналитическую зависимость между зна-
чениями основных характеристик сплайна 
(определенного типа) и сложностью порождаемого 
им алгоритма модели CR вычисления свертки.  

 
Настоящий раздел состоит из двух подразделов: 

в первом вводится понятие модифицированного 
ЛРС (МЛРС), которое далее будет использоваться 
вместо понятия ЛРС; во втором приводятся основ-
ные положения, определяющие однозначный пере-
ход от основных характеристик сплайна, заданного 
на целочисленной сетке, к представлению в виде 
МЛРС и, далее, к алгоритму модели CR. Эта цепоч-
ка перехода позволяет в разделе 4 явно указать для 
сплайна с определенными основными характери-
стиками значение вычислительной сложности алго-
ритма модели CR, порождаемого этим сплайном.  

3.1 Модифицированное ЛРС 

Определение 13. Пусть K – натуральное число, а 

{ } 1

K
k ka

=
 – заданные элементы поля F. Модифици-

рованным ЛРС (МЛРС) K-го порядка называется 
представление (однородной или неоднородной) 
ЛРП ( ){ }h m  длины M элементов поля F в виде  



Сплайны как средство построения эффективных алгоритмов локального линейного преобразования В.В. Мясников 
 

59 

( ) ( )
1

0, 0,

,
( )

0, 1,
0, 1.

K

k
k

m

a h m k m
h m

m M K
m M K

=

<

 − + ϕ= 
 = + −
 > + −

∑  (18) 

Очевидна связь между представлениями ЛРП в 
виде обычных ЛРС и МЛРС. Ее фиксирует следую-
щее.  

Предложение 2. Пусть параметрами ЛРС (11) в 
представлении ЛРП являются величины 

{ } { } ( ){ }1 1

1 00
, , , , ,

K IK
k m i ik im

M K a b m m
− −

= ==
ϕ




 

   . Тогда пред-

ставление МЛРС (18) той же ЛРП имеет пара-

метры { } ( ){ } 1

1 0
, , , ,

IK
k i ik i

M K a m m
−

= =
ϕ , задаваемые 

следующим образом: 

( )

( )( )

( )
( )

( )
( )( )1

, , 1, ,

, 0, 1,

, , 1,

, , 2 1,

, 0, 1,

, , 1,

,

, 2 1.

k k

i i K

i

i K
K

i
k i

k i I K

M M K K a a k K

i i K

m m i K K I

M i I K i I K I K

b i K

m i K K I
m a h m k

i I K I K

−

−

= + − +

= = = =

 = −
= = + −


+ − + = + + −
 = −

ϕ = + −


ϕ = − −

 = + + −

∑


 







  





 

 

 (19) 

Вектор { } ( ){ }( )1

1 0
, , , ,

IK
k i ik i

M K a m m
−

= =
ϕ  в дальней-

шем будем называть вектором параметров МЛРС.  
Определим далее множество Θ по МЛРС (18) 

следующим образом: 

( ){ }: 0 , 0m Z m M K m+Θ = ∈ ≤ ≤ + ϕ ≠ . (20) 

3.2 От параметров сплайна  
к параметрам МЛРС 

Ограничим множество рассматриваемых сплай-
нов порядка K на интервале [ ]0, 1M −  сплайнами на 

сетке с целочисленными узлами 1,M S−∆Z , для которых 
также выполняются условия:  

( )
[ ) ( ) ( )

1, 1

*
1 1

; : 1, 1 1,

, : ,

K M S s s

s s s s

t s S t t K

t t t p t p t

− −

+ + −

∆ ∀ = − − ≥ +

∃ ∈ ≠

Z

Z

S
 (21) 

где 

[ )
[ ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( )

1 1 1 1
*

1 1 1 1 1

, , ,
, , ,

or 1.

s s s s s s

s s s s s s s s

t t p t p t
t t t t p t p t

s S

+ + + +

+ + + + +

 ≠
= =
 = −

  

Заметим, что в (21) выполнение ограничения 

1 1S St t K−− ≥ +  (22) 

в общем случае не требуется.  
Введенные ограничения, определяемые видом 

сетки 1,M S−∆Z  и условиями (21), очевидно, не являют-
ся ограничениями для представления функций, за-
данных на целочисленной сетке (такой функцией 

является КИХ ( ){ } 1

0

M

m
h m

−

=
). Связано это с тем, что 

значения любой дискретно-заданной функции 

( ){ } 1

0

M

m
h m

−

=
 могут всегда быть определены на любом 

частичном интервале [ ]
1

1 1
, 1

s s
s s t t K

t t
+

+ = + +
−  в виде 

функции ( )sp t , удовлетворяющей РС (14), по-
скольку K+1 отсчет на указанном интервале являют-
ся начальными условиями для ( )sp t . При этом, ес-
ли нарушается вторая часть условия (21), узел st  
можно устранить из сетки с сохранением всех зна-
чений сплайна на целочисленной сетке. Говоря не-
формально, ограничение (21) устраняет из рассмот-
рения сплайны, «избыточные» в плане представле-
ния дискретно-заданных функций.  

Значения сплайна, определенного на интервале 
[ ]0, 1M − , за его пределами зададим следующим об-
разом:  

( ) [ ]1, ; 0, 0, 1Z
K M S n n M−∆ = ∉ −S   

или 

( ) ( )1 0, 0Sp t p t− = = . (23) 

Введем следующие характеристики сплайна: 

[ ) [ ]
[ ]

( ) ( )

( )

( ) ( )

*

1

*

1

1,
1

*

1

1,
1

*
* 1

:

:

; 0

:

;

, , , 0, 1,
1, 1 , .
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arg min , .
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s
s s

s
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Z
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k

s
K

Z
s K M S

k

s s s s
s

s s

n Vm p n p n

s
n V

m n k

n V
m p n n k

s

t t t t K s SV
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t m s S
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−

+

−
=

+

−
=

+ +

+
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 ∈ ∆ − ≠ 
 

∈
∈

≠ ∆ −
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

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
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Z
Z
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S

S

( )
*

1

1,
1

:

; 0

, 0, 1,

arg max , .
s

K
Z

K M S
k

n V
m n k

m s S

m s S
+

−
=

 
 
 
 
 

 ∈
 ∈ ∆ − ≠ 
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
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 (24’) 

[ ]

( ) ( )1

1, 1,
1

, , 0, .

:
.

; ;

s s s

s
Ks Z Z

K M S k K M S
k

V t t s S

m V

m a m k

+

+

− −
=

′ ′′= =

∈  θ =  ∆ ≠ ∆ −∑  

Z 

S S
 (24) 

Координаты в *
sV  определяют потенциальное 

множество начальных значений для РС (14) функ-
ции ( )sp t . Множество координат sV  содержит 
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скорректированное множество начальных значений, 
при котором справедливость РС (14) проверяется с 
учетом отсчетов, которые сплайн имеет в предыду-
щем частичном интервале.  

Для множеств * , ,s s sV V θ , очевидно, справедливо 
соотношение (25) и следующее предложение:  

* , 0,s s sV V s Sθ ⊆ ⊆ = . (25) 

Предложение 3. Пусть (обобщенный) сплайн 
удовлетворяет условиям (21). Тогда характери-
стики сплайна (24) удовлетворяют соотношениям: 

0, 0 1s ss S V K∀ = < θ ≤ ≤ + , (26) 

( )1, 1 1s s s s ss S v K t t t V′∀ = − < + ⇒ > ∉ , (27) 

1, 1 1s ss S v K V K∀ = − < + ⇒ ≤ , (28) 

1 2 1 21 2 ,s s s ss s V V∀ ≠ = ∅ θ θ = ∅  , (29) 

[ ]
1 1 1

*

0 0 0

0,
S S S

s s s
s s s

V V M K
− − −

= = =

θ ⊆ ⊆ ⊆ +
  

, (30) 

( )

( )1

1,
1

; .

s s s s

K Z
K M S

k

V m V p m

m k
+

−
=

θ = ⇔ ∀ ∈ ≠

≠ ∆ −∑ S
 (31) 

Доказательство: 
Доказательства этих соотношений достаточно 

очевидны, поэтому ниже приводятся только их ос-
новные моменты.  

Левая часть неравенства (26) следует непосред-
ственно из ограничения (21) на сплайн и определе-
ние величины st′  в (24). Правая часть (26) вытекает 
из определения функции ( )sp t  обобщенного сплай-
на, задание которой при фиксированном порядке K 
сплайна требует (K+1) начального значения для со-
ответствующего РС (14).  

Выражения (27) и (28) соответствуют частному 
случаю, при котором сплайн, в силу соотношения 
(13), оказывается непрерывным в узле st . В этом 
случае, в соответствие с определением характери-
стики st′  в (24), узел st  не попадает в множество sV  
и, соответственно, выполняются (27) и (28).  

Соотношение (29) при наличии в узле st  точки 
разрыва сплайна очевидным образом следует из 
(24), поскольку интервалы задания частичных 
функций не пересекаются. Для случая, когда в узле 

st  сплайн оказывается непрерывным, соотношение 
(29) является следствием (24) и (27), поскольку 

s st V∉ . 
Соотношение (30) является непосредственным 

следствием способа здания * , ,s s sV V θ  в (24). 
Соотношение (31) является очевидным следстви-

ем определения множества sθ  как подмножества 
координат из sV , в которых нарушается соответ-
ствующее однородное РС.  

■ 

По аналогии с понятием дефекта/кратности 
сплайна (как непрерывной функции) введем понятие 
дискретного дефекта, как характеристики дискрет-
но-заданной функции.  

Определение 14. Дискретным дефектом в узле 

( )0, 1st s S= −  (обобщенного) сплайна 

( )1, ;K M S t−∆ZS , удовлетворяющего условиям (21) 

и заданного на сетке 1,M S−∆Z , называется величи-

на s sr = θ . Дискретным дефектом сплайна и 
суммарным дефектом сплайна называются ве-
личины r и rΣ, задаваемые, соответственно, вы-
ражениями:  

0, 0
max ,

S

s ss S s
r r r rΣ

= =

= = ∑ .  

Вектором дискретных дефектов называется 
вектор ( )0 , , T

Sr r r=  .  

Следующее предложение, формулирующее 
ограничения на значения дискретных дефектов, яв-
ляется очевидным следствием соотношений (26)-
(31).  

Предложение 4. Пусть (обобщенный) сплайн 
удовлетворяет условию (21). Тогда справедливы 
соотношения:  

0, 0 1ss S r K∀ = < ≤ + , (32) 

1, 1 s ss S v K r K∀ = − ≤ ⇒ ≤ , (33) 

( )( )( )
0

min 1 1 , 1
S

s
s

r S K M K
=

≤ + + + +∑ . (34’) 

Если дополнительно для сплайна выполняется 
условие (22), тогда  

( )( )
0

1 1
S

s
s

r S K
=

≤ + +∑ . (34) 

■ 

Теперь можно сформулировать основное утвер-
ждение, которое устанавливает связь между основ-
ными характеристиками сплайна, задающего значе-
ния функции на целочисленной сетке, и параметра-
ми МЛРС, которая представляет те же значения в 
виде последовательности.  

Лемма 1. Пусть на интервале [ ]0, 1M −  опреде-

лен (обобщенный) сплайн ( )1, ;K M S t−∆ZS  порядка 
K, удовлетворяющий условиям (21). Пусть 

функции ( ){ } 1

0

S
s s

p t
−

=
, задающие значения сплайна 

на частичных интервалах сетки [ )*1,s st t + , удо-

влетворяют РС (14) с коэффициентами { } 1

1

K
k ka +

=
. 

Пусть в соответствие с выражениями (24) для 
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сплайна определены множества ( )0,s s Sθ = . То-

гда последовательность ( ){ } 1

1, 0
;

M

K M S m
m

−

− =
∆ZS  пред-

ставима в виде МЛРС с вектором параметров (35):  

{ }

( ) ( )( ){ }
1

1

1

1,
10

, 1, ,

, ;
s

K
k k

S K

s k K M S
k ms

M K a

m p m a m k

+

=

+

−
= ∈θ=

 +
 
 

− ∆ −∑ 
 

Z


S
. (35) 

Доказательство: 
Длина рассматриваемой последовательности, 

очевидно, равна M. Параметры МЛРС { } 1

11, K
k kK a +

=
+  

задаются как ограничения на МЛРС. Поэтому для 
проверки корректности утверждения леммы доста-
точно показать, что в параметрах МЛРС (35) являет-
ся верным множество пар:  

( ) ( )( ){ }1

1,
10

, ;
s

S K Z
s k K M S

k ms

m p m a m k
+

−
= ∈θ=

− ∆ −∑


S , (36) 

которые определяют «коррекции» значений соот-
ветствующего однородного ЛРС. Поскольку для 

[ )*1,s sm t t+ +∈Z   ( ) ( )1, ;K M S sm p m−∆ =ZS  и 

[ )**
1,s s s sV t t+ +θ ⊆ ⊆ Z  , то для установления кор-

ректности (36) оказывается достаточным проверить, 
что множество Θ , определенное выражением (20), 
для МЛРС с выбранными параметрами 

{ }( )1

1, 1, K
k kM K a +

=
+  задается в виде:  

0

S

s
s=

Θ= θ


. (37) 

Для доказательства этого выражения следует по-
казать справедливость двух утверждений: 

( ) ( )
0

1

1, 1,
1

; ;

S

s
s

KZ Z
K M S k K M S

k

m

m a m k

=

+
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=

∀ ∈ θ
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S S
 (38) 

( ) ( )
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1

1, 1,
1

[0, ] \

; ;

S

s
s

KZ Z
K M S k K M S

k

m M K

m a m k

+
=

+

− −
=

∀ ∈ + θ

∆ = ∆ −∑

Z 



S S
 (39) 

Справедливость (38) является прямым следстви-
ем определения множеств sθ  в (24).  

Для доказательства (39) представим анализируе-
мое множество отсчетов следующим образом:  

0

* *

0 0 0
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\ [0, ] \ .

S

s
s

S S S

s s s
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 (40) 

Для каждого из двух множеств отсчетов в этом 
объединении справедливость равенства  

( ) ( )1

1, 1,
1

; ;
KZ Z

K M S k K M S
k

m a m k
+

− −
=

∆ = ∆ −∑S S  (41) 

доказывается отдельно. Для отсчетов первого мно-
жества из объединения (40), в силу определения *

sV  
и sθ  в (24), справедливо: 
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Отсюда непосредственно следует: 
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Далее, поскольку  
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1

0
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S

s s S
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−

+
=

+ = 



, 

второе множество в (40) может быть задано как: 

[ )( )

*

0
1

* *
1

0

[0, ] \

, \ .

S

s
s

S

s s s
s

M K V

t t V

+
=

−

+ +
=

+ =

=

Z

Z









 (42) 

Множества [ )( ) ( )* *
1, \ 0, 1s s st t V s S+ + = −Z   ли-

бо пусты (если [ ) [ ]*
1, ,s s s st t t t K+ ⊆ + ), либо нет. В 

последнем случае справедливо  

[ ] [ )*1, ,s s s st t K t t ++ ⊂ , 

[ ] [ )( )( )* *
1, , \s s s s st t K t t V+ ++ = ∅Z  . 

В соответствие с этим неравенством в левой ча-
сти интервала [ )*1,s st t +  есть, по крайней мере, (K+1) 
определенных значений сплайна, расположенных 
последовательно в отсчетах , 1, ,s s st t t K+ + . Их 
оказывается достаточно для того, чтобы однозначно 
задать значения функции ( )sp t  для всех оставших-
ся на этом интервале точек  

[ )( )* *
11, 2,... , \s s s s st K t K t t V+ ++ + + + = Z   

посредством РС (14). А поскольку  

[ ) ( ) ( )*
1 1,, ;s s K M S sm t t m p m+ + −∀ ∈ ∆ =ZZ  S ,  

то однородное РС (41) выполняется для всех точек 
множества [ )( )* *

1, \s s st t V+ +Z  . Тогда, в силу спра-

ведливости представления (42), справедливо и вы-
ражение (39). 

Что и требовалось доказать.  
■ 
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Приведенная лемма имеет следствие, которое 
фактически было доказано.  

Следствие 2 (леммы 1). Пусть выполняются 
условия Леммы 1. Тогда для представления 
МЛРС справедливо: 

0

, .
S

s
s

rΣ
=

Θ= θ Θ =


 

Большое значение в настоящей работе имеет ве-
личина суммарного дискретного дефекта сплайна. 
Диапазон значений этой величины определяет  

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1 и 
соотношение (22), тогда 

( ) ( )( )1 max , 1 1 1S K r S KΣ+ + ≤ ≤ + + . (43) 

Доказательство: 
Ограничение сверху является прямым следстви-

ем (34).  

Для доказательства справедливости неравенства  

( )max , 1 1r S KΣ ≥ + +  

определим/рассчитаем число степеней свободы (ко-
личество независимых параметров) сплайна порядка 
K c (S+1) узлом. Число степеней свободы составляет 
( )1K S+ , поскольку для каждого частичного интер-

вала [ )*1,s st t +  ( 0, 1s S= − ) сплайна (кроме последне-

го) функция ( )sp t , определяющая поведение сплай-
на на этом интервале, имеет 1K +  независимый па-
раметр: это либо коэффициенты полинома, либо 
начальные значения РС (14). Эти ( )1K S+  независи-
мых параметра могут быть использованы для того, 
чтобы уменьшить максимальное значение дефекта: 

( )( )1 1r S KΣ = + + . 

При отсутствии каких-либо ограничений на 
сплайн минимальное значение дефекта могло бы 
быть равным разницы между максимальным сум-
марным дефектом и числом независимых парамет-
ров. Однако, в силу соотношения (26),  

0, 0s ss S r∀ = = θ > , 

величина дефекта в каждом узле не может быть ни-
же единицы. Поэтому для каждого узла, кроме по-
следнего, можно подобрать независимые параметры 
функции ( )sp t  таким образом, чтобы 1sr = . Для 
этого достаточно потратить K  параметров из 1K +  
возможных. Таким образом, суммарный дефект ока-
зывается равным:  

( )( )1 1 1r S K SK S KΣ = + + − = + + . 

При этом на каждый «обработанный» узел 
0, 1s S= −  остается еще по одному свободному па-

раметру, то есть всего S свободных параметров. 
Один из этих параметров фиксирует «масштаб» 

сплайна, отвечая, в частности, за значение величины 

[ ]
( )

0, 1
max ;K Sm M

n
∈ −

∆S . Оставшиеся (S-1) степеней сво-

боды можно использовать для снижения величины 
дискретного дефекта в узле St . Поскольку дискрет-
ный дефект в этом узле, имеющий максимальное 
значение (K+1), также удовлетворяет (26) и не мо-
жет быть ниже единицы, нам, соответственно, до-
статочно потратить K степеней свободы из S-1 
оставшихся. Таким образом:  

( )
( ) ( )

1 , 1 ,
1 1 , 1 .

S K K S K
r

S K S S KΣ

 + + − − ≥=  + + − − − <
 

Окончательно, имеем: 
1, 1,
2, 1,

S S K
r

K S KΣ

+ ≥ +
=  + < +

 

или ( )max , 1 1r S KΣ = + + .  
Что и требовалось доказать.  

■ 

Замечание 1. В ситуации 1S K> +  число степе-
ней свободы сплайна оказывается больше, чем тре-
буется для коррекции величины дискретного дефек-
та. Их можно использовать для того, чтобы некото-
рые операции при реализации алгоритмов 
вычисления свертки оказались тривиальными, то 
есть содержали умножения на «хорошие» числа ти-
па: «1», «2», «1/2», «4», «1/4» и т.п. 

Замечание 2. В ситуации 1S K≤ +  одна степень 
свободы не используется для коррекции величины 
суммарного дискретного дефекта. Она, как указано 
в приведенном доказательстве, использована на за-
дание «масштаба» сплайна, то есть отвечает, в част-
ности, за значение величины 

[ ]
( )

0, 1
max ;K Sm M

n
∈ −

∆S . Эта 

степень свободы также может быть использована в 
целях снижения вычислительной сложности алго-
ритмов вычисления свертки также, как указано в за-
мечании 1.  

 

4. Алгоритм модели CR для КИХ  
в виде сплайна и его сложность 

4.1. Общий случай 

Пусть решается задача ( ){ }( )1
0 0
,

N

n
Z x n

−

=
ℑ  с апри-

орной информацией ( ){ } ( )( )1
0 0

, ,
M

n
h n N

−

=
ℑ = ∅ . И 

пусть КИХ ( ){ } 1

0

M

m
h m

−

=
 задана на интервале [ ]0, 1M −  

в виде (обобщенного) сплайна ( )1, ;K M S t−∆Z


S  порядка 

K, удовлетворяющего условиям (21).  
В соответствие с выражениями (24) определим 

для сплайна множества ( ), 0,s sV s Sθ =  , а также в 

соответствие с леммой 1 представим сплайн с по-
мощью параметров МЛРС вида:  
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{ }

( ) ( )( ){ }
1

1

1

1,
10

, 1, ,

, ;
s

K
k k

S K Z
s k K M S

k ms

M K a

m p m a m k

+

=

+

−
= ∈θ=

 +
 
 

− ∆ −∑ 
 





S
. 

Пусть также приведенный компетентный алго-
ритм A⊕



 над множеством алгоритмов постоянной 
сложности { } 1

0

I
i iA −

=
 задан на области определения 

( ) ( ){ }max max,
, :1 , 1

A M N
M N M M N N⊕ℵ = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Тогда одним из алгоритмов решения задачи Z 
является алгоритм модели CR со следующими па-
раметрами: 
• 2hK K= + , 1xK = ,  

• отсчеты КИХ ( ){ } 1

0

hK
h k

g k
−

=
 и ( ){ } 1

0

xK
x k

g k
−

=
: 

( ) ( )
1, 0,

0 1
, 1, 1.h x

k k

k
g k g

a k K

== =
− = −

.  

• число интервалов допустимого покрытия 
1S S= + ; 

• границы интервалов области определения КИХ:  

( )min , max 0, 1
s s

s m m
D m m s S

∈θ ∈θ

 = = −  
; (44) 

• функции ( ){ } 1

0

S

s s
h m

−

=
 : 

( ) ( )
( )1

1,
1

min

; min ,

0, 1.

s

s

s s n

K Z
k K M S nk

s

h m p m n

a m n k

m D

∈θ

+

− ∈θ=

= + −

 − ∆ + −∑  
 

= −



S  

В качестве параметров-алгоритмов используется 
приведенный компетентный алгоритм A⊕



.  
Следует отметить, что выражение (44) для дис-

кретного интервала sD  фактически является анало-
гом выражения (24) для sV , а именно: 

( )0, 1s sm D m V s S∈ ⇔ ∈ = − .  

С учетом этого соотношения: 

( )0, 1s sV D s S= = − . (45) 

Подставляя приведенные значения параметров в 
выражения (9) и (9’) для вычислительной сложности 
алгоритма модели CR, получаем: 

Обобщенный сплайн 

( )( )
( )( ) ( )

1

0
, 1 .

CR

S

s add
s

U A Z

U A V N S K
−

⊕

=

=

= + ξ + +∑




 (46) 

Полиномиальный сплайн 

( )( ) ( )( )
( )

1

0
,

1 .

S
CR

s
s

add add

U A Z U A V N

S K

−
⊕

=

= +

+ ξ + + ξ

∑




 (47) 

4.2. Практически важный случай 
Как правило, в реальных задачах не зависимо от 

размеров носителя представляемой функции огра-
ничиваются сплайнами малых порядков. Например, 
при построении полиномиальных сплайнов чаще 
всего используются кубические сплайны (K=3) [1, 8, 
9, 11, 17] и практически не используются сплайны 
выше пятого порядка. В этой ситуации величина 

sV  также оказывается малой в силу соотношения 

(26): 1sV K≤ + . А для столь малых размеров КИХ, 
как известно в ЦОС и ЦОИ [3, 4, 19], наименьшей 
вычислительной сложностью при реализации алго-
ритма свертки обладает простейший алгоритм пря-
мого вычисления свертки DCA .  

Поэтому ниже предположим, что множество ал-
горитмов постоянной сложности { } 1

0

I
i iA −

=
 ограничено 

единственным алгоритмом DCA . В этом случае при-
веденный компетентный алгоритм, как очевидно, 
совпадает с алгоритмом DCA : A⊕



= DCA . Вычисли-
тельная сложность последнего имеет вид:  

( )( ),DC addU A M N M= − ξ . 

Подставляя это выражение в (46) и (47), прихо-
дим к следующей формулировке.  

Предложение 5. Вычислительная сложность ал-
горитма ( )CRA Z  модели CR решения задачи Z 
вычисления свертки, построенного на основании 

представления КИХ ( ){ } 1

0

M

m
h m

−

=
 в виде сплайна 

( )1, ;K M S t−∆Z


S  порядка K, удовлетворяющего 

условиям (21), при условии A⊕


= DCA  имеет вид:  
– для обобщенного сплайна  

( )( ) ( )
0

1
S

CR
s add

s
U A Z V K

=

= + + − ξ∑


. (48) 

- для полиномиального сплайна  

( )( )
0

S
CR

s add
s

U A Z V K
=

= + ξ∑


 (49) 

■ 

Следствие 3. При выполнении условий предло-
жения 5 и соотношения (22) вычислительная 
сложность ( )( )CRU A Z  удовлетворяет:   
– для обобщенного сплайна  
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( ) ( )
( )( )

( )( )

max , 1 2

2 1 ,

add

CR

add

S K K

U A Z

S K

+ + + − ξ ≤

≤ ≤

≤ + + − ξ





 (50) 

– для полиномиального сплайна  

( )
( )( )

( )( )

max , 1 1

1 1 .

add

CR

add

S K K

U A Z

S K K

+ + ξ + ≤

≤ ≤

≤ + + + ξ





 (51) 

Доказательство: 
Выражения (50) и (51) получены непосредствен-

но из соотношений, соответственно, (48) и (49). В 

последних величина 
0

S

s
s

V
=
∑


 заменена на ее мини-

мальное и максимальное значения, которые приве-
дены в выражении (43) леммы 2.  

■ 

Для непрерывных сплайнов, с учетом неравен-
ства (28), верхняя граница сложности для (50) и (51) 
может быть уточнена:  

– для обобщенного сплайна 

( )( ) ( )2 1 ,CR
addU A Z S K≤ + + − ξ  

– для полиномиального сплайна  

( )( ) ( )1CR
addU A Z K S≤ + + ξ .  

Однако, дальнейшее снижение дефекта v сплайна 
(см. определение 10) не меняет сложности алгорит-
ма модели CR и, соответственно, ее верхнюю гра-
ницу. С другой стороны, очевидно, что величина  

0

S

s
s

V
=
∑


 

при остальных фиксированных параметрах сплайна 
напрямую влияет на сложность алгоритма ( )CRA Z , 
что является очевидным следствием выражений (48) 
и (49). Это позволяет рассматривать специальное 
подмножество сплайнов, для которых значения вы-
числительной сложности соответствующих алго-
ритмов вычисления свертки достигают своей ниж-
ней границы.  

5. МС-сплайны 
5.1. Общие положения 

Определение 15. Сплайн ( )1, ;K M S t−∆Z


S  называ-

ется МС-сплайном1, если он удовлетворяет усло-
виям (21) и вычислительная сложность (48)-(49) 
алгоритма ( )CRA Z  модели CR, построенного для 

                                                           
1МС – Минимальная (вычислительная) Сложность (Minimal 
Complexity). Этот префикс использован по примеру работ [21, 
22, 27, 28].  

этого сплайна, равна наименьшей вычислитель-
ной сложности, достигаемой порождаемыми ал-
горитмами для сплайнов того же порядка и того 
же количества узлов.  

Теорема 2 (необходимое и достаточное условие). 
Для того чтобы сплайн ( )1, ;K M S t−∆Z



S , удовлетво-

ряющий условиям (21)-(22) был МС-сплайном 
необходимо и достаточно, чтобы его суммарный 
дискретный дефект имел значение 

( )1 max , 1r S KΣ = + + . (52) 

Доказательство: 
Является очевидным следствием выражений 

(48)-(49), условий (50)-(51) и соотношения (43) лем-
мы 2. 

■ 

Эта теорема имеет очевидные следствия. Первое 
из них оказывается не только простым для провер-
ки, но также и полезным при синтезе МС-сплайнов.  

Предложение 6 (достаточное условие). Сплайн 

( )1, ;K M S t−∆Z


S , удовлетворяющий условиям (21)-

(22), является МС-сплайном, если его дискрет-
ный дефект равен единице: 

0,
max 1ss S

r r
=

= = . 

■ 

Предложение 7. МС-сплайн ( )1, ;K M S t−∆Z


S  по-

рядка 1K ≥  является непрерывным на [ ]0, 1M − :  

( ) [ ]1
1, ; 0, 1K M S t C M−∆ ∈ −Z


S .  

■ 

Очевидно, что сложность алгоритма ( )CRA Z  мо-
дели CR, построенного для МС-сплайна 

( )1, ;K M S t−∆Z


S , удовлетворяющего (22), составляет:  

– для обобщенного МС-сплайна  

( )( ) ( ) ( )max , 1 2CR
addU A Z S K K= + + + − ξ , (53) 

– для полиномиального МС-сплайна  

( )( ) ( )max , 1 1CR
addU A Z S K K= + + ξ + . (54) 

В таблице 1 приведены значения суммарного 
дискретного дефекта rΣ  (52) для МС-сплайна при 
различных значениях порядка и количества узлов. 
Серым ячейки таблицы соответствуют тем парам 

( ),S K , для которых вычисления производились по 

формуле 2r KΣ = + , а светлым – 1r SΣ = + .  
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Таблица 1. Суммарный дискретный дефект сплайна 
порядка K с S  интервалами 

K
S

 
0 1 2 3 

1 2 3 4 5 
2 3 3 4 5 
3 4 4 4 5 
4 5 5 5 5 
5 6 6 6 6 
6 7 7 7 7 
7 8 8 8 8 
 
Говоря неформальным языком, параметры МС-

сплайна ( )KS ,~ , которые соответствуют серым ячей-
кам таблицы, являются «плохими» в том смысле, 
что при том же суммарном дискретном дефекте и, 
соответственно, сложности порождаемого им алго-
ритма модели CR вычисления свертки, оказывается 
возможным построить другой МС-сплайн с боль-
шим количеством узлов. Большее число узлов у 
сплайна означает большее количество степеней сво-
боды (их расположения, значений сплайна в узлах), 
которые могут быть с пользой использованы.  

Например, при фиксированном РС (14) сплайна, 
для пары параметров ( ) ( ), 1,3S K =  оказывается 
возможным построить всего 4 различных (с точно-
стью до множителя) сплайна, различающихся толь-
ко дискретными дефектами в узлах: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1, 1, 4 , 2,3 , 3, 2 , 4,1r r = . 

В то же время, тот же суммарный дискретный 
дефект (и сложность порождаемого алгоритма CR) 
имеет сплайн с параметрами ( ) ( ), 4,3S K = , для ко-
торого вектор дискретных дефектов только один  

( ) ( )0 1 2 3 4, , , , 1,1,1,1,1r r r r r = , 

но расположение узлов можно выбрать произволь-
но, удовлетворяя достаточно «слабым» ограничени-
ям (21)-(22) на сплайн. Эту свободу в распределении 
узлов можно использовать, например, для удовлетво-
рения дополнительным условиям, например, для 
снижения ошибки аппроксимации сплайном задан-
ной функции, для ортогонализации сплайна(ов) и т.п.  

Ниже приводятся некоторые примеры построе-
ния полиномиальных МС-сплайнов. Безусловно, эти 
примеры не исчерпывают все возможные МС-
сплайны, охватывая только небольшое их подмно-
жество, соответствующее случаям с малым числом 
узлов. Другие примеры могут быть получены анали-
тически или численно, путем решения соответству-
ющих уравнений, возникающих при фиксации сум-
марного дискретного дефекта сплайна величиной 
(52).  

5.2. Примеры полиномиальных МС-сплайнов 
Для случая S=1 рассматриваются сплайны при 

K≥0. Для остальных случаев рассматриваются толь-

ко те пары ( ),S K , которые соответствуют «белым» 

ячейкам таблицы 1 и, соответственно, «хорошие» 
МС-сплайны.  

Везде ниже при построении предполагается вы-
полнение условий (21)-(22).  

Полиномиальные МС-сплайны для S=1, K≥0 
Этот сплайн имеет только один сегмент, то есть 

совпадает на области определения с полиномом сте-
пени K. Вычислительная сложность (54) имеет вид: 

( ) 2CR
addU A K K= + + ξ  

или  

( ) ( )2 2, 2CR CR
add multU A K U A K= + = + . 

Последнее выражение (с точностью до 2-х опера-
ций умножения, которые могут быть устранены вы-
бором множителя – см. замечание 2 выше) совпадает 
с выражениями для полиномиального МВC-базиса, 
введенного в работах Н.И. Глумова, В.В. Мясникова 
и В.В. Сергеева [21,22]. В данном случае эти функции 
получены как частный случай решения более общей 
задачи.  

С учетом возможных значений дискретных крат-
ностей, общее строение такого полиномиального 
сплайна имеет вид:  

( ) ( ) ( )( )
1 2

1 21 1

1 2

1 ,

.

K K

K
i i

m m i m M i

K K K
= =

= β − − − +

= +

∏ ∏S
 (55) 

В частном случае 1K K=  имеем: 

( ) ( )
1

K

K
i

m m i
=

= β −∏S . (56) 

Для 1K ≥  сплайн (56) совпадает со сдвинутым 
«факториальным полиномом» или «обобщенной 
степенью» [2, 6, 23]. Этот тип полиномиальных 
функций уже использовался в работах по синтезу 
быстрых рекурсивных алгоритмов вычисления свер-
ток [21, 22, 27, 28]. Их вид приведен на рис. 1.  

 
Рис. 1. График ( )

[ ]
( )

0, 1
maxK Km M

m m
∈ −

S S  для МС-сплайнов 

«обобщенная степень» порядков K=1,2,3,4,5,  
заданных на интервале [0,10]  
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Полиномиальные МС-сплайны для ,S 2 K 0≥ =  

Эти сплайны имеют S сегментов, каждый из ко-
торых является константой. Вычислительная слож-
ность (54) имеет вид: 

( )( ) ( )( )
( )( ) 1.

CR CR
mult

CR
add

U A Z U A Z

U A Z S

= =

= = +
 

Этот МС-сплайн совпадает, очевидно, с любой 
кусочно-постоянной функцией. Например, для 

2S =  МС-сплайном является функция/вейвлет 
Хаара [10]. Другим примером функций, которые мо-
гут быть представлены с помощью таких МС-
сплайнов, являются функции Уолша, Радемахера и 
др. [15, 16, 19]. Примеры МС-сплайнов изображены 
на рис. 2.  

 
Рис. 2. МС-сплайны в виде кусочно-постоянных функции, 

определенной на [0,32] 

Полиномиальные МС-сплайны для ,S 2 K 1≥ =  

Вычислительная сложность (54) для этих МС-
сплайнов имеет вид: 

( ) 1CR
addU A S= + + ξ . 

Для построения примеров рассмотрим вначале 
более простую ситуацию: 2, 1S K= = . Эти сплайны 
имеют два сегмента, на каждом из которых они сов-
падают с линейной функцией. Вектор кратностей 
для этого сплайна единичный 

( ) ( )0 1 2, , 1,1,1r r r = , 

хотя ЛРС для каждой частичной функции сплайна 
имеет порядок (K+1)=2. Такой сплайн представляет 
собой непрерывную кусочно-линейную функцию: 

( ) ( )
( )

1 1
1,2

2 1

1 , ,
;

, ,K M

t t t
t

t M t t−

β + ≤∆ = β − ≥

ZS  (57) 

где, в силу непрерывности, для 1 2,β β  выполняется:  

( ) ( )1 1 2 11t t Mβ + = β − . 

Примеры такой функции приведены на рис. 3.  

 
Рис. 3. МС-сплайны для S=2, K=1 

Переходя к общему случаю, когда 2S > , можно 
заметить, что выражение (57) определяет корни для 
«крайних» в сплайне полиномиальных функций: 

( ) ( )0 11 0, 0p p M− = = , 

а значения сплайна во «внутренних» узлах могут 
быть произвольными, обеспечивая гладкости сплай-
на, при которой дискретный дефект узла равен еди-
нице. Тогда, полагая  

( )1, ; 1, 1t K sM Sy t t S−≡ ∆ = −Z


S , 

имеем следующее представление МС-сплайна: 

( )

( )

( )

1

1

1

1

1
1

1

1 , 0,
1

, 0 2,

1 , 1.

s s
s ss

s s

S
S

S

yt s
t

y y
y t t s Sp t t t

t t
y s S

M t

+

+

−
−

−

 + = +

 − + − < < −=  −



 − − = −  − 





 

Такая функция имеет изображение, похожее на 
«пилу»: крайние узлы которой «зафиксированы», 
а «зубья» различной ширины расположены после-
довательно. Пример таких графиков приведен на 
рис. 4. 

 
Рис. 4. МС-сплайны «пила»: S=5, K=1 
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Полиномиальные МС-сплайны для ,S 3 K 2= =  

Эти сплайны имеют два сегмента, на каждом из 
которых они совпадают с квадратичной функцией. 
Вычислительная сложность (54) для этих МС-
сплайнов имеет вид: 

( )( ) 4 2CR
addU A Z = + ξ . 

Вектор кратностей для этого сплайна единич-
ный, поэтому сплайн непрерывен и, кроме того, зна-
чения смежных функций ( ) ( )1,s sp t p t+  на одной из 
«соседних» с узловой точек совпадают. Пусть, 
например, они совпадают на точке, расположенной 
справа от узла: 

( ) ( )1 1 11 1 , 1,2.s s s sp t p t s+ + ++ = + =  

Тогда система уравнений, при которых можно по-
строить такой МС-сплайн, имеет вид: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

2 2

0 1 1 1 0 1 1 1

1 2 2 2 1 2 2 2

1 0, 2 0,

0, 1 0,

, 1 1 ,

, 1 1 .

p p

p M p M

p t p t p t p t

p t p t p t p t

− = − =

= + =

= + = +

= + = +

 (58) 

Эта система имеет 8 уравнений, а число свобод-
ных степеней свободы (коэффициентов полиномов) 
– 9. Дополнительную степень свободы можно ис-
пользовать, задав, например, значение сплайна на 
одном из узлов. Например, задавая 

( )0 0 1p = , 

можно при реализации алгоритма свертки избавить-
ся от одного умножения.  

Примеры такого МС-сплайна приведены на 
рис. 5. Как видно, он, подобно Гауссовой функции, 
имеет «волнообразную» форму. В более общей си-
туации, когда 3S > , сплайны этого типа также 
имеют плавный «волнообразный» характер.  

 

 
Рис. 5. МС-сплайн: S>3, K=2 

 

Полиномиальные МС-сплайны для S K 1 2> + ≥  

В общем случае процесс построения МС-сплайна 
сводится к решению системы уравнений, аналогич-
ной (58). Например, для рассматриваемого случая с 

1K ≥  и сеткой 1,M S−∆Z


, которая удовлетворяет усло-
виям (21)-(22), система уравнений может быть пред-
ставлена в виде: 

( ) ( )
( ) ( )

0 1

1

0, 1 0,
1 1 ,

1, 1, 1, .

S

s s s s

p k p M k
p t k p t k

s S k K

−

−

 − = − + =


+ − = + −


= − =

 (59) 

Эта система имеет ( )1K S +  уравнений, а число 

степеней свободы (коэффициентов полиномов), как 
было указано ранее, составляет ( )1S K + . Поскольку 

1S K> + , необходимо дополнительно задать еще 

( )S K−  уравнений. Простейшее, но далеко не един-

ственное, решение состоит в задании значений 
сплайна на выбранных ( )S K−  узлах. Поскольку 

число доступных узлов больше числа оставшихся 
степеней свободы ( )1S S K+ > −  , такое расширение 

системы (59) всегда дает недостающее количество 
уравнений. Окончательно, имеем:  

( ) ( )
( ) ( )
( ) { }

0 1

1

0, 1 0,

1 1 , 1, 1, 1, ,

, 0, , , 0, 1.
i i

S

s s s s

s s s i

p k p M k

p t k p t k s S k K

p t y s S i S K

−

−

 − = − + =
 + − = + − = − =


= ∈ = − −



 



 

Используя метод множителей Лагранжа, эта си-
стема уравнений, как и во многих других задачах 
построения сплайнов, приводит к СЛАУ блочно-
диагонального вида соответствующей размерности. 
Такие СЛАУ, как известно, хорошо решаются мето-
дом прогонки [8, 9].  

Заключение 
Рассмотрено частное решение задачи синтеза эф-

фективного алгоритма вычисления свертки, возника-
ющее при использовании сплайн-представления для 
КИХ. Построен алгоритм модели CR вычисления 
свертки, порождаемый соответствующим сплайном. 
Даны явные выражения для его вычислительной 
сложности для случаев обобщенных и полиномиаль-
ных сплайнов, как функции от основных характери-
стик сплайна. Для множества сплайнов, ограниченного 
парой параметров (порядок-число узлов), приведены 
верхние и нижние границы для вычислительной слож-
ности порождаемых ими алгоритмов вычисления 
свертки. Выделено подмножество сплайнов (МС-
сплайны), порождающих алгоритмы вычисления свер-
ток с экстремально низкой вычислительной сложно-
стью. Приведены примеры их построения. 
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SPLINES AS A TOOL FOR CONSTRUCTING EFFICIENT ALGORITHMS OF A LOCAL LINEAR 
TRANSFORM  
V.V. Myasnikov 1,2 

1Image Processing Systems Institute оf the RAS, Samara, Russia, 
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Abstract: 
This paper presents a particular solution of the generic synthesis problem of the efficient convolu-
tion algorithm when using splines to represent the finite impulse response (FIR). Taking into ac-
count all necessary conditions for strict efficiency of the induced algorithm, which were articulated 
in the previous paper [13] in the form of requirements to the non-homogeneous linear recurrence 
sequence (LRS) (that determines the readings of FIR), and with regard to obvious relationships be-
tween main characteristics of the spline and its representation in the form of LRS determined in 
the present paper, the use of splines is justified to solve the synthesis problem of the efficient algo-
rithm. We present a convolution reduction (CR) model algorithm generated by an arbitrary spline 
with particular characteristics. Explicit expressions are given for computational complexity of the 
algorithm being generated for the cases of generalized and polynomial splines. When a set of 
splines is restricted with parameters (order-and-number of nodes), the upper and lower limits are 
given for computational complexity of the convolution algorithms caused by these splines. The 
MC-splines notion is introduced to define the splines, for which the value of complexity of imple-
mentation of the resulting algorithm achieves its lower limit. Examples of building the polynomial 
MC-splines are given. 
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