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Аннотация  
В работах [1, 2] получены результаты по вычислительной и аппроксимационной сложности 
задачи MASC о минимальном аффинном разделяющем комитете для конечных множеств 

, nA B ⊂  . В частности, показано, что эта задача NP трудна и не принадлежит классу Apx (в 
предположении, что P NP≠ ). Тем не менее, открытыми оставались вопросы получения 
оценок порога ее эффективной аппроксимируемости и оценки вычислительной сложности 
ряда важных для приложений частных случаев задачи, получаемых наложением дополни-
тельных ограничений, например, фиксации размерности пространства. В настоящей статье 
приводится нижняя оценка порога полиномиальной аппроксимируемости задачи в общем 
случае и обосновывается труднорешаемость задачи в пространствах фиксированной раз-
мерности, большей единицы. В частности, показывается, что задача о комитетной отдели-
мости остается труднорешаемой, даже будучи сформулированной на плоскости (т. е. в 
наиболее простом нетривиальном случае). Справедливость этого факта следует из полино-
миальной сводимости к исследуемой задаче известной задачи PC о покрытии прямыми ко-
нечного множества на плоскости, труднорешаемость которой доказана [3]. Методика сведе-
ния представляет собой модификацию методики, описанной в [4], использовавшейся в этой 
работе для обоснования труднорешаемости задачи о кусочно-линейной отделимости конеч-
ных множеств на плоскости. 
 

Введение  
Вычислительная сложность комбинаторных за-

дач, связанных с построением оптимальных проце-
дур обучения распознаванию образов, интересует 
исследователей с 80 гг. прошлого столетия. К сожа-
лению, подавляющее большинство этих задач – 
труднорешаемы. Поэтому поиск их полиномиально 
разрешимых подклассов исследуемых задач (равно 
как и обоснование их труднорешаемости), а также 
разработка полиномиальных приближенных алго-
ритмов их решения, несомненно, остаются актуаль-
ными и в настоящее время. Исследуемая в данной 
работе задача о минимальном по числу элементов 
разделяющем комитете для конечных множеств 
(MASC) тесно связана одновременно с задачей обу-
чения простейшего классического персептрона и за-
дачей о полиэдральной отделимости множеств, яв-
ляясь, по сути, частным случаем обеих задач. 

Классическим персептроном обычно называется 
2-слойная нейронная сеть без скрытых слоев, с q  
входами и одним выходом. Функция активации i -го 
нейрона  

T1, 0,
( )

1, в противном случае.
i i

i
c x d

f x
 − >

= 
−

 (1) 

Фактически, персептрон реализует отображение  

1 1 1 1( | ( , ), , ( , )): { 1,1},n
q qF x c d c d+ + → −   

определяемое параметрами 1 1 1 1( , ), , ( , ).q qc d c d+ +  
Персептрон F  называется корректным на выборке  

1 21 1( , , , , , ),m ma a b b   (2) 

если 

1

2

1( ) 1 ( {1, , } ),

( ) 1 ( ).
i m

j m

F a i m

F b j

= ∈ =

= − ∈

 



 

С процедурой обучения (настройки весов сети по 
заданной выборке) связано несколько комбинатор-
ных задач. 

Задача «Обучение (загрузка) персептрона)». 
Заданы натуральное число q  и выборка (2). Суще-
ствует ли корректный на выборке персептрон с не 
более чем q  входными нейронами? 

Задача «Оптимальный корректный персеп-
трон» (OCP). Задана обучающая выборка (2). Тре-
буется определить параметры корректного на дан-
ной выборке персептрона с наименьшим числом 
входов. 

Известны следующие результаты. 

Теорема 1 [5]. Задача обучения персептрона NP-
полна и остается таковой при произвольном фикси-
рованном 2.q ≥  

Теорема 2 [6]. Задача OCP NP трудна. 
Как будет показано ниже, задача о минимальном 

аффинном разделяющем комитете является частным 
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случаем задачи OCP, в котором параметры выходного 
нейрона – фиксированы T

1 [1, ,1]qc + =   и 1 0,qd + =  
что соответствует правилу голосования согласно 
правилу простого большинства. 

Другие задачи, специализацией которых являет-
ся задача о минимальном комитете, относятся к вы-
числительной геометрии и связаны с построением 
оптимальных кусочно-линейных разделяющих по-
верхностей для множеств с пересекающимися вы-
пуклыми оболочками. Приведем их возможные 
формулировки, следуя [4]. Каждой гиперплоскости 

,nH ⊂   T{ : }nH x c x d= ∈ = сопоставим предикат 
[ ] : { , }nH true falseΠ →  по правилу, аналогичному (1): 

T, 0,
( )[ ]

, в противном случае.
true c x d

H x
false

 − >
Π = 


 

Зададимся множествами A  и B  и булевой форму-
лой 1( , , )kϕ ξ ξ . Будем говорить, что гиперплоско-
сти 1, , kH H  разделяют множества A  и B  по 
формуле (правилу) ,ϕ если 

1

1

( [ ]( ), , [ ]( )) ( ),
( [ ]( ), , [ ]( )) ( ).

k

k

H a H a true a A
H b H b false b B

ϕ Π Π = ∈
ϕ Π Π = ∈





 (3) 

Рассмотрим следующие комбинаторные задачи. 

Задача « k -полиэдральная отделимость при 
заданной булевой формуле». Заданы конечные 
множества 

11{ , , }mA a a=   и 
21{ , , },mB b b=   число 

k ∈  и булева формула 1( , , )kϕ ξ ξ . Существуют 
ли гиперплоскости 1, , kH H , разделяющие множе-
ства A  и B  по формуле ϕ ? 

В случае, когда формула (логика) разделения ϕ  
заранее неизвестна, может быть сформулирована 
более общая задача. 

Задача «(свободная) k -полиэдральная отде-
лимость». Заданы конечные множества 

11{ , , }mA a a=  и 
21{ , , }mB b b=  и число k ∈ . Су-

ществуют ли гиперплоскости 1, , kH H , разделяю-
щие множества A  и B  по правилу: для каждой па-
ры ( , ),a b  , ,a A b B∈ ∈  найдется такой номер 

( , ),j j a b=  

что ( ), ( )j a bH a true Π =   и ( , ) ( ) .j a bH b false Π =   

Как показано в [4], последняя задача имеет по-
ложительный ответ тогда и только тогда, когда су-
ществует подходящая формула ϕ , при которой 
предыдущая задача также обладает положительным 
ответом (для тех же множеств). 

Результат проведенного в работе [4] исследова-
ния вычислительной сложности сформулированных 
выше задач приведен в следующей теореме. 

Теорема 3 [4].  
1. Обе задачи NP-полны и остаются труднореша-

емыми при произвольном фиксированном 
2.k ≥   

2. Задача о свободной отделимости остается NP-
полной при произвольном фиксированном 

1.n >  
3. Задача о свободной отделимости при произ-

вольных фиксированных k  и n  полиномиаль-
но разрешима. 

Как станет ясно ниже, задача о минимальном 
комитете является частным случаем оптимизацион-
ного варианта задачи о k -полиэдральной отделимо-
сти при заданной булевой формуле (принимающей 
значение true  тогда и только тогда, когда большин-
ство ее аргументов также принимает значение true ). 

К сожалению, задача MASC, как и описанные 
выше более общие задачи, труднорешаема [1-2]. В 
данной работе обсуждается несколько новых ре-
зультатов, касающихся вычислительной сложности 
и аппроксимируемости задачи MASC и ее специаль-
ных случаев. 

1. Задача о минимальном аффинном  
разделяющем комитете (MASC) 

Определение. Конечная последовательность 
функций 1( , , ),qQ f f=   T( )i i if x c x d= −  называется 
аффинным комитетом, разделяющим множества 

, ,nA B ⊂   если выполнено условие 

{ }

{ }

: ( ) 0 ( ),
2

: ( ) 0 ( ).
2

q i

q i

qi f a a A

qi f b b B

∈ > > ∈

∈ < > ∈





 

Число q  называется числом элементов (членов) 
комитета .Q  

По критерию Мазурова [7] множества A  и B  
отделимы аффинным комитетом тогда и только то-
гда, когда .A B∩ =∅ Однако по ряду причин осо-
бый интерес представляют разделяющие комитеты с 
наименьшим числом элементов, называемые мини-
мальными. 

Задача «Минимальный аффинный разделя-
ющий комитет» (MASC). Заданы множества 

11{ , , }mA a a=  и 
21{ , , },mB b b=   , .nA B ⊂   Требу-

ется указать аффинный комитет с наименьшим чис-
лом элементов, разделяющий множества A  и B . 

Следующее утверждение характеризует вычис-
лительную сложность задачи в общем случае.  

Теорема 4 [1-2]. Задача MASC – NP-трудна и 
остается труднорешаемой при дополнительном 
условии { }{ }2

0,1, 2 : 2 .nA B x x∪ ⊂ ∈ ≤  
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Традиционный подход к исследованию NP-
трудных задач комбинаторной оптимизации пред-
полагает, в частности, разработку полиномиальных 
приближенных алгоритмов решения задачи MASC. 
В работе [2] описан один приближенный алгоритм 
решения данной задачи, обладающий точностью 

( )mO n , и доказана следующая теорема. 

Теорема 5 [2]. Задача MASC не принадлежит 
классу Apx (задач комбинаторной оптимизации, об-
ладающих полиномиальными алгоритмами с посто-
янной точностью), если .P NP≠  

Следующий раздел настоящей статьи посвящен 
обоснованию нового результата, уточняющего ре-
зультат Теоремы 5. 

2. Аппроксимируемость задачи MASC 
Результат данного раздела, как и Теорема 5 бази-

руется на полиномиальной сводимости к задаче 
MASC известной NP-трудной задачи о раскраске  
2-цветного 3-однородного гиперграфа в k  цветов. 
Как показано в [9], данная задача остается трудно-
решаемой при произвольном фиксированном 3.k ≥  

Теорема 6. Если (log( ))(2 )poly nNP DTIME⊄ , задача 
MASC не обладает полиномиальными приближен-
ными алгоритмами с точностью  

(log log log )O m . 

Доказательство. Пусть условие частной задачи о 
раскраске задается конечным гиперграфом 

( , )n HΓ =  , в котором H ≠∅  и | | 3h =  для каждого 
h H∈ . По условию, гиперграф Γ  – двуцветный, т. 
е. существует такая функция { }0 : 1, 2 ,nϕ →  что  

( ) ( )0 ( ) 1h H h∀ ∈ ⇒ ϕ > . 

Другими словами, существует такое разбиение 
1 2 ,nV V∪ =

 что  

1 2( ) ( ) ( ).h H h V h V∀ ∈ ⇒ ∩ ≠ ∅ ∧ ∩ ≠ ∅  

К сожалению, ни множества 1V  и 2V , ни отображе-
ние 0ϕ  не заданы. Требуется указать раскраску 

: n kϕ →   гиперграфа Γ  с некоторым фиксиро-
ванным .k  

По аналогии с методикой, описанной в работе 
[2], сопоставим данной частной задаче о раскраске 
подходящую частную задачу MASC, для чего зада-
димся множествами , nA B ⊂  , определяемыми по 
правилу: 

{ }
{ }{ }

3 | ,

| , , .
i n

i j k

A e i

B e e e i j k H

= ∈

= + + ∈



 

Здесь, как обычно, ie  используется для обозначения 
i -го единичного орта. Нетрудно убедиться в том, что  

1) conv( ) conv( ) ,A B∩ ≠ ∅  следовательно, множе-
ства A  и B  не могут быть разделены гипер-
плоскостью, и минимальный аффинный разде-
ляющий (эти множества) комитет содержит бо-
лее одного элемента; 

2) множества A  и B  отделимы комитетом из трех 
элементов. В самом деле, определим линейные 
функции T( ) ,i if x c x=  задав координаты векторов 

ic  правилом: 

1 2
1 2

2 1

3

1, , 1, ,
3, , 3, ,

1, .

j j

j n

j V j V
c c

j V j V
c j

∈ ∈ 
= = − ∈ − ∈ 
= ∈

 

В силу следующих неравенств 

1 3 1(3 ) 0 (3 ) 0 ( ),i if e и f e i V> > ∈  

2 3 2(3 ) 0 (3 ) 0 ( ),i if e и f e i V> > ∈  

( )
( )

{ }( )1

2

0
, , ,

0

i j k

i j k

f e e e
i j k H

f e e e

+ + <  ∈
+ + < 

 

справедливых, по построению, последователь-
ность 1 2 3( , , )Q f f f=  является искомым комите-
том, разделяющим A  и .B  

Пусть далее 1 2 2 1( , , , )sQ f f f +=  , T( )i i if x c x d= +  – 
произвольный комитет, разделяющий множества A  
и .B  По теореме Мазурова [см., например, 8],  

2 1 | | .
3
n

s A B n 
+ ≤ ∪ ≤ + 

 
 

Убедимся в том, что комитет индуцирует рас-
краску исходного гиперграфа Γ  в t  цветов, где 

2 1
1 min , .

1
s

t n
s

 +   ≤ ≤   +   
 По определению, каждому 

номеру nj∈  соответствует такое подмножество 

2 1( ) , | ( ) | 1,sI j I j s+⊂ = +  что  

(3 ) 0 ( ( )).i jf e i I j> ∈  

Произведём последовательный перебор вершин 
Γ  и построим разбиение 1 t nV V∪ ∪ = 

  , следуя 
следующему алгоритму. 

Шаг 1. Положить 1 : {1}, : 1, : 1, : 1.V t j k= = = =  
Шаг 2. Если ,j n=  СТОП, иначе продолжить. 
Шаг 3. Положить : 1.j j= +  
Шаг 4. Если ( ) ( )I j I k= , положить : { }t tV V j= ∪  
и вернуться на Шаг 3, в противном случае перей-
ти на Шаг 5. 



2007 Компьютерная оптика, том 31, №3 

 66 

Шаг 5. Положить : 1, : , { }.tt t k j V j= + = =  Пе-
рейти на Шаг 3. 

Очевидно, данное построение (равно как и все 
описанные выше) может быть произведено за время, 
ограниченное сверху полиномом от .n  Построенное 
в результате разбиение задает искомую раскраску  
(в t  цветов). Для обоснования ее корректности убе-
димся в том, что множество H  не содержит моно-
хромных ребер. В самом деле, пусть, от противного, 
найдутся такие ребро h H∈  и номер tr∈ , что 

.rh V⊂  Без ограничения общности можно полагать 
{1,2,3}h =  и 1.r =  Тогда, по построению, для про-

извольного (1)p I∈  справедливы неравенства 
T3 0 ( 1,2,3)p l pc e d l+ > = , 

а, следовательно, и  
T

1 2 3( ) 0.p pc e e e d+ + + >  

С другой стороны, поскольку Q  – разделяющий 
комитет для множеств A  и ,B  с необходимостью 
найдется номер 0 (1)p I∈ , для которого  

0 0

T
1 2 3( ) 0.p pc e e e d+ + + <  

Найденное противоречие подтверждает коррект-
ность раскраски. 

Далее, пусть задача MASC обладает приближен-
ным полиномиальным алгоритмом с точностью 

( ).r r m=  Здесь, как обычно, r  – натуральнозначная 
функция натурального аргумента – мощности мно-
жества | | .A B∪  Без ограничения общности можно 
полагать 2 1.r = ρ+  Из п. 2 следует, что, результа-
том применения его к сформулированной выше 
частной задаче будет разделяющий комитет из не 
более чем 3 6 3r = ρ+  элементов, что повлечет по-
строение (за полиномиальное время) раскраски Γ  в 
t  цветов, где  

6 3
min , .

3 2
t n

 ρ+   ≤   ρ +   
 

Согласно [9], 3 log logt C n>  при условии 
(log( ))(2 )poly nNP DTIME⊄ , откуда при том же условии 

имеем 

3
6 3

log log .
3 2

C n
ρ+ 

> ρ + 
 

Воспользовавшись известным асимптотическим 
представлением для наибольшего биномиального 

коэффициента 
22 2 kk

k k
 
 

π 
 , произведя несложные 

преобразования с учетом того, что в данном случае 
3( ),m O n=  получим искомое неравенство 

log log log (log log log ).D n O mρ > =  

Теорема доказана. 

3. Труднорешаемость задачи MASC 
 в пространствах фиксированной размерности 

Известно, что многие NP-трудные в общем случае 
задачи комбинаторной оптимизации становятся по-
линомиально (или псевдополиномиально) разреши-
мыми при дополнительных ограничениях: при фик-
сации размерности пространства, числа ограничений 
и т. п. Например, общая задача целочисленного ли-
нейного программирования, сформулированная в 
пространстве фиксированной размерности – полино-
миально разрешима.  

Известно [см., например, 8], что задача MASC, 
заданная в одномерном пространстве также может 
быть решена за полиномиальное время. До настоя-
щего времени открытым оставался вопрос о вычис-
лительной сложности данной задачи в простран-
ствах большей размерности. В данном разделе пока-
зывается, что задача MASC становится NP-трудной, 
будучи сформулированной в пространстве n

  при 
произвольном фиксированном 1.n >  Для обоснова-
ния этого факта, очевидно, достаточно показать 
труднорешаемость задачи на плоскости. 

Задача о комитетной отделимости конечных 
множеств на плоскости (PASC). Заданы множества 

11{ , , }mA a a=   и 
21{ , , },mB b b=   2, ,A B ⊂   и чис-

ло .t∈  Существует ли аффинный комитет ,Q  раз-
деляющий множества A  и B  и состоящий из не бо-
лее чем t  элементов? 

Нетрудно убедиться в том, что задача PASC при-
надлежит классу NP. Цель данного раздела состоит 
в обосновании полиномиальной сводимости к ней 
известной NP-полной задачи о покрытии конечного 
множества точек плоскости множеством прямых 
(PC) и, как следствие, принадлежности задачи PASC 
классу NP-полных задач. 
Определение. Множество прямых 1{ , , },sL l l=   

2 T{ : },j j jl x c x d= ∈ =  где 0,jc ≠  называется по-

крытием множества 2
1{ , , } ,kP p p= ⊂   если для 

каждой точки p P∈  найдется прямая ( )l l p L= ∈  
такая, что .p l∈  

Задача о покрытии прямыми конечного мно-
жества на плоскости (PC). Заданы множество 

2
1{ , , }kP p p= ⊂   и число .s∈  Существует ли 

покрытие L  множества ,P  по мощности не превос-
ходящее s ? 

Теорема 7 [3]. Задача PC NP-полна в строгом 
смысле. 
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Договоримся использовать следующие обозна-
чения: { }2

0 0 2
( , ) :B x x x xε = ∈ − ≤ ε  для круга с 

центром в 0x  и радиусом ε ; aff( )P  – для аффинной 
оболочки множества P  и dim  – размерности аф-
финного (линейного) многообразия. Для дальней-
ших построений нам потребуется следующее 
утверждение, приводимое ввиду его важности для 
дальнейших построений с доказательством. 

Утверждение 1 [3].   
Пусть заданы множество 2

1{ , , } ,kP p p= ⊂   чис-

ло 10, ,
6(2 1)

 
ε∈ ρ + 

 где { }2
max : ,j kp jρ = ∈  и 

непустое подмножество .kJ ∈  Для существования 
прямой ( )l l J=  такой, что 

( , ) ( )jB p l j Jε ∩ ≠ ∅ ∈  (4) 
необходимо и достаточно выполнения условия 

dim aff{ : } 1.jp j J∈ ≤  

Доказательство. Утверждение, очевидно, спра-
ведливо при | | 2,J ≤  поэтому далее, без ограничения 
общности, полагаем | | 3.J ≥  Достаточность может 
быть доказана непосредственной проверкой. Оста-
новимся на доказательстве необходимости. Пусть 
l  – произвольная прямая, удовлетворяющая усло-
вию (4) для некоторого ,J  и пусть, от противного, 
точки jp  не лежат на одной прямой. При нашем 
предположении, найдутся числа 1 2 3, ,j j j J∈  (без 
ограничения общности, полагаем 1 31, , 3j j= = ) 
такие, что 1 2 3dim aff{ , , } 2.p p p =  По условию, суще-

ствуют векторы T[ , ]j j jw = ξ η  такие, что 

( , ) ( 1, 2,3).j j jp w B p l j+ ∈ ε ∩ =  

Введя обозначение T[ , ] ,j j jp x y=  имеем, по вы-

бору ,jw  

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 1
0.x x x

y y y
∆ = + ξ + ξ + ξ =

+ η + η + η
 

С другой стороны, 

2
1 2 3

1 2 3

1 1 1
12 6 ,x x x

y y y
∆ ≥ − ρε − ε  

откуда, в силу целочисленности и неколлинеарности 
точек 1 2,p p  и 3p  и выбору ,ε  

1 12 6 0.∆ ≥ − ρε − ε >  

Полученное противоречие завершает доказатель-
ство необходимости условия и утверждения в целом. 

Пусть далее условие частной задачи PC задается 
множеством 2

1{ , , }kP p p= ⊂   и числом .s∈  

Вычислим { }2
max : ,j kp jρ = ∈  и положим 

1 .
6(2 1) 1

ε =
ρ+ +

 Зафиксируем вектор 
2

, 1σ σ =  так, 

чтобы для любого { , } ki j ⊂   отрезки [ , ]i ip p− εσ + εσ  
и [ , ]j jp p− εσ + εσ  не лежали на одной прямой. 

Сопоставим исходной задаче PC частную задачу 
PASC с условием: ,A P=  ( ) ( )B P P= − εσ ∪ + εσ  и 

2 1t s= +  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема сведения задачи PC к задаче PASC 

Легко убедиться в том, что описанные выше дей-
ствия могут быть произведены за время, ограничен-
ное сверху полиномом от длины записи условия за-
дачи PC. Для завершения обоснования полиноми-
альной сводимости достаточно показать, что задача 
PC и поставленная ей в соответствие задача PASC 
имеют положительные или отрицательные ответы 
одновременно. Другими словами, что множество P  
обладает покрытием из не более, чем s  прямых то-
гда и только тогда, когда соответствующие ему 
множества A  и B  отделимы аффинным комитетом, 
число элементов которого не превосходит 2 1.s +  

Теорема 8. Множество 2
1{ , , }kP p p= ⊂   об-

ладает покрытием из s  прямых тогда и только тогда, 
когда множества A P=  и ( ) ( )B P P= − εσ ∪ + εσ  от-
делимы аффинным комитетом из 2 1s +  элемента. 

Доказательство. 1. Пусть 1{ , , }sL l l=   – покры-
тие множества .P  Каждой прямой 

2 T{ : }j j jl x c x d= ∈ =  сопоставим подмножества 
( ) ( ) jA j P j P l= = ∩  и ( ) ( ( ) ) ( ( ) ).B j P j P j= + εσ ∪ − εσ  

Без ограничения общности можно полагать, что 
( )A j ≠ ∅  и для каждой точки ( )a A j∈  справедливо 

неравенство 
T T( ( ) )( ( ) ) 0.j j j jc a d c a d− εσ − − εσ + <  (5) 
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Зафиксируем произвольное число 0 j< δ < ε  и 
определим функции 2 1jf −  и 2 jf  по формулам 

T
2 1

T
2

( ) ,

( ) .
j j j j

j j j j

f x c x d

f x c x d
− = − + δ

= − + + δ
 

так, чтобы выполнялись неравенства 

2 1 2

2 1 2

( ) ( ) 0,
( ( )).

( ) ( ) 0
j j

j j

f a f a
a A j

f a f a
−

−

− εσ ⋅ − εσ < ∈ + εσ ⋅ + εσ <
 (6) 

В силу справедливости неравенства (5), такое 
построение возможно. Очевидно, что наряду с нера-
венствами (6), по выбору ,ε  также будут выполнены 
неравенства  

2 1 2

2 1 2

( ) 0, ( ) 0 ( ( ))
( ) ( ) 0 ( ( ) \ ( ( ) ( )).

j j

j j

f a f a a A j
f p f p p A B A j B j

−

−

> > ∈
 ⋅ < ∈ ∪ ∪  
По построению, последовательность функций 
1 2( , , )sf f  обладает свойством 

{ : ( ) 0} 1 ( ),
{ : ( ) 0} ( ).

k

k

k f a s a A
k f b s b B

> ≥ + ∈
< = ∈

 

Дополнив ее произвольной аффинной функцией 
0 ,f  удовлетворяющей условиям 

0 ( ) 0 ( ),f x x A B< ∈ ∪  

непротиворечивым ввиду конечности множества ,A B∪  
получаем искомый комитет 0 1 2( , , , ),sQ f f f=   раз-
деляющий множества A  и B  (рис. 2). 

 
Рис. 2. Построение разделяющего комитета  

по заданному покрытию. 
2. Множество ,P  очевидно, обладает покрытием, 

состоящим из не более чем 2
k 
   прямых. Обозна-

чим через s  мощность его минимального (по числу 
элементов) покрытия. Покажем, что сопоставленные 
множеству P согласно описанной выше схеме мно-
жества A  и B  не могут быть отделимы аффинным 
комитетом с числом элементов 2 1.q s< +  

Пусть 1( , , ),qQ f f=   где T( )i i if x c x d≡ −  – про-
извольный комитет аффинных функций, разделяю-
щий множества A  и .B  По теореме Мазурова [8], 
для каждой точки a A∈  найдутся такие номера 

1 1( )i i a=  и 2 2 ( ),i i a=  что 

1 1( ) ( )( ) 0, ( ) 0,i a i af a f a> + εσ <  (7) 

2 2( ) ( )( ) 0, ( ) 0.i a i af a f a> − εσ <  (8) 

Введем следующие обозначения: через 1( )I a  
обозначим множество всех номеров 1( ),i a  удовле-
творяющих условию (7), аналогично, обозначим че-
рез 2 ( )I a  множество номеров 2 ( ),i a  удовлетворяю-
щих условию (8). Далее определим множества 1I  и 

2I  равенствами 

1 1 2 2( ) и ( ).
a A a A

I I a I I a
∈ ∈

= =
 

 

В силу (7)-(8), справедливы неравенства 
T

1
T

2

0 ( ),
0 ( ),

i

i

c i I
c i I
σ < ∈
σ > ∈

 

следовательно, 1 2 .I I∩ =∅  Для произвольного но-
мера 1i I∈  обозначим через '( )A i  подмножество 

1{ : ( )}.a A i I a∈ ∈  По построению, прямая ( ) 0if x =  
для каждого '( )a A i∈  пересечет отрезок [ , ].a a + εσ  
Следовательно, в силу утверждения 1 и выбора ,ε  
dim aff '( ) 1,A i ≤  откуда 1| | ,I s≥  по выбору s  (в ка-
честве мощности наименьшего покрытия множества 

.A P=  Аналогично обосновывается неравенство 
2| | .I s≥  Таким образом,  

1 2| | | | 2 .q I I s≥ + ≥  (9) 

Нетрудно убедиться в справедливости более 
сильного неравенства 2 1.q s≥ +  В самом деле, в 
противном случае комитет Q  из 2s  элементов пу-
тем исключения произвольного элемента (см., 
например, [6]) может быть преобразован в аффин-
ный комитет, разделяющий множества A  и B  и со-
стоящий из 2 1s −  члена, что противоречит (9). Тео-
рема доказана. 

Следствие 1. Задача PASC NP-полна в строгом 
смысле. Задача ASC1, сформулированная в про-
странстве фиксированной размерности 1n >  – так-
же NP-полна в строгом смысле. 

Следствие 2. Задача MASC, сформулированная  
в n
  при произвольном фиксированном 1n > , – 

NP-трудна. 
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Abstract 
In papers [1, 2], results on the computational and approximational complexity of a minimum 
affine separating committee (MASC) problem are obtained for finite sets A, B ⊂ ℚ n. In particu-
lar, it is shown that this problem is NP-hard and does not belong to the class Apx (under the as-
sumption approximability threshold that P ≠ NP). Nevertheless, questions concerning the 
bounds for its effective approximability threshold and for the computational complexity of a 
number of practically important particular cases of the problem obtained by imposing addition-
al constraints, for example, by fixing the dimension of the space, remained open. In this pa-
per, a lower bound is presented for the polynomial of the problem in the general case, and 
the intractability of the problem in spaces of fixed dimension greater than unity is proved. In 
particular, it is shown that the problem of committee separability remains hard even when it 
is formulated on the plane (i.e., in the simplest non-trivial case). This result follows from the 
fact that the well-known PC problem on covering a finite planar set by straight lines, whose 
hardness was proved in [3], is polynomially reducible to the problem under consideration. 
The method of reduction represents a modification of the method that was described in [4] 
and was used there for proving the hardness of problems on piecewise linear separability of 
finite sets on the plane. 
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