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Аннотация 

В работе рассматривается задача моделирования распространения электромагнитного излу-
чения в волноводах с продольно-неоднородным распределением показателя преломления. В 
качестве базового метода моделирования предложен и рассмотрен метод распространяюще-
гося пучка (Beam Propagation Method, BPM), выявлены его недостатки. Приведен вывод 
обобщенных однонаправленных уравнений Гельмгольца, позволяющих нивелировать ряд 
недостатков традиционного метода. Сформулирован модифицированный метод распро-
страняющегося пучка, основанный на предложенных уравнениях, описана область его при-
менимости. 

Введение 

Волноводы с изменяющимся поперечным рас-
пределением показателя преломления уже нашли 
широкое применение в современной волоконной оп-
тике: это и различного рода переходные элементы 
[1], разветвители, WDM-устройства (в частности, 
AWG [2]) и т.д. В то же время, развитие микро- и 
нанотехнологий позволяет расширить класс оптиче-
ских устройств, которые могут быть изготовлены на 
основе оптического волокна [3] и ввести в рассмот-
рение элементы новых видов. 

На этапе разработки такого рода устройств важ-
ным аспектом является численное моделирование 
распространения электромагнитного излучения в 
разрабатываемом волоконно-оптическом элементе. 
Моделирование позволяет выявить приблизитель-
ные характеристики устройства до его создания, а 
также является средством совершенствования тех-
нологических процессов, поскольку позволяет ис-
следовать зависимости характеристик преобразова-
теля от технологических параметров и погрешно-
стей. 

Существуют различные методы, позволяющие 
моделировать распространение света в оптических 
элементах, однако не все они применимы к модели-
рованию оптического волокна с изменяющимся по-
перечным распределением показателя преломления. 
Данная работа посвящена вопросам применимости 
метода распространяющегося пучка (Beam Propaga-
tion Method, BPM), широко применяющегося в во-
локонной и интегральной оптике, к моделированию 
процессов в оптических волноводах и модовому 
анализу распространяющихся пучков. 

1. Анализ физических процессов в волноводах  
с изменяющимся поперечным распределением 

показателя преломления 

Здесь под волноводом будем подразумевать из-
делие из волоконных световодов, содержащее воло-
конные элементы, в которые тем или иным спосо-
бом внесены изменения, приводящие к возникнове-
нию нелинейных эффектов и возмущений в 

процессе распространения света через волновод. 
Примером таких устройств могут служить как до-
статочно простые переходники (например, от сту-
пенчатого волокна к ребристому), так и более слож-
ные устройства (например, предназначенные для 
возбуждения специфического модового состава), 
работа которых может быть описана только в рам-
ках дифракционной теории. Выделим характерные 
особенности таких устройств. 

Поскольку основной составляющей волноводов 
является оптическое волокно того или иного рода, 
характеристики волокна как среды распространения 
будут определять особенности физических процес-
сов, происходящих в волноводе. С физической точ-
ки зрения оптоволокно представляет собой диэлек-
трическую среду, имеющую заданный профиль рас-
пределения показателя преломления. В общем 
случае распространение в таких средах описывается 
системой уравнений Максвелла с некоторыми 
упрощениями [4, 5]. 

Особую роль в исследовании оптоволокна играет 
понятие моды – собственной функции оператора 
распространения, определяемого профилем показа-
теля преломления [6]. Введенное в оптоволокно из-
лучение в процессе распространения неизбежно (и 
обычно с потерей энергии) приходит к виду, когда 
пучок представляет собой моду или комбинацию 
мод, характерных для данного волокна [7]. Далее 
такие пучки распространяются без потерь энергии, а 
распределение энергии в тангенциальной плоскости 
определяется набором мод в пучке. 

Основным средством внесения нелинейности в 
волновод является изменение распределения пока-
зателя преломления (часто достаточно существен-
ное). Изменить профиль можно различными спосо-
бами: изменением геометрии центральной линии 
волокна (например, микроизгибы [8]), изменением 
оптических свойств внешним воздействием (напри-
мер, под действием давления [9]) или прямым изме-
нением профиля (например, нанесением микрорель-
ефов на торцы волокна [3]).  

Такое внесение нелинейностей приводит к тому, 
что в локальных участках волокна меняются его про-
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филь и, следовательно, допустимые моды. Прохож-
дение пучка через такое волокно с измененными ха-
рактеристиками приводит к перераспределению 
энергии по модам измененного волокна и потере ча-
сти энергии в виде недопустимых мод. По заверше-
нии прохождения фрагмента волокна с внесенной не-
линейностью пучок обычно продолжает распростра-
нение в волокне с обычным профилем, что опять 
приводит к перераспределению энергии по модам. 

Таким образом, нелинейные эффекты связаны с 
изменением модового состава распространяющегося 
пучка и определяются изменением оператора рас-
пространения, возникающим вследствие изменения 
профиля показателя преломления. 

С физической точки зрения распространяющаяся 
мода (и, следовательно, пучок в целом) описывается 
характеристиками электромагнитного поля, а имен-
но значениями векторов напряженности электриче-
ского и магнитного полей. Изменение модового со-
става, в свою очередь, является изменением значе-
ний этих векторов, возникающим вследствие 
распространения через область с измененным пока-
зателем преломления и описывающимся уравнения-
ми Максвелла. 

Таким образом, если требуется исследовать из-
менение модового состава в процессе прохождения 
света через волновод и энергетические характери-
стики волновода (а именно эти два явления часто 
являются предметом исследования), достаточно тем 
или иным методом моделировать распространение 
излучения, получая характеристики векторов 
напряженностей электрического и магнитного поля. 
Полученные значения позволят исследовать модо-
вые и энергетические характеристики пучка путем 
несложных математических преобразований [7]. 

Одним из методов моделирования, традиционно 
применяемых в интегральной оптике и позволяю-
щих получить такие характеристики поля, является 
метод распространяющегося пучка. 

2. Метод распространяющегося пучка для 
волоконной и интегральной оптики 

Изначально метод распространяющегося пучка 
был сформулирован Фейтом и Флекком в виде, от-
личном от современных модификаций, и основывал-
ся на послойном расчете распространения пучка из-
лучения с помощью прямого и обратного преобразо-
вания Фурье [10, 11]. Основным достоинством этого 
метода является возможность расчета распростране-
ния на большие расстояния при относительно малых 
затратах памяти за счет того, что для вычисления ха-
рактеристик электромагнитного поля на следующем 
слое необходимо знать их лишь на предыдущем слое. 

В начале 90-х был предложен метод, получив-
ший название конечно-разностного метода распро-
страняющегося пучка (Finite-Differential Beam Prop-
agation Method, FD-BPM), основанный на послой-
ном конечно-разностном решении следствий 
уравнений Гельмгольца [12]. Математически дан-

ный метод отличается от предложенного Фейтом и 
Флекком, однако обладает тем же основным пре-
имуществом: возможностью расчета распростране-
ния на большие расстояния. Благодаря этому дан-
ный метод и его разновидности [13] получил широ-
кое распространение в волоконной и интегральной 
оптике. Тем не менее, метод обладает рядом осо-
бенностей и недостатков, для рассмотрения которых 
необходимо сначала понять физические основы 
данного метода. 

Рассмотрим распространение в среде монохро-
матической волны, описываемое уравнениями 
Гельмгольца, которые можно представить в следу-
ющем виде: 
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где E
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 и H
�

 – вектора комплексных амплитуд 
напряженности, соответственно, электрического и 
магнитного полей, 0k  – волновое число распростра-

няющейся волны в вакууме, n  – показатель прелом-
ления среды. Такие уравнения являются следствием 
из системы уравнений Максвелла [4, 5] при следу-
ющих предположениях: 

1) электромагнитные характеристики среды по-
стоянны во времени, 

 ( ) ,t constµ ≡  ( )t constε ≡ , (2) 

где ( ),r tε ε= �
 и ( ),r tµ µ= �

 – соответственно, отно-

сительные диэлектрическая и магнитная проницае-
мости; 

2) отсутствуют источники поля, 

 0ρ ≡ , 0j ≡
�

, (3) 

где ( ),r tρ ρ= �
 – плотность электрических зарядов, 

( ),j j r t=
� � �

 – вектор плотности тока; 

3) среда является магнитно-однородной, 

 ( )r constµ =� . (4) 

Нетрудно убедиться, что условия, описываемые 
выражениями (2)-(4), не накладывают ограничений, 
несовместимых с описанными ранее процессами в 
волноводах, поэтому уравнения вида (1) могут при-
меняться для описания этих процессов. 

Чаще всего FD-BPM формулируется для декар-
товой системы координат (хотя существуют и аль-
тернативные подходы [14-16]), поэтому перепишем 
выражения (1), считая ось z  основным направлени-
ем распространения, и представим их в матричной 
форме: 
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где ( ), ,
T
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комплексных амплитуд компонентов электрическо-
го и магнитного полей, соответственно, а матрицы 
A и B  являются матричными дифференциальными 
операторами и имеют следующий вид: 
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Компоненты этих операторов описывают взаимо-
действие компонентов полей: 
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где оператор ,α β∇  означает дифференцирование 

только по координатам α  и β . 
Из выражений (13)-(15) и (22)-(24) следует, что 

для возможности послойного расчета поля необхо-
димо исключить из рассмотрения продольные ком-
поненты поля. Это можно сделать следующими спо-
собами. 

1. Рассмотрение только ТЕ-поляризации, тогда 
0zE ≡ , а выражение (5) для электрической состав-

ляющей примет вид: 
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держащая только элементы, отвечающие за взаимо-
действие тангенциальных компонентов электриче-
ского поля. 

2. Рассмотрение только ТМ-поляризации, тогда 
0zH ≡ , а выражение (5) для электрической состав-

ляющей примет вид: 
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x yH Hτ =H , а τB  – квадратная матрица, со-

держащая только элементы, отвечающие за взаимодей-
ствие тангенциальных компонентов магнитного поля. 

3. Исключение из рассмотрения не компонент поля, 
но элементов матриц A  и B , отвечающих за взаимо-
действие с продольными компонентами. Для этого, как 
видно из выражений (9), (12), (18) и (21), необходимо 
наложить некоторые дополнительные требования на 
среду распространения: потребовать «плавности изме-
нения показателя преломления в направлении распро-
странения» [12, 17]. При этом полученные из (6) урав-
нения в точности совпадут с (25) и (26). 

Численное решение непосредственно уравнений 
(25) и (26) не дает искомого преимущества послой-
ного расчета характеристик поля (поскольку либо 
требуется решение задачи во всем рассчитываемом 
объеме, либо решение не сходится), поэтому необ-
ходимо понизить порядок дифференцирования. Для 
этого преобразуем (25) и (26) следующим образом: 
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где i  – комплексная мнимая единица, а корень из 
матричной функции определен на основе собствен-
ных чисел этой функции [18]. 

Скобки в выражении (27) определяют распро-
странение волны в прямом и обратном направлени-
ях. Если рассматривать только вперед-
распространяющиеся волны, то получим однона-
правленные уравнения Гельмгольца: 
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откуда нетрудно получить математическую модель, 
используемую в FD-BPM: 

 
,

.

i
z

i
z

∂ = −
∂
∂ = −
∂

E A E

H B H

τ τ τ

τ τ τ

 (29) 

На решении уравнений (29) и их следствий (в 
скалярных и полу-векторных случаях [13]) и осно-
вываются современные методы FD-BPM и FE-BPM 
(Finite-Element BPM). Сделанные в ходе получения 
выражений (29) предположения о характеристиках 
поля и среды делают данные методы вполне приме-
нимыми к задачам интегральной и волоконной оп-
тики. 

Однако для задач, связанных с расчетом распро-
странения в волноводах с изменяющимся профилем 
показателя преломления, данный метод обладает 
рядом недостатков: 

1) не учитывается отражение энергии в случае 
резкого изменения показателя преломления; 

2) рассматриваются либо поляризации, либо 
присутствует требование малости изменения пока-
зателя преломления в направлении распростране-
ния; 

3) отсутствует взаимосвязь между компонентами 
магнитного и электрического полей. 

И если первый недостаток является неизбежной 
платой за возможность расчета распространения в 
существенно протяженных средах (впрочем, суще-
ствуют итерационные модификации BPM, позволя-
ющие частично решить и эту проблему [13, 19]), то 
вторые два не согласуются с условиями распростра-
нения в рассматриваемом типе волноводов. Напри-
мер, требование «плавного изменения» показателя 
преломления означает близость к нулю элементов 
матрицы xzA  и yzA  (что фактически означает 

2ln 0n
z

∂ ≈∂ ), а также xzB  и yzB  (что, в свою оче-

редь, означает 
2

0n
z

∂ ≈∂ ). Нетрудно заметить, что 

второе требование существенно сильнее первого и 
накладывает серьезные ограничения на область 
применения метода, не всегда согласующиеся с осо-

бенностями моделирования рассматриваемых вол-
новодов. 

Модифицируем метод таким образом, чтобы ука-
занные недостатки были преодолены. Для этого 
необходимо изменить саму используемую модель 
(28). 

3. Обобщенные однонаправленные уравнения 
Гельмгольца 

Вернемся к рассмотрению матричной формы 
уравнения Гельмгольца (5). Перепишем его (далее 
будет рассматриваться только электрическая со-
ставляющая поля, выкладки для магнитной состав-
ляющей аналогичны), сохранив физический смысл 
только для тангенциальных составляющих, а также 
принудительно увеличив размерность задачи, до-
полнив матрицы и вектора нулями: 
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*
0

z τθ
θ θ θ θ
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D A A
E Eɶ ɶ , (30) 

где  

 ( ), , ,0
T

x y zE E E=Eɶ , (31) 
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A

 
=  
 

A , (33) 

а θ  – квадратная матрица, состоящая из 0. Из (30) 
несложно получить выражение, аналогичное выра-
жениям (29): 

 
*z

i
τθ

θ θ θ θ
   

= −      
   

D A A
E Eɶ ɶ , (34) 

однако наличие корня из оператора не дает возмож-
ности напрямую перейти к рассмотрению задачи 
только для тангенциальных составляющих. Рас-
смотрим действия, необходимые для такого перехо-
да. 

Сначала докажем вспомогательное утверждение. 
Выражение 

 i
z τ τ τ

∂ = ±
∂

E A E  (35) 

по сути эквивалентно выражению (25), которое 
можно представить в эквивалентной форме: 
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0
z τθ θ

θ θ θ θ
   

+ =      
   

D A
E Eɶ ɶ , (36) 

что, в свою очередь, эквивалентно 

 
z

i
τθ θ

θ θ θ θ
   

= ±      
   

D A
E Eɶ ɶ . (37) 
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Таким образом, выражения (35) и (37) тоже эк-
виваленты, переход между ними можно осуще-
ствить, не смотря на наличие корня из матричного 
оператора. 

Введем теперь следующие обозначения: пусть I  
– единичная матрица необходимого по контексту 
размера, а также 

 
*τ

θ
− + − 

=   
 

A I A
A

I
ɶ , (38) 

тогда 

 
*τ

θ θ
 

= −  
 

A A
I Aɶ . (39) 

Используя тот факт, что оператор Aɶ  дифференци-
руем, и используя следствия из определения функ-
ции от матрицы [18] разложим правую часть (39) в 
ряд Маклорена: 

 
0

l
l

l

α
∞

=

− =∑I A Aɶ ɶ , (40) 

где l ∈ℝα  – коэффициенты разложения, а lAɶ  – сте-

пень матрицы. 

Найдем общий вид матрицы lAɶ , для этого также 
представим ее в виде блочной матрицы: 
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Aɶ , (41) 

где i
lb  – соответствующие блоки 2х2 для степени l . 

Теперь найдем общий вид этих блоков: 
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откуда имеем: 
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что с учетом значений оснований последовательно-
стей 
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дает: 
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Найдем более общее выражение для 2
lb , для это-

го, используя понятие обобщенной обратной матри-
цы, перепишем выражение из (42) в следующем ви-
де: 

 ( ) ( )2 2 1
1 *

l

l lb b τ
−

+ − ⋅ = − − +A A I , 

введем обозначения 2 1
*l lbξ −= A , τς = − +A I , полу-

чим: 

 1
l

l lξ ξ ς+ − = − . 

Нетрудно убедиться, что 
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тогда окончательно с учетом (42) получаем для (41): 
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Полученное выражение позволяет преобразовать 
ряд (40): 
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Теперь, с учетом (40), т.к. lα  – вещественные 
числа и от правой части подкоренного выражения 
не зависят, можем перейти обратно от рядов Макло-
рена к выражениям, содержащим корни: 
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Подставив (43) в (39), и результат в (34), с уче-
том (31)-(33), а также доказанного в начале утвер-
ждения эквивалентности, перейдем обратно к рас-
смотрению только тангенциальных составляющих 
поля, и получим окончательно: 
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Упростим (44) и аналогично запишем уравнение 
для магнитной составляющей поля: 
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Выражения (45) описывают изменение тангенци-
альных составляющих полей с учетом продольных 
компонентов и изменения среды в продольном 
направлении. 

Для уменьшения количества неизвестных в 
уравнениях (45) воспользуемся следствиями из си-
стемы уравнений Максвелла [5]: 
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описывающими связь продольных и поперечных 

компонентов поля (здесь k
�

 – орт аппликаты). Вы-
ражения (46) также можно записать и в матричной 
форме: 
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Окончательно, подставив (47) в (45) и введя обо-
значения 
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получим обобщенные однонаправленные уравнения 
Гельмгольца: 
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4. Модифицированный метод 
распространяющегося пучка 

Аналогично тому, как на однонаправленных 
уравнениях Гельмгольца (29) основывается BPM, 
опираясь на уравнения (49), можно сформулировать 
основные формулы для модифицированного BPM.  

Т.к. с вычислительной точки зрения FD-BPM 
представляет собой конечно-разностное решение 
набора дифференциальных уравнений, разумно при-
вести уравнения (49) к виду, пригодному для конеч-
но-разностного решения. Основной проблемой в 
данном смысле является наличие степенных функ-
ций от матричных дифференциальных операторов: 
нахождение их значений по определению [13] весь-
ма затруднительно, поэтому значения этих функций 
приближают другими функциями, более удобными 
в вычислительном смысле. Конкретный вид этого 
приближения определяет разновидность и некото-
рые характеристики метода. 

Метод для малых углов распространения 

Как в начальной версии метода BPM [11], так и в 
ранних версиях FD-BPM применялось т.н. «при-
ближение плавной огибающей» (Slowly varying en-
velope approximation, SVEA), позволяющее за счет 
введения некоторых дополнительных физических 
предположений понизить порядок дифференциаль-
ного уравнения. С математической же точки зрения, 
SVEA-BPM представляет собой разновидность ме-
тода, получаемую аппроксимацией корня с помо-
щью ряда Тейлора [13]. 

Получим аналогичную аппроксимацию для 
обобщенных уравнений Гельмгольца, воспользуем-
ся следующими приближениями: 
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Тогда (49) примут вид: 
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Переход от матричной формы даст четыре уравне-
ния (по одному для каждой из тангенциальных ком-
понент) в частных производных, имеющих 1-й по-
рядок по z . При этом по тангенциальным коорди-
натам первые два будут иметь 2-й порядок для 
компонент электрического поля и 4-й для компо-
нент магнитного, а вторые два, наоборот, 2-й поря-
док для компонент магнитного поля и 4-й для ком-
понент электрического. При этом, как следует из (9), 
(12), (18) и (21), правые части (51) не содержат про-
изводных комплексных амплитуд по z . Такой вид 
уравнений, описывающих распространение в среде, 
позволяет применить для их решения конечно-
разностные методы. 

Основным недостатком модели (51) и, как след-
ствие, основанного на ней метода, является то, что 
приближение (50) не позволяет корректно модели-
ровать распространение в случаях, когда основное 
направление распространения находится под суще-
ственным углом к оси z . Если волновод не содер-
жит элементов, приводящих к распространению под 
большими углами (например, сильных изгибов оп-
тического волокна), то предложенная модификация 
будет вполне корректна и применима. 

Метод для больших углов распространения 

В том случае, если основное направление рас-
пространение находится под существенным углом к 
предполагаемой оси распространения z , требуется 
применение более точной аппроксимации матрич-
ной функции. Чаще всего в этих целях применяются 
приближения Паде [20]. Применительно к случаю 
(49) они будут иметь вид: 
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 (52) 

где [ ],p q  – порядки аппроксимации Паде, а 
( ).
jp ∈ℝ  и ( ).

jq ∈ℝ  – коэффициенты аппроксимации, 

определяемые из равенства построенной дроби раз-
ложению исходной функции в ряд Тейлора вплоть 
до члена p q+ . С этой точки зрения, в частности, 
приближение (51) было получено при помощи ап-

проксимации Паде [ ]1,0 . 

Такой подход позволяет приблизиться к исход-
ной функции с точностью до большего порядка 
производной, что в данном случае и определяет 
максимально допустимое отклонение основного 
направления распространения от оси z . 

Обычно [13, 21] в FD-BPM и FE-BPM использу-

ются аппроксимации порядков [ ]2,2 , [ ]3,2  и [ ]3,3 . 

Применение таких порядков к выражениям (49) 
возможно, однако (в силу наличия двух различных 
знаменателей после замены в правой части) приво-
дит к достаточно высоким порядкам дифференци-
альных уравнений. Но при этом порядок по z  так-
же, как и для (51), остается равным 1. Таким обра-
зом, применение аппроксимаций Паде приведет к 
достаточно сложным шаблонам и СЛАУ при чис-
ленном решении. 

Замечания о методе 

Наряду с FD-BPM, в последнее время широко 
применяется и конечно-элементная версия метода 
FE-BPM [17]: данный подход совмещает дискрети-
зацию в направлении распространения и аппрокси-
мацию оператора. К сожалению, форма уравнений 
(49) не позволяет очевидно построить выражения, 
аналогичные используемым в FE-BPM. 

В целом же предложенная модификация уравне-
ний Гельмгольца, с одной стороны, позволила обой-
ти ряд недостатков традиционного FD-BPM, но, с 
другой стороны, привела к существенному услож-
нению уравнений и существенному возрастанию 
вычислительной сложности метода. Такая особен-
ность метода естественным образом сужает область 
его применимости: применять метод следует только 
на участках распространения, где изменения показа-
теля преломления в направлении распространения 
действительно существенны, в остальных случаях 
данный подход нерационален. 

Отдельно следует заметить, что применение на 
различных рассчитываемых участках комбинации 
FD-BPM и модифицированного метода достаточно 
естественно и не приводит к дополнительным затра-
там, поскольку форма представления данных и об-
щая логика вычислений у методов совпадают. 

Заключение 

Проведенный краткий анализ физических про-
цессов, происходящих в волноводах с изменяющим-
ся поперечным распределением показателя прелом-
ления в процессе распространения в них пучка, по-
казал, что применяемый для исследования модовых 
и энергетических характеристик метод моделирова-
ния должен удовлетворять ряду требований и согла-
совываться с физической моделью распространения. 

Традиционно используемый в интегральной и 
волоконной оптике метод FD-BPM, основанный на 
решении однонаправленных уравнений Гельмголь-
ца, не во всех случаях пригоден для моделирования 
распространения в рассматриваемых волноводах по 
причине дополнительно накладываемых им ограни-
чений на характер профиля показателя преломле-
ния. 

Предложена модификация и приведен вывод од-
нонаправленных уравнений Гельмгольца, учитыва-
ющих изменение показателя преломления в направ-
лении распространения и взаимодействие между 
электрической и магнитной составляющими поля. 
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Полученные уравнения позволили сформулиро-
вать модифицированный метод распространяющего 
пучка в его модификациях для малых и больших уг-
лов отклонения от основной оси распространения. 
Приведен общий вид дифференциальных уравнений 
для версий и проведен краткий анализ их особенно-
стей. 

Разумное применение комбинации традиционно-
го и модифицированного BPM позволит эффективно 
моделировать распространение излучения в нели-
нейных волоконно-оптических преобразователях с 
существенными изменениями показателя преломле-
ния в волокне. 
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Abstract 

In this paper we consider a simulation problem of electromagnetic radiation propagation in wave-
guides with lateral non-homogeneous distribution of the refractive index. The Beam Propagation 
Method (BPM) is proposed and considered as a basic simulation method; its disadvantages are de-
tected. Generalized 1-way Helmholtz equations are derived, which enable to balance disad-
vantages of the traditional method. The modified Beam Propagation Method is defined based on 
the proposed equations; the scope of its application is described. 
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