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Аннотация 

Проведен численный расчет сил действующих на сферический микрообъект в новом се-
мействе параксиальных лазерных пучков. При распространении в однородном пространстве 
эти пучки сохраняют свою структуру  с точностью до масштаба. Численно показано, что 
при сохранении азимутального номера моды и изменении радиального номера моды в не-
сколько раз, сила, действующая на диэлектрический микрошар, диаметр которого меньше 
ширины яркого светового кольца моды, также изменится примерно в такое же число раз. 

Введение 

Уравнение Гельмгольца, которое описывает рас-
пространение непараксиальной монохроматической 
световой волны в однородном пространстве, допускает 
решения с разделяющимися переменными в 11 раз-
личных системах координат [1]. Это означает, что су-
ществуют световые поля, распространяющиеся без 
изменения своей структуры. Примером являются хо-
рошо известные моды Бесселя [2]. Параксиальный 
аналог уравнения Гельмгольца – это параболическое 
уравнение типа Шредингера, которое описывает рас-
пространение параксиальных световых полей. Это 
уравнение допускает решения с разделяющимися пе-
ременными в 17 системах координат [1]. Световые по-
ля, которые описываются такими решениями, при рас-
пространении сохраняют свою структуру с точностью 
до масштаба. Примером являются хорошо известные 
моды Эрмита-Гаусса и Лагерра-Гаусса [3]. 
В работах [4,5] рассмотрено семейство лазерных 

мод, представляющих собой ортонормированный ба-
зис и являющихся решением с разделенными пере-
менными параксиального параболического уравнения 
в цилиндрической системе координат. В цилиндриче-
ской системе координат уравнение Шредингера кро-
ме решений в виде мод Бесселя и мод Лагерра-Гаусса 
также имеет решения в виде вырожденных гипергео-
метрических функций. Распределение интенсивности 
в поперечном сечении таких пучков близко к распре-
делению интенсивности для мод Бесселя. Как и моды 
Бесселя гипергеометрические моды имеют бесконеч-
ную энергию. С помощью дифракционных оптиче-
ских элементов (ДОЭ) или жидкокристаллических 
микродисплеев [5], можно сформировать лазерные 
пучки, близкие к гипергеометрическим модам. В от-
личие же от мод Бесселя, радиусы световых колец 
гипергеометрических мод увеличиваются с ростом 
продольной координаты z как z1/2. В отличии от мод 
Бесселя семейство гипергеометрических мод двухпа-
раметрическое, что дает возможность регулировать 
поперечные размеры таких пучков, не меняя порядок 
фазовой сингулярности. Это свойство может быть 
полезно в задаче оптического вращения микрообъек-
та. В работе проведена оценка сил, вращающих сфе-
рический микрообъект в гипергеометрических пуч-
ках при разных параметрах ДОЭ. Численно показано, 

что при сохранении азимутального номера моды и 
изменении радиального номера моды в несколько 
раз, сила, действующая на диэлектрический микро-
шар, диаметр которого меньше ширины яркого све-
тового кольца моды, также изменится примерно в та-
кое же число раз. 

1. Теоретические основы 

Комплексная амплитуда параксиального свето-
вого поля E(r,ϕ,z) в цилиндрической системе коор-
динат (r,ϕ,z) удовлетворяет уравнению типа Шре-
дингера: 
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где −∞<γ<∞, n=0, ±1, ±2, … непрерывный и дис-
кретный азимутальный параметры моды (номера 
моды), от которых зависят функции (2) и которые 

будем называть номерами моды;  
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1F1(a,b,x) – вырожденная или конфлюэнтная гипер-
геометрическая функция: 
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где Re(b)>Re(a)>0. Из (3) видно, что 1F1(a,b,x) – это 
целая аналитическая функция. В случае (2) Re(x)=0 
и тогда уравнение (3) является одномерным преоб-
разованием Фурье от ограниченной функции на от-
резке [0,1]. По теореме Шеннона асимптотически 
при r→∞ период модуляции функции (2) (т.е. рас-
стояние между соседними максимумами или мини-
мумами) равно 2π. При больших значениях аргу-
мента x>>1 имеет место асимптотика  
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Поэтому уменьшение модуля функции (2) про-
порциональное 1/r при r>>1 происходит быстрее, 
чем уменьшение амплитуды функции Бесселя (про-

порционально 1 r ). 
Реализовать световые пучки (2), которые в даль-

нейшем будем называть гипергеометрическими (ГГ) 
модами, можно с помощью оптического элемента, 
имеющего функцию пропускания: 
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При освещении оптического элемента (4), распо-
ложенного в плоскости z=0, неограниченной плос-
кой волной на расстоянии z сформируется световое 
поле с комплексной амплитудой (2). Энергия свето-
вых полей (2) и (4) неограниченна, как и у паракси-
альной моды Бесселя  
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где θβ sink= , θ - угол наклона конической вол-
ны к оси z. Мода Бесселя также удовлетворяет ур. 
(1). Поэтому на практике для реализации моды (2) 
оптический элемент (4) следует ограничивать коль-
цевой диафрагмой. При этом на конечном расстоя-

нии ( )0 tanz R Rγ< , где R – больший радиус 
кольцевой диафрагмы, будет приближенно форми-
роваться мода (2). 
Световое поле (2) при распространении сохраняет 

свою структуру и меняется только масштабно. Попе-
речное распределение интенсивности ГГ моды (2) 
представляет собой набор концентрических световых 
колец, радиусы которых удовлетворяют условию: 

m
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π

= , (5) 

где αm – постоянные, зависящие от номера кольца m 
и от номеров моды (γ,n). Из (5) следует, что радиусы 
колец увеличиваются с ростом z как z1/2. Из соотно-
шения [13]:  
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следует, что фаза гипергеометрической функции 
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Интересно, что эта фаза не зависит от номеров 
моды (γ,n). Тогда можно записать выражение для 
фазы ГГ-моды: 
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где первое слагаемое имеет смысл фазы Гоу (Gouy). 

2. Расчет сил 

При моделировании формирования ГГ моды ис-
пользовалось преобразование Френеля:  
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от входной функции , ( , )nEγ ρ θ  (4). 
Для расчета вращающей силы использовался ме-

тод описанный в [6]. Сила рассчитывалась на 
наиболее ярком кольце ГГ моды, для сферического 
микрообъекта с диаметром в половину ширины 
наиболее яркого кольца ГГ моды, по формуле. 
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где Ω - область максимального по площади сечения 
микрочастицы в плоскости перпендикулярной 
направлению распространения светового пучка, 
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- единичные вектора задают направление падающе-
го и преломленных лучей. Микрочастица размеща-
лась по центру самого яркого кольца, в этом случае 
возникает сила направленная вдоль кольца 

2 2
x yF = F + F . 

При изменении параметра γ  меняется попереч-
ный размер гипергеометрического пучка. При этом 
если параметры n и γ имеют разные знаки, попереч-
ный размер гипергеометрического пучка уменьша-
ется, как это хорошо видно из рис.1. 
На рис.1 показаны распределения интенсивности 

различных ГГ-моды с n=3 при различных парамет-
рах γ, рассчитанные по формуле  (7) на расстоянии 
z=3500 мм, а также фазы ДОЭ для формирования 
этих пучков, длина волны 532нм. Размер картин на 
рис. 1для фазы 5×5мм, для интенсивности 1×1мм. 
Число отсчетов – 512 × 512.  
Для гипергеометрических мод с параметром n=3, и 

параметром γ который менялся в интервале [-10,10], 
была рассчитана сила, действующая на микрообъект 
вдоль светового кольца. Для простоты сила нормиро-
валась на значение силы для γ=0. На рис. 2 представ-
лен график зависимости силы F от параметра γ.  
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Рис. 1.Фазы ДОЭ (а,в,д) и распределения интенсивности 
(б,г,е) гипергеометрических мод с одинаковым индексом 

n=3  и параметрами γ=-8 (а,б), γ=2 (в,г), γ=8 (д,е) на 
расстоянии z=3500 мм. 

Как видно из рис.2 при γ=-8, сила превышает си-
лу при γ=0 (простой оптический вихрь) в четыре раз. 
И наоборот при γ=8 сила меньше, чем сила при γ=0 в 
шесть раз.  

  
Рис.2 График зависимости силы, действующей на 
микрообъект в гипергеометрическом пучке с n=3, в 

зависимости от значения параметра γ. 

Столь значительное изменение силы очевидно 
вызвано изменением поперечных размеров пучка. 
На рис.3 представлен график зависимости  радиуса 
самого яркого кольца ГГ пучка в зависимости от 
значения параметра γ. Радиус определен в безраз-
мерных единицах, где за единицу принят радиус 
кольца при γ=0.  
Как видно из рис.3 при γ=-8 радиус уменьшается 

примерно в два с половиной раза по сравнению с 
радиусом при γ=0. Для γ=8 радиус увеличивается 
еще меньше, примерно в 2,2 раза. Т.е. изменение ра-

диуса при изменении γ не столь велико, как измене-
ние силы. В чем же причина более быстрого роста 
силы при увеличении  отрицательного γ? Сила дей-
ствующая на микрообъект должна, очевидно, воз-
растать пропорционально интенсивности на кольце. 
А интенсивность на кольце обратно пропорцио-
нальна произведению радиуса кольца на его шири-
ну. Из рис.1б, рис.1д, рис.1е можно видеть, что кро-
ме изменения радиуса кольца меняется его ширина. 
При этом ширина меняется примерно так же как ра-
диус кольца, что хорошо видно из графика зависи-
мости ширины кольца от значения параметра γ, для 
ГГ пучка с n=3. 

   
Рис.3 График зависимости радиуса наиболее яркого 
кольца ГГ пучка с n=3, в зависимости от значения 

параметра γ. 

Размер микрообъекта при расчете подбирался 
так, чтобы он целиком размещался внутри самого 
яркого кольца при любом γ. 

  
Рис.4 График зависимости ширины наиболее яркого 
кольца ГГ пучка с n=3, в зависимости от значения 

параметра γ. 

Однако нельзя бесконечно уменьшать пучок за 
счет увеличения абсолютного значения отрицатель-
ного параметра γ. Начиная с некоторого значения γ 
центральная часть фазового ДОЭ перестает пра-
вильно отображаться при заданном разрешении. 
Так, при размерности 512×512 уже при γ=20 цен-
тральная часть ДОЭ записывается с явными ошиб-
ками (рис.5а), при этом в пучке появляются допол-
нительные кольца по яркости сравнимые с цен-
тральным наиболее ярким кольцом. 
При этом сила, действующая на микрообъект суще-

ственно уменьшилась и составляет всего 1,2 от  величи-
ны силы при γ=0. Приведенные выше результаты полу-
чены для  гипергеометрических пучков, распространя-
ющихся в свободном пространстве. При фокусировке 
этих пучков получить существенное увеличение силы за 
счет уменьшения диаметра пучка не получается.  
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Рис. 5.Фаза ДОЭ (а) и распределение интенсивности (б) 
ГГ моды с индексом n=3  и параметром γ=-20  на 

расстоянии z=3500 мм, центральное сечение 
распределения интенсивности (в). 

Но в этом случае, тем не менее, удается получить 
центральное наиболее яркое кольцо меньшего диамет-
ра, чем то же самое кольцо в простом оптическом вих-
ре. Так для оптического вихря с параметром n=1 раз-
мер центрального кольца может быть близок  к ди-
фракционному пределу, поэтому для задач оптическо-
го вращения микрообъектов важно иметь возможность 
формирования светового кольца  меньшего радиуса. 
На рис. 6 можно видеть, что при фокусировке гипер-
геометрического пучка с параметром γ=-4 центральное 
кольцо получившегося пучка имеет диаметр на 20% 
меньше, чем то же самое кольцо у сфокусированного 
простого оптического вихря. 
Как видно из рис.6а и рис.6б при увеличении мо-

дуля отрицательного параметра γ происходит умень-
шение диаметра центрального кольца. К увеличению 
вращающей силы это не приводит, т.к. при этом воз-
растает доля энергии в дополнительных кольцах 

Заключение 

В работе проведен расчет сил действующих на мик-
рообъекты в гипергеометрических световых пучках. 
Показано, что использование гипергеометрических 
пучков с отрицательными значениями  параметра γ поз-
воляет существенно увеличить силу действующую на 
микрообъект вдоль светового кольца по сравнению с 
той же силой, действующей на микрообъект в простых 
оптических вихрях (γ=0) [7]. Также показана возмож-
ность уменьшения поперечных размеров центрального 
кольца гипергеометрического сфокусированного пучка 
при отрицательных значениях параметра γ.  
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Рис. 6. Сечение распределения интенсивности  
ГГ моды с индексом n=1  и параметром γ=0  в плос-
кости фокусировки микрообъектива (60×) (а), сече-
ние распределения интенсивности  ГГ моды с ин-
дексом n=1  и параметром γ=-4  в плоскости фоку-

сировки микрообъектива (60×)(в,г). 
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CALCULATING FORCES ACTING UPON A SPHERICAL MICROOBJECT 
 IN HYPERGEOMETRIC BEAMS  
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Abstract 

We numerically calculate forces acting upon a spherical microobject in a new family of paraxi-
al laser beams. When propagated in homogeneous space, these beams retain their structure up to 
scale. It is numerically shown that when the mode’s azimuth number remains unchanged, while 
the radial number changes severalfold, the force exerted upon the microbead of diameter less than 
the width of the mode’s bright diffraction ring changes in nearly the same proportion.  

Keywords: hypergeometric beams, paraxial laser beams, optical forces, spherical microobjects, 
diffraction ring. 

Acknowledgements: The work was supported by the Russian Science Foundation, the Russian-
American Basic Research and Higher Education Program (CDF Project SA-014-02), and the Rus-
sian Foundation for Basic Research (grants 07-07-97600 and 08-07-99007). 

Citation: Skidanov RV, Khonina SN, Morozov AA, Kotlyar VV. Calculating forces acting up-
on a spherical microobject in hypergeometric beams [In Russian]. Computer Optics 2008; 32(1): 
39-42.  

References 

[1] Miller W Jr. Symmetry and Separation of Variables. 
Addison-Wesley Pub. Com., MA; 1977.  

[2] Durnin J, Miceli JJ Jr, Eberly JH. Diffraction-free 
beams. Phys. Rev. Lett. 1987; 58: 1499-1501. 

[3] Sigman АE. Lasers. University Science, Mill Valley, 
Calif 1986.  

[4] Kotlyar VV, Skidanov RV, Khonina SN, Balalaev SA. 
Hypergeometric modes [In Rusian]. Computer Optics 
2006; 30: 16-22.  

[5] Kotlyar VV, Skidanov RV, Khonina SN, Soifer VA. Hy-
pergeometric modes. Opt. Lett. 2007; 32 (7): 742-744.  

[6] Skidanov RV. The calculation of the force of interaction 
of the light beam with micro particles of arbitrary form 
[In Russian]. Computer Optics 2005; 28: 18-21. 

[7] Kotlyar VV, Almazov AA, Khonina SN, Soifer VA, 
Elfstrom H, Turunen J. Generation of phase singularity 
through diffracting a plane or Gaussian beam by a spiral 
phase plate. J. Opt. Soc. Am. A 2005; 22 (5): 849-861. 

 


