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Аннотация 
Получена система дифференциальных уравнений для расчета радиально-симметричных 

оптических элементов с учетом френелевских потерь. Рассчитан оптический элемент для 
создания равномерно освещенного круга диаметром 90 мм на расстоянии 10 мм от источни-
ка и показана необходимость учета френелевских потерь. 

Ключевые слова: освещенность, преломляющая поверхность, френелевские потери, оп-
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Введение 
Расчет зеркал и преломляющих оптических по-

верхностей для фокусировки в заданную область 
является актуальной задачей светотехники [1,2]. В 
общем случае даже при точечном источнике света 
расчет оптической преломляющей поверхности или 
зеркала сводится к решению нелинейного диффе-
ренциального уравнения в частных производных 
типа уравнения Монже-Ампера [3,4]. Решение дан-
ной задачи является крайне сложным. Аналитиче-
ские решения известны только для частных случаев 
радиальной или цилиндрической симметрии при то-
чечном (компактном) источнике излучения [5-8]. 

В [5-7] рассмотрен расчет зеркала для формирова-
ния заданной диаграммы направленности и фокусиров-
ки в круг, для профиля зеркала получено аналитическое 
выражение. Обобщение полученного аналитического 
решения на случай преломляющего оптического эле-
мента не представляет сложности. При расчете систем 
подсветки с размером освещаемой области значительно 
большим, чем толщина системы, возникает необходи-
мость учета френелевских потерь. В данной работе рас-
смотрен расчет радиально-симметричных преломляю-
щих оптических элементов для фокусировки в круг с 
заданной освещенностью с учетом френелевских по-
терь. При точечном (компактном) источнике задача 
сводится к решению системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, разрешенных относительно 
производной. По мнению авторов, полученные уравне-
ния ранее не были опубликованы. На расчетных приме-
рах показана эффективность данного подхода при рас-
чете оптических элементов с размером области фокуси-
ровки на порядок большим толщины системы. 

1. Расчет преломляющей поверхности 
Геометрия задачи показана на рис. 1. Требуется 

рассчитать профиль ( )r ϕ  радиально-симметричного 
преломляющего оптического элемента из условия фо-
кусировки в круг на плоскости z f=  с заданным рас-
пределением освещенности ( )E ρ . Точечный (ком-
пактный) источник света имеет интенсивность ( )0I ϕ  
и находится в начале координат. Показатель прелом-
ления материала оптического элемента равен 1n , пока-
затель преломления окружающей среды – 2n . 

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

Направление луча от источника задается углом 
ϕ  относительно оптической оси Oz . Пусть функ-
ция ( )β ϕ  определяет угол между преломленным 
лучом и оптической осью. При заданной функции 
( )β ϕ  радиус-вектор ( )r ϕ  может быть найден из 

следующего дифференциального уравнения: 

( ) ( )
( )( )

( )( )1 2

sin

/ cos
dr

r
d n n

ϕ+β ϕϕ
= − ϕ

ϕ − ϕ+β ϕ
. (1) 

Уравнение (1) несложно получить из закона 
Снеллиуса. Аналогичный результат для профиля 
зеркала представлен в работах [5-7]. Уравнение (1) 
переходит в уравнение зеркала при 1 2/ 1n n = − . 
Пусть радиус точки пересечения луча с выходной 
плоскостью обозначается за ( )ρ ϕ . В таком случае 

функция ( )β ϕ  выражается из прямоугольного тре-
угольника MPC  на рис. 1: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

sin
arctg

cos
r

f r
 ρ ϕ − ϕ ϕ

β ϕ =   − ϕ ϕ 
. (2) 

Функция ( )ρ ϕ  определяется из условия форми-

рования требуемой освещенности ( )0E ρ  в плоскости 
.z f=  Согласно закону сохранения светового потока 

( ) ( )( ) ( )( )0 , d dI T r E Sϕ ϕ ϕ Ω = ρ ϕ , (3) 

где ( )d 2 sin dΩ = π ϕ ϕ  – дифференциал телесного 

угла, ( ) ( )d 2 dS = πρ ϕ ρ ϕ  – дифференциал площади, 

( )ρ ϕ  – координата пересечения луча с выходной 

плоскостью, ( )( ),T rϕ ϕ  – коэффициент пропуска-
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ния Френеля для неполяризованного света. Соглас-
но выражению (3), 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )

2

0

2 , sind
d

I T r

E

ϕ ϕ ϕ ϕρ ϕ
=

ϕ ρ ϕ
. (4) 

Коэффициент пропускания Френеля ( )( ),T rϕ ϕ  
для неполяризованного света равен среднему ариф-
метическому коэффициентов пропускания для базо-
вых поляризаций (случаи, когда вектор электриче-
ского поля перпендикулярен или параллелен плос-
кости падения) и зависит от углов падения ( )iθ ϕ  и 

преломления ( )tθ ϕ  луча [9]: 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , , / 2T r T r T r⊥ϕ ϕ = ϕ ϕ + ϕ ϕ


, (5) 

( )( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2

2 1

1 2 1

cos 2 cos
,

cos cos cos
t i

i i t

n n
T r

n n n⊥

θ θ
ϕ ϕ =

θ θ + θ
, (6) 

( )( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2

2 1

1 1 2

cos 2 cos
, .

cos cos cos
t i

i i t

n n
T r

n n n
θ θ

ϕ ϕ =
θ θ + θ

 (7) 

Величины ( )cos iθ  и ( )cos tθ  в (6)–(7) несложно 
получить в виде 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) 2

2 d
cos

di

r
r r r

 ϕ
θ ϕ = ϕ ϕ +   ϕ 

, 

( )( )( ) ( )( )( )
2
1
2
2

cos 1 sint i
nr r
n

θ ϕ = − θ ϕ . (8) 

Таким образом, с учетом выражений (1), (2) и 
(4), система дифференциальных уравнений для 
расчета преломляющей поверхности ( )r ϕ  запи-
шется в виде: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2

sin
sin arcrtg

cosd
,

d sin
cos arcrtg

cos

d
sin , , ,

d

t r
f rr

r
t r
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f r

t
I T r E t t

   ϕ − ϕ ϕ   ϕ+   − ϕ ϕϕ    = − ϕ ϕ    ϕ − ϕ ϕ   − ϕ+
   − ϕ ϕ

  
 ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ = ρ ϕ
 ϕ

 (9) 

где коэффициент пропускания Френеля ( )( ),T rϕ ϕ  
определяется выражениями (5)–(7). В системе урав-
нений использована новая функция ( ) ( )2t ϕ = ρ ϕ . 
Она позволяет избежать особенности в уравнении 
(4) (деление на ноль в точке ( )0 0ρ = ).  

Система (9) содержит дифференциальные урав-
нения, разрешенные относительно производной, по-
этому для ее интегрирования можно применять 
стандартные методы, например, метод Рунге-Кутта. 
При коэффициенте пропускания Френеля 

( )( ), 1T rϕ ϕ ≡  система уравнений (9) распадается на 
два независимых дифференциальных уравнения для 
расчета профиля преломляющей поверхности без 
учета френелевских потерь. При ( )( ), 1T rϕ ϕ ≡  и 

1 2/ 1n n = −  получаются уравнения, используемые 
при расчете зеркал и приведенные в работах [5–7]. 

2. Примеры расчета 
Был рассчитан оптический элемент для фокуси-

ровки в круг диаметром 90 мм  с постоянной осве-
щенностью, расположенный в плоскости 10 .z ì ì=  
Расчет проводился для ламбертовского источника с 
интенсивностью ( ) ( ) [ )cos , 0, / 2I ϕ = ϕ ϕ∈ π  при по-
казателе преломления 1,56n =  (полиметилметакри-
лат). Для интегрирования системы (9) использовался 
метод Рунге-Кутта 5-ого порядка (начальные усло-
вия: высота профиля ( )0 5r =  мм, ( )0 0ρ =  мм). 
Рассчитанный профиль оптического элемента и ха-
рактерные размеры показаны на рис. 2. 

 
Рис. 2. Профиль оптического элемента и область фокусировки с соблюдением пропорций 

Расчетное распределение освещенности в плос-
кости фокусировки приведено на рис. 3. Расчет 
освещенности проводился с помощью коммерче-
ской программы по светотехнике TracePro [10]. 

Распределение на рис. 3 близко к равномерному, 
среднеквадратичное отклонение распределения 
освещенности от постоянного значения составляет 
8,2% . Флуктуации освещенности связаны как с 
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погрешностями лучевого расчета, так и с тем фак-
том, что система уравнений (9) не учитывает вто-
ричных отражений внутри линзы. Энергетическая 
эффективность фокусировки, определяемая как до-
ля излученного светового потока, попавшая в круг, 
составляет 69% . 

 
Рис. 3. Распределение освещенности от оптического 

элемента, рассчитанного с учетом френелевских потерь 
Для сравнения на рис. 4 показан результат расче-

та освещенности в выходной плоскости для оптиче-
ского элемента, рассчитанного без учета френелев-
ских потерь. Распределение на рис. 4 существенно 
неравномерное. 

 
Рис. 4. Распределение освещенности от оптического 

элемента, рассчитанного без учета френелевских потерь 
Темное кольцо обусловлено наличием на прелом-

ляющей поверхности области, для которой угол паде-
ния (угол между падающим лучом и нормалью к по-
верхности) близок к углу полного внутреннего отра-
жения. На рис. 5 показаны зависимости угла падения и 
коэффициента пропускания Френеля от угла ϕ . Из 
графиков видно, что для значений ( )10 ;35ϕ∈ ° °  угол 
падения луча близок к углу полного внутреннего от-
ражения ( 39,868° ) и френелевские потери составляют 
75%  и более. Приведенный пример демонстрирует 
важность учета френелевских потерь. 

Заключение 
Получены формулы расчета радиально-симмет-

ричных оптических элементов для фокусировки в 
круглую область на плоскости с учетом френелев-
ских потерь.  

Приведенные расчетные примеры показывают 
возможность формирования равномерной освещен-
ности в области фокусировки при толщине системы, 
на порядок меньшей размера области фокусировки. 
Показана необходимость учета френелевских потерь 
при расчете оптических элементов с такими пара-
метрами. 

 
Рис. 5. Зависимости угла падения луча на преломляющую 

поверхность (сплошная линия, левая ось ординат) и 
коэффициента пропускания Френеля (прерывистая линия, 

правая ось ординат) от угла ϕ  
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Abstract 
A system of differential equations for designing radially symmetric optical elements with re-

gard for Fresnel losses is derived. An optical element to produce a uniformly illuminated circle (of 
diameter 90 mm) at a distance of 10 mm from the light source is designed. The necessity of taking 
the Fresnel losses into account is substantiated. 
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