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Аннотация 
В работе рассматривается возможность использования показателей сопряженности как 

меры близости в пространстве инвариантов. Значениями отсчетов векторов признаков в 
данном пространстве являются значения инвариантов. Исследование эффективности распо-
знавания проводится на задаче распознавания трехмерных изображений лиц. В качестве ин-
вариантов используется ряд известных суммирующих инвариантов, обладающих свойством 
локальности. 
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Введение 
Способ классификации объектов, основанный на 

вычислении мер близости между ними, является од-
ним их самых первых подходов к решению задачи 
распознавания образов [9]. В предыдущих работах 
нами предложено использовать в качестве таких мер 
показатели сопряженности [3, 8]. Эксперименталь-
ные исследования по распознаванию лиц с исполь-
зованием данных мер показали эффективность их 
использования по сравнению с рядом других широ-
ко используемых мер, таких как евклидово расстоя-
ние или расстояние Махаланобиса. Такие экспери-
менты осуществлялись в пространстве признаков, 
где в качестве значений признаков использовались 
значения яркостей точек изображения. К сожале-
нию, использование такого пространства признаков 
имеет большую чувствительность к помехам. В ра-
боте [4] с целью улучшения качества классификации 
использовались «взвешенные» векторы данного 
пространства. Тем не менее и в этом случае даже 
легкие трансформации объекта на изображении 
(например, в случае распознавания лиц с поворотом 
головы на угол до 20 градусов или изменением 
насыщенности освещения) приводят к резкому сни-
жению качества классификации. 

Появление трехмерных сканеров позволило 
обойти проблему освещения в задаче распознавания 
лиц. Тем не менее изменение ориентации объектов, 
подлежащих распознаванию, все еще остается су-
щественной проблемой, подлежащей решению. 

Одним из подходов к решению этой проблемы 
является использование признаков, не изменяющих-
ся при изменении ракурса − инвариантов. В данной 
работе исследуется эффективность использования 
показателей сопряженности как меры близости в 
пространстве инвариантов. В качестве инвариантов 
мы использовали рад ранее известных суммирую-
щих инвариантов [5]. Несмотря на наличие других 
классов инвариантов, таких как дифференциальные 
или интегральные, выбор в пользу суммирующих 
инвариантов сделан из-за их локальной природы, 
что является преимуществом при решении задачи 
распознавания лиц. 

Постановка задачи 
Допустим, что каждый i -ый класс можно оха-

рактеризовать единственным эталонным образом 
, 1, 2,...,i i M=z , где M  − число классов. Тогда 

классификатор, построенный по принципу миниму-
ма расстояния, вычисляет расстояние iD , отделяю-
щее неклассифицированный образ x  от эталона 
каждого i -го класса, и зачисляет этот образ в класс, 
оказавшийся ближайшим к нему. Другими словами, 
образ x  приписывается классу iω , если условие 

i jD D<  выполняется для всех j i≠ . Случаи равен-
ства расстояний разрешаются произвольным обра-
зом. При наличии нескольких эталонов для одного 
класса возможно использование разных подходов, 
например, вычисление среднего значения расстоя-
ния для всех элементов класса или же использова-
ние правила ближайшего соседа. 

В настоящей работе в качестве мер близости iD  
образа классифицируемого объекта и эталона иссле-
дуются так называемые показатели сопряженности. 

1. Показатель сопряженности с подпростран-
ством, натянутым на векторы признаков образов 
объектов из заданного класса: 

1T T T
i i i i

i TR
−

  =
x X X X X x

x x
. (1) 

Здесь x  − вектор признаков неизвестного обра-
за, предъявленный для установления расстояния с 
i -м классом, а iX  – матрица, составленная из век-
торов образов эталонов, принадлежащих i -му клас-
су. 

2. Показатель сопряженности с нуль-
пространством того же пространства: 

T T
i i

i TS =
x TT x

x x
. (2) 

Здесь iT - матрица, составленная из собственных 
векторов, соответствующих нулевым собственным 
значениям матрицы T

i iX X , а iX  – матрица, состав-
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ленная из векторов признаков эталонов, принадле-
жащих i -му классу. 

Между показателями iR , iS  существует связь: 

1 , ( 1 ).i i i iR S S R= − = −  (3) 

Доказательство этого факта приводится в работе 
[4], где также даются рекомендации по предпочте-
нию расчета того или иного показателя в зависимо-
сти от размерности пространства признаков и числа 
эталонов для каждого класса. 

Следует особо подчеркнуть, что используемые 
нами меры близости определяют расстояние сразу 
со всем классом вне зависимости от того, представ-
лен он одним элементом или несколькими. Это 
означает, что в данном случае отпадает необходи-
мость использования дополнительных правил бли-
жайшего соседа. 

Целью настоящей работы является исследование 
эффективности использования указанных мер бли-
зости в пространстве суммирующих инвариантов. 

Пространство суммирующих инвариантов 
Понятие инварианта вводится в рамках соответ-

ствующей ему группы геометрических преобразова-
ний. Для заданного множества M  объектов размер-
ности m  и группы Ли преобразований G  размерно-
сти r , инвариант − функция :I M →   такая, что 

( ) ( )I g z I z= , (4) 

где g G∈  и z M∈ . Строгость привязки к группе 
преобразования объясняется тем, что при использо-
вании других видов преобразований «инвариант пе-
рестает быть инвариантным», то есть выполнение 
равенства (4) не гарантируется. 

Одним из известных инструментов для полу-
чения подобных функций является метод сколь-
зящих окон Картана, впервые предложенный в 
1935 году Картаном [1] и позже формализованный 
для задач распознавания Фэлсом и Оливером в 
1998-1999 гг. [2]. 

Суммирующие инварианты являются одним из 
классов таких функций. Данные функции выража-
ются комбинацией потенциалов различных поряд-
ков объектов множества M . Потенциал ,i jP  поряд-
ка k , в свою очередь, имеет форму: 

[ ] [ ],
i i

i j
n

P x n y n= ∑ , (5) 

где i j k+ = , , 0i j ≥  (в данном случае размерность 
элементов множества M  равна двум и [ ]x n  и [ ]y n  
представляют значения отсчетов). Таким образом, 
вычисление суммирующих инвариантов требует 
вычисления сумм произведений, что представляет 
собой существенное преимущество с точки зрения 
вычислительной простоты по сравнению с другими 
классами инвариантов. 

Важной отличительной особенностью суммиру-
ющих инвариантов является их локальная примени-

мость. Это значит, что, в отличие от глобальных ин-
вариантов, суммирующие инварианты могут быть 
рассчитаны не для всего множества M  сразу, а для 
отдельных подмножеств данного множества, при 
этом оставаясь инвариантными. Данный факт поз-
воляет при распознавании изображений лиц вычис-
лять не один инвариант для каждого отдельного ли-
ца, а разбить лицо на несколько фрагментов и иметь 
несколько инвариантов для каждой отдельной обла-
сти. Таким образом, инварианты формируют про-
странство инвариантов, являющееся в то же время 
пространством признаков изображения. 

В 2005 году в рамках Face Recognition Grand 
Challenge [6], с помощью метода скользящего окна 
Найджелом Бостоном был получен ряд суммирую-
щих инвариантов для различных групп геометриче-
ских преобразований для двумерных и трехмерных 
пространств [7]. Данные инварианты были успешно 
применены при распознавании трехмерных изобра-
жений лиц. В экспериментах данной работы были 
использованы два инварианта, полученные ранее Н. 
Бостоном. 

Эксперимент 
Для проверки эффективности использования 

показателей сопряженности в пространстве ука-
занных суммирующих инвариантов проводился 
эксперимент по распознаванию трехмерных изоб-
ражений лиц. Эксперимент проводился с использо-
ванием базы данных Face Recognition Grand 
Challenge (FRGC) [6]. 

Трехмерные данные представлены для 275 чело-
век с общим числом обучающих изображений рав-
ным 943 (для каждого человека число изображений 
варьируется от одного до восьми). В целом, тестовая 
база данных содержит 4007 изображения. Трехмер-
ный образ имеет разрешение 640x480 точек и со-
держит как 2D данные текстуры, так и 3D данные 
формы. В данном эксперименте были использованы 
только трехмерные данные формы лица, фактически 
представляющие собой расстояния каждой точки 
лица от фиксированной позиции сенсора трехмерно-
го сканера. 

В качестве инвариантов были взяты два типа ин-
вариантов для Евклидового преобразования в рам-
ках двумерного (инварианты 1,0η , 0,1η , 2,0η , 0,2η , 1,1η ) 
и трехмерного (инварианты 001κ , 010κ , 100κ ) про-
странств. Точные формулы для данных инвариантов 
громоздки и могут быть найдены в работе [7]. 

Как было указано ранее, суммирующий инвари-
ант дает одно значение для каждого изображения. 
Для надежной классификации вычисление для изоб-
ражения одного значения инварианта недостаточно. 
Поэтому была применена концепция локальности. 
Это значит, что инвариант рассчитывался для каж-
дой точки в пределах окружающего его окна. Для 
двумерного случая размер окна включал в себя 21 
точку, для трехмерного случая - 17 точек. При этом 
в двумерном случае для каждой точки вычислялось 
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два значения инварианта: первое – для горизонталь-
ного окна размерностью 1 21× , второе – для верти-
кального размерностью 21 1× . 

После вычисления инвариантов для каждого 
изображения из полученных значений составлялся 
вектор признаков x . Далее классификация лица 
осуществлялась с использованием показателей со-
пряженности с подпространством в соответствии с 
соотношениями, приведенными выше. 

Эксперименты были проведены с использовани-
ем биометрической среды распознавания BEE v.2.0. 
Одним из главных инструментов анализа среды яв-
ляется ROC-диаграмма. Данная диаграмма показы-
вает соотношение вероятности отказа от распозна-
вания (ось x) к вероятности правильного распозна-
вания (ось y). На рис. 1 и 2 представлены ROC-
кривые изменения качества распознавания в зави-
симости от заданного порогового значения показа-
теля сопряженности (1) для 2-D и 3-D Евклидовых 
инвариантов соответственно. 

 
Рис. 1. ROC-график для 2D Евклидовых инвариантов 

 
Рис. 2. ROC-график для 3D Евклидовых инвариантов 

Полученные результаты подтвердили ранее 
установленный в работе [9] факт, что для трехмер-
ных Евклидовых инвариантов качество распознава-
ния ниже, чем для двумерных. Причиной, по-
видимому, является использование двух значений 
инвариантов в каждой точке для 2D случая, и одно-
го значения – для 3D случая. 

Для сравнения мы также рассчитали качество 
классификации по Евклидовому расстоянию для 
двух инвариантов: двумерной и трехмерной групп 
(рис. 3). Результаты экспериментов показывают эф-
фективность использования показателей сопряжен-
ности в качестве мер близости в пространстве сум-
мирующих инвариантов. 

Рис. 3. ROC-график 2D и 3D инвариантов для 
распознавания по расстоянию Евклида 
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