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Аннотация 
Расчет функции эйконала из условия фокусировки в произвольную кривую в непаракси-

альном случае сведен к решению обыкновенного дифференциального уравнения первого 
порядка, разрешенного относительно производной. Проведен расчет функций эйконала для 
фокусировки в отрезок и в дугу окружности. Функции эйконала использованы для расчета 
преломляющих оптических элементов. Результаты моделирования показывают высокое ка-
чество фокусировки в отрезок и дугу.  
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Введение 
В работах [1-7] рассмотрен расчет функции эй-

конала из условия фокусировки в произвольную 
линию. Однако даже в параксиальном приближении 
аналитический расчет функции эйконала возможен 
только для случаев фокусировки в простые линии, 
такие как отрезок, кольцо и т.п. В общем случае 
произвольной кривой расчет эйконала требует ре-
шения нелинейного уравнения для каждой точки 
апертуры [6, 7]. 

В работах [6, 7] предложено использовать специ-
альную криволинейную систему координат, значи-
тельно упрощающую расчет в параксиальном при-
ближении. В работе [8] предложено использовать 
другую криволинейную систему координат, позво-
ляющую получить простое аналитическое выраже-
ние для функции эйконала в общем, непараксиаль-
ном случае. Функция эйконала в [8] зависит от 
функции ( )a ξ , определяющей углы прихода лучей в 

точки кривой ( )ξX . Функция ( )a ξ  определяет рас-
пределение энергии вдоль кривой фокусировки. Для 
расчета функции ( )a ξ  в [8] был использован итера-
ционный метод.  

В данной работе расчет функции ( )a ξ сводится к 
решению обыкновенного дифференциального урав-
нения первого порядка, разрешенного относительно 
производной. В качестве примера приведены расче-
ты функций эйконала из условия фокусировки в 
отрезок и дугу окружности. По полученным эйкона-
лам рассчитаны преломляющие оптические элементы, 
формирующие распределения освещенности в виде 
отрезка и дуги окружности. 

1. Функция эйконала 
в криволинейной системе координат 

Для полноты изложения приведем основные ре-
зультаты, полученные в работе [8]. Рассматривается 

задача расчета эйконала светового поля из условия 
преобразования светового пучка с распределением 
интенсивности 0 ( ),I u  где ( , )u v=u  - декартовы ко-
ординаты в плоскости фокусатора, в кривую, задан-
ную параметрическим уравнением 

( ) ( ( ), ( ), )X Y fξ = ξ ξX ,  (1) 

где ξ  – натуральный параметр, а f  – расстояние от 
плоскости задания эйконала (z=0) до плоскости фо-
кусировки (z=f). 

Будем считать, что выполняется приближение 
тонкого оптического элемента, в рамках которого 
расчет оптического элемента, формирующего задан-
ное распределение интенсивности в плоскости фоку-
сировки, сводится к расчету функции эйконала ( )ψ u  
в плоскости z=0 [6, 7]. 

Введем понятие слоя как одномерного множества 
( )Γ ξ  точек ( , )u v  в плоскости задания эйконала, на-

правляющих излучение в одну и ту же точку ( )ξX  
кривой. 

В работе [8] расчет функции эйконала предлага-
лось проводить в следующей криволинейной системе 
координат, связанной с лучами: 

( )
( )

2 2

2 2

, ( ) ( ) ( ) ( ),

, ( ) ( ) ( ) ( ),

u X a f X Y

v Y a f Y X

′ ′ξ η = ξ + ξ + η ξ − η ξ

′ ′ξ η = ξ + ξ + η ξ + η ξ
 (2) 

где ( )a ξ  - котангенс угла раствора конической по-
верхности, на которой лежат лучи, приходящие в 
точку ( )ξX  кривой фокусировки. Координата ξ в (2) 
определяет слой, а координата η - положение точки 
на слое ( )Γ ξ . В координатах (2) эйконал имеет вид [8]: 

( ) 2 2 2

2
0

( , ; ) 1 ( )

( )
d .

1 ( )

a a f

a t
t

a t

ξ

ψ ξ η ξ = − + ξ + η −

−
+∫

 (3) 
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Эйконал (3) зависит от функции a(ξ), задающей 
углы раствора конусов лучей, приходящих на линию 
фокусировки. Функция a(ξ) определяет распределе-
ние энергии вдоль кривой фокусировки [8].  

2. Формирование заданной линейной плотности 
энергии вдоль кривой фокусировки 

Световой поток, заключенный между слоями 
( ), ( )Γ ξ Γ ξ + ∆ξ , имеет вид 

2

1

( )

0

( )

( , ) ( , )dI J
η ξ

η ξ

∆Φ = ∆ξ ξ η ξ η η∫ , (4) 

где 1 2( ), ( )η ξ η ξ  - пределы интегрирования по η для 

слоя ( )Γ ξ ,  

( )2 2 2

( , )

d ( )
1 ( ) 1 ( )

d

u v u v
J

a
f a K

∂ ∂ ∂ ∂ξ η = − =
∂ξ ∂η ∂η ∂ξ

 ξ= + + η + η ξ + ξ ξ 

  (5) 

– якобиан преобразования координат,  
2 2

2 2

d ( ) d ( ) d ( ) d ( )
( )

d dd d

X Y X Y
K

ξ ξ ξ ξξ = ⋅ − ⋅
ξ ξξ ξ

  

– кривизна кривой (1). 
По построению элемента световой поток ∆Φ , 

заключенный между слоями ( ), ( )Γ ξ Γ ξ + ∆ξ , пере-

ходит в элемент кривой длины ∆ξ , заключенный 

между точками ( ), ( )ξ ξ + ∆ξX X . Соответственно, 
световой поток, приходящийся на единицу длины 
кривой фокусировки, имеет вид 

( )
2

1

( )

0

( )

( , ) ( , )dI I J
η ξ

η ξ

ξ = ξ η ξ η η∫ . (6) 

Функция (6) называется линейной плотностью 
энергии вдоль кривой.  

Уравнение (6) позволяет определить функцию 
a(ξ) из условия формирования заданной линейной 
плотности ( )I ξ . Действительно, подставив (5) в (6), 

получим для a(ξ) следующее дифференциальное 
уравнение первого порядка, разрешенное относи-
тельно производной: 

( )( )
2

1

2

1

( )
2

0

( )

( )
2 2

0

( )

d ( )

d

( ) ( , ) 1 ( ) 1 ( ) d

.

( , ) d

a

I I a K

I f

η ξ

η ξ

η ξ

η ξ

ξ =
ξ
 
 ξ − ξ η + η ξ + ξ η
 
 =

 
 ξ η + η η
 
 

∫

∫

 (7) 

Таким образом, согласно (3), (7), задача фокуси-
ровки в кривую с заданной линейной плотностью 

( )I ξ  сводится к задаче нахождения функции ( )a ξ  

из уравнения (7). 
Рассмотрим случай, когда апертура является 

круглой с радиусом R. Тогда 1 2( ), ( )η ξ η ξ  находятся 
из уравнения 

2 2 2( , ) ( , )u v Rξ η + ξ η = . (8) 

Подставим (2) в (8) и получим уравнение четвер-
той степени относительно η: 

( )
( ) ( )( )
( ) ((

) ( )
( ) )

( )(
( ))
( )

24 2

3 2

2 2 2 2 2

22 2 2

2

2 2 2 2 2

22 2 2 2 2

( ) 1

4 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) 1 ( ) ( )

( ) 4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 ( ) ( ) ( ) ( )

4 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a

a X Y X Y

a R X Y

a f a X X Y Y

X Y X Y

X Y X Y

R X Y a f

R X Y a f

η ξ + +

′ ′+η ξ + ξ ξ − ξ ξ +

+η ξ + − ξ − ξ −

′ ′− ξ + ξ ξ ξ + ξ ξ +

′ ′+ ξ ξ − ξ ξ +

′ ′+η ξ ξ − ξ ξ ×

× − ξ − ξ − ξ +

+ − ξ − ξ − ξ −

− ( )22 24 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.a f X X Y Y′ ′ξ ξ ξ + ξ ξ =

 (9) 

Уравнение (9) имеет два действительных реше-
ния. Алгоритм решения (9) общеизвестен и приве-
ден, например, в [9].  

В случае, когда интенсивность падающего пучка 
постоянна, 0 0( )I I=u , интегралы в (7) по перемен-
ной η вычисляются аналитически. При этом уравне-
ние (7) принимает вид: 

2

1

2

1

( )
2 2

0 ( )

( )
2 2 2

2 2

( )

( )

( ) ( ( ) 1)
( ) /

2

/ ln .
2 2

da

d

I a
K

I

f f
f

η=η ξ

η=η ξ

η=η ξ

η=η ξ

ξ =
ξ

  ξ η ξ + = − η − ξ  
  

 η + η  + η + + η 
  

 (10) 

Рассмотрим случай, когда интенсивность па-
дающего пучка является гауссовской функцией: 

2

0 0 2

( , )
( ( , )) exp

I

I I
 ξ ηξ η = ⋅ − σ 

u
u , (11) 

где Iσ  – параметр, определяющий ширину гауссов-
ского пучка. Для гауссовского пучка аналитические 
результаты удается получить при использовании 
асимптотического метода Лапласа [10]. Используя 
метод Лапласа для вычисления интеграла в (6), по-
лучим 

2

2 2

2

0
0

0
2

( , ) ( , )
exp ( , )d exp

2
( , )d ( , ( ))

( , ( ))

( , ( ))
exp ,

I I

I

I

S
J

J J
S

S

   ξ η ξ η− ξ η η = − ×   σ σ   

πσ× ξ η η ≈ − ξ η ξ ×
′′ ξ η ξ

 ξ η ξ
× − σ 

∫ ∫
u

(12) 
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где 
2 2

2

( ( , ))d
S

d

ξ η′′ =
η

u
, 0( )η ξ  - стационарные точки, 

которые находятся из уравнения 
2( ( , ))

0
d

d

ξ η =
η

u
. 

Данное уравнение является уравнением четвертой 
степени относительно η. Таким образом, выражение 
для линейной плотности (6) принимает вид: 

0 02

2 ( )
( ) exp ( , ( ))

( )I
I

S
I I J

S

 π ξξ ≈ σ − ξ η ξ ′′ ξ σ 
, (13) 

где  

( )
( )

2
2 2

0 0

2
2 2

0 0

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

S

X a f X Y

Y a f Y X

ξ =

′ ′= ξ + ξ + η ξ ξ − η ξ ξ +

′ ′+ ξ + ξ + η ξ ξ + η ξ ξ
 

( )
( )

2
2

3 22 2
0

( )
( ) 2 1 ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

a f
S a

f

X X Y Y

ξ
′′ ξ = + ξ + ×

+ η ξ

′ ′ × ξ ξ + ξ ξ 

 

Подставив в (13) выражение для якобиана (5), 
получим дифференциальное уравнение для функции 

( )a ξ : 

( )

2 2
00

2
02

( ) 1 1 ( ) ( )

2( )

( )
exp ( ) ( ) 1 ( ) .

I

I

da I S

d If

S
a K

 ′′ξ ξ ξ= ×ξ σ π+ η ξ 

 ξ
× − η ξ ξ + ξ 

 σ   

 (14) 

3. Фокусировка в отрезок и дугу окружности  
Рассмотрим фокусировку в отрезок  

( ) ,0, ,
2

d
f

 ξ = ξ − 
 

X [0, ]dξ ∈   (15) 

с постоянной линейной плотностью. Апертуру будем 
считать круглой с радиусом R, а интенсивность па-
дающего пучка - постоянной, 0 0( )I I=u . Для отрезка 
(15) криволинейные координаты (2) имеют вид: 

2 2( ) ,
2

.

d
u a f

v

= ξ − + ξ + η

= η
 (16) 

В этом случае пределы интегрирования по η оп-
ределяются из биквадратного уравнения, получен-
ного подстановкой (15) в (9): 

( ) ( )(
( ) )
( )

24 2 2 2

2 2 2 2 2 2

22 2 2 2

2 2 2

( ) 1 2 ( ) 1

( ) ( ) 4 ( ) ( )

( ) ( )

4 ( ) ( ) 0.

a a

X a f R a X

X a f R

a X f

η ξ + + η ξ + ×

× ξ + ξ − − ξ ξ +

+ ξ + ξ − −

− ξ ξ =

  (17) 

Дифференциальное уравнение (10) принимает вид: 

( )

2

1

2

2 1

2 2

1( )
2

2 2

( )

d ( )
( ) ( )

d

2

ln .
2

a R

d

f

f
f

−η=η ξ

η=η ξ

 ξ π= − η ξ − η ξ × ξ  

η + η
× +


 + η+ + η   

 (18) 

На основе формул (3), (18) был проведен расчет 
эйконала для фокусировки в отрезок при следую-
щих параметрах: d = 60λ, R = 50λ, f = 50λ, длина 
волны λ = 1 мкм. Полученная функция эйконала в 
декартовых координатах, взятая по модулю λ, при-
ведена на рис. 1. На рис. 2 представлена расчетная 
функция линейной плотности энергии вдоль отрезка 
фокусировки. Для сравнения на рис. 2 пунктирной 
линией показана линейная плотность, формируемая 
для случая параксиального приближения.  

 
Рис. 1. Функция эйконала для фокусировки в отрезок  

в случае равномерного освещающего пучка 

 

Рис. 2. Нормированная линейная плотность  
вдоль отрезка фокусировки  

в случае круглой апертуры фокусатора 
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В параксиальном приближении функция ( )a ξ  
определяется из уравнения 

( )
12 2

2d ( )
2 ( ) .2d

a R dd R a f
f

−
 ξ π= − ξ − + ξ ξ  

 (19) 

Уравнение (19) получено подстановкой первого 
уравнения из (16) в закон сохранения светового по-
тока в параксиальной форме 

2 2

2 2

( )

0

0

.
u R u

R R u

Id I du dv
ξξ ′−

− ′− −

′ ′ ′ξ =∫ ∫ ∫  (20) 

Рис. 2 показывает, что непараксиальный эйконал 
обеспечивает формирование постоянной линейной 
плотности. При использовании параксиальной 
функции ( )a ξ  (19) линейная плотность спадает к 
концам отрезка. 

Линейная плотность также рассчитывалась в 
рамках скалярной теории дифракции. Расчет произ-
водился по формуле 

/ 2

/ 2

( ) ( , , )d ,I x E x y f y
ε

−ε

= ∫  (21) 

где ε >> ∆ , /f R∆ = λ  – дифракционная ширина 
отрезка фокусировки, а функция интенсивности 

( , , )E x y f  рассчитывалась с использованием непа-
раксиального интеграла Кирхгофа: 

( ) ( ) 2

0

( , , )

exp
exp ( ) d ,

2 D

E x y f

ikLik f
I ik

L L

=

−= ψ
π ∫∫

u u
 (22) 

где 
2

k
π=

λ
, 2 2 2( ) ( )L x u y v f= − + − + . 

На рис. 3 сплошной линией представлен резуль-
тат расчета линейной плотности (21), (22) в при-
ближении Кирхгофа для непараксиального эйкона-
ла. Пунктирной линией изображена линейная плот-
ность при параксиальном эйконале. 

Сравнение результатов, полученных непаракси-
альной и параксиальной функций эйконала, показы-
вает, что и в приближении Кирхгофа непараксиаль-
ный эйконал также обеспечивает значительно более 
равномерную линейную плотность вдоль отрезка 
фокусировки. 

Рассмотрим случай фокусировки в отрезок (15) 
гауссовского пучка (11). Дифференциальное урав-
нение (14) в этом случае принимает вид: 

2 2
0

2

d ( ) 1

d ( )

( ) ( )
exp ,

2 I

I

a

f

S S

d

ξ = ×
ξ + η ξ

  ′′σ π ξ ξ
×    σ   

  (23) 

где ( )2
2 2 2

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )S X a fξ = ξ + ξ + η ξ + η ξ . 

 

Рис. 3. Нормированная линейная плотность вдоль  
отрезка фокусировки в случае круглой апертуры 

Расчетная функция эйконала в декартовых коор-
динатах, по модулю λ, представлена на рис. 4. Рас-
чет проводился при следующих параметрах: d = 60λ, 
R = 50λ, f = 50λ, σI = 20λ, λ = 1 мкм. 

 

Рис. 4. Функция эйконала для фокусировки в отрезок  
в случае гауссовского освещающего пучка 

На рис. 5 представлен результат расчета линей-
ной плотности ( )I x  вдоль отрезка в приближении 
Кирхгофа для случая гауссовского пучка. 

Линейная плотность является достаточно равно-
мерной. Небольшой провал в середине отрезка объ-
ясняется приближенным вычислением интеграла (6) 
методом Лапласа.  

Также был произведен расчет эйконала из усло-
вия фокусировки в дугу окружности  

1 1

1 1 1

( ) sin / ,
2

( ) cos / ,
2

d
X R R

d
Y R R R

  ξ = ξ −  
  

  ξ = ξ − −  
  

 [0, ]dξ ∈   (24) 

где 1 180
R

ϕπ=  – радиус дуги, φ – угловой размер дуги. 

Расчет проводился для равномерного пучка с круг-
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лой апертурой. В этом случае для расчета ( )a ξ  ис-
пользовалось общее уравнение (10). 

 

Рис. 5. Нормированная линейная плотность  
вдоль отрезка фокусировки для случая  
гауссовского освещающего пучка 

На рис. 6 приведено расчетное распределение 
эйконала при следующих параметрах: λ = 1 мкм, 
d = 40λ, R = 50λ, f = 50λ, φ = 120º.  

 

Рис. 6. Функция эйконала для фокусировки в дугу  
в случае равномерного освещающего пучка 

На рис. 7 представлен результат расчета интен-
сивности в плоскости фокусировки в приближении 
Кирхгофа для эйконала, рассчитанного из условия 
фокусировки в дугу окружности при равномерном 
освещающем пучке. Рис. 7 показывает высокое ка-
чество фокусировки в дугу окружности. 

 

Рис. 7. Распределение интенсивности в плоскости 
фокусировки в приближении Кирхгофа  
от фокусатора в дугу окружности  

4. Расчет преломляющих элементов 
Предложенный метод расчета эйконала может 

быть применен для расчета преломляющих оптиче-
ских элементов. Пусть распределение эйконала ( )ψ u  
в плоскости z = 0 рассчитано из условия фокусировки 
в заданную область. Оптический элемент будем счи-
тать расположенным непосредственно перед плоско-
стью z = 0. Нижнюю поверхность оптического эле-
мента со стороны падения пучка будем считать пло-
ской (рис. 8). Тогда, пренебрегая изменением осве-
щенности входного пучка при прохождении через 
оптический элемент, сведем задачу расчета оптиче-
ского элемента к расчету верхней преломляющей 
поверхности элемента из условия формирования за-
данного эйконала ( )ψ u  в плоскости z = 0. 

 

Рис. 8. Геометрия преломляющего оптического элемента 
для фокусировки пучка с плоским волновым фронтом 

Эйконал ( )ψ u  определяет направления распро-
странения лучей в виде 

( ) ( ) ( )( )2
, 1 = ∇ψ − ∇ψ 

 
p u u u , (25) 

где ( ) ( ) ( )
,

u v

 ∂ψ ∂ψ
∇ψ =   ∂ ∂ 

u u
u . 

Запишем уравнение верхней преломляющей по-
верхности в виде 

( ) ( ) ( ) ( )l= −S u r u u p u , (26) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,x y z=S u u u u  - вектор поверхности в 

координатах ( ),u v=u , ( ), ,0u v=r  - радиус вектор 

точки в плоскости z = 0, ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,x y zp p p=p u u u u  

- вектор направления луча, определяемый по форму-
ле (25), ( )l u  - расстояние от точки плоскости z = 0 до 

преломляющей поверхности по направлению ( )p u . 

Функция ( )l u  в (26) определяется из уравнения  

( ) ( ) ( )l nhψ = +u u u , (27) 

где n  - коэффициент преломления материала опти-

ческого элемента, ( )h u  - толщина оптического эле-

мента. Уравнение (27) определяет равенство при 
z = 0 оптических длин лучей, прошедших через эле-
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мент, заданному эйконалу ( )ψ u . Толщина оптиче-
ского элемента может быть записана через функцию 

( )l u  в виде  

( ) ( ) ( ) 0zh p l z= − −u u u , (28) 

где 0z  – координата нижней границы оптического 

элемента. Из (27), (28) получим функцию ( )l u  в виде  

( ) ( )
( )

0

1 z

nz
l

np

ψ +
=

−
u

u
u

. (29) 

Таким образом, преломляющая поверхность 
для формирования заданного эйконала ( )ψ u  име-

ет вид (26), (29). Отметим, что эйконал ( )ψ u  в 
плоскости z = 0 определен с точностью до кон-
станты. Эта константа должна выбираться из ус-
ловия, чтобы верхняя преломляющая поверхность 
в точке с наибольшей толщиной касалась плоско-
сти z = 0. В этом случае предположение о том, что 
освещенность входного пучка при прохождении 
через оптический элемент слабо меняется, имеет 
наименьшую ошибку. На рис. 8 элемент располо-
жен несколько ниже плоскости z = 0 только из 
соображений наглядности при выводе формул 
преломляющей поверхности.  

На рис. 9, 10 представлены преломляющие по-
верхности, восстановленные по эйконалам, рас-
считанным из условия фокусировки в отрезок и 
дугу окружности, соответственно. В случае фоку-
сировки в отрезок расчет эйконала производился 
при следующих параметрах: d = 10мм, R = 25мм, 
f = 50мм.  

 

Рис. 9. Преломляющий элемент для формирования 
распределения освещенности в виде отрезка 

 

Рис. 10. Преломляющий элемент для формирования 
распределения освещенности в виде дуги окружности 

При фокусировке в дугу окружности расчет про-
изводился при параметрах: d = 10мм, R = 25мм, 
f = 50мм, φ = 100º. 

Работа рассчитанных оптических элементов бы-
ла промоделирована средствами специализирован-
ной программы по светотехнике TracePro [11]. На 
рис. 11, 12 представлены распределения освещенно-
сти, полученные в результате моделирования рабо-
ты полученных элементов в пакете TracePro. 

 

Рис. 11. Результаты моделирования работы 
преломляющего элемента для формирования 

распределения освещенности в виде отрезка в TracePro  

 
Рис. 12. Результаты моделирования работы 
преломляющего элемента для формирования 
распределения освещенности в виде дуги  

окружности в TracePro 

Рис. 11, 12 показывают высокое качество фокуси-
ровки в отрезок и дугу окружности соответственно. 

Заключение 
Расчет функции эйконала из условия фокусировки 

в произвольную кривую в непараксиальном случае 
сведен к решению обыкновенного дифференциального 
уравнения первого порядка, разрешенного относи-
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тельно производной. Проведен расчет эйконалов из 
условия фокусировки в отрезок и дугу окружности для 
случаев равномерного и гауссовского освещающих 
пучков. Показано, что непараксиальный эйконал обес-
печивает значительно более равномерную линейную 
плотность вдоль отрезка по сравнению с параксиаль-
ным решением. Функции эйконала могут быть исполь-
зованы для расчета преломляющих оптических эле-
ментов, предназначенных для фокусировки в кривые. 
Приведенные примеры расчета оптических элементов 
для фокусировки в отрезок и дугу окружности показы-
вают высокую работоспособность такого подхода. 
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Abstract 
The calculation of the eikonal from the condition of focusing into a line with designed energy 

distribution reduces to a first-order differential equation solved for the derivative. We design a 
DOE and non-diffractive refractive optical elements to produce a line-segment focus and a circular-arc 
focus. The simulation shows that the optical elements produce high-quality focal lines. 
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