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Аннотация 
Исследована непараксиальная дифракция гауссовых оптических вихрей с начальной ра-

диальной поляризацией. Получены явные аналитические выражения для радиальной, ази-
мутальной и продольной компонент вектора напряженности электрического поля. Модели-
рование показало, что непараксиальные формулы намного точнее при удалении от оптиче-
ской оси, чем параксиальные. Дифракционное фокусное пятно по полуспаду интенсивности 
при фокусировке гауссового вихревого поля с топологическим единичным зарядом и ради-
альной начальной поляризацией получается меньше, чем значение, предсказываемое ска-
лярной теорией. 
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Введение 
Радиально поляризованные пучки могут быть 

сгенерированы с помощью пространственно-пере-
менных диэлектрических решеток [1], вращаю-щих 
изображение резонаторов [2], интерференцион-
ными методами [3] или с помощью оптических во-
локон [4]. Интерес к лазерным пучкам с радиальной 
или азимутальной поляризацией появился из-за та-
ких потенциальных применений, как лазерная резка 
[5] и оптическая микроманипуляция [6], поскольку 
фокусировка таких пучков приводит к формирова-
нию круглого субволнового фокусного пятна. 

Распространение радиально-поляризованных 
пучков рассматривается в [7–9]. В [7] не была изу-
чена продольная компонента поля. В [8] исследова-
на непараксиальная дифракция, но рассматривалось 
поле без оптических вихрей. В [9] рассмотрена ди-
фракция гауссова пучка с радиальной поляризацией, 
но в рамках параксиальной теории и также без оп-
тических вихрей. Распространение параксиальных и 
непараксиальных вихревых пучков рассматривалось 
в [10–15]. В [10–13] рассматривалась скалярная па-
раксиальная дифракция вихревых пучков, в [14] – 

векторная непараксиальная дифракция вихревого 
пучка с линейной поляризацией и в [15] – скалярная 
непараксиальная дифракция гипергеометрических 
лазерных пучков. Острая (непараксиальная) фоку-
сировка невихревых лазерных пучков с радиальной 
поляризацией и вихревых пучков с эллиптической 
поляризацией рассматривалась соответственно в 
[16] и [17]. В основе рассмотрения в [16, 17] были 
приближенные теории Дебая и Ричардса-Вольфа. 

В данной работе получены явные аналитические 
выражения для радиальной , азимутальной и продоль-
ной  проекций вектора напряженности электрического 
поля, описывающие непараксиальную дифракцию гаус-
совых оптических вихрей (вихревых лазерных пучков) с 
начальной радиальной поляризацией. 

1. Интегральные преобразования для описания 
распространения радиально и азимутально 
поляризованных лазерных пучков в свободном 

пространстве 

Распространение света в свободном простран-
стве вдоль оси Oz описывается хорошо известными 
интегралами Рэлея-Зоммерфельда: 
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 (1) 

где ( ) ( )2 22 2R z x u y v= + − + − , (x, y) – декартовы 

координаты во входной плоскости, а (u, v) – декар-
товы координаты в выходной, Ex,y(x, y, 0) – проекции 
вектора напряженности электрического поля элек-
тромагнитной волны на оси x и y в плоскости z = 0, 

Ex,y(u, v, z) – проекции вектора напряженности элек-
трического поля на оси x, y, z но в произвольной 
плоскости z. 

От декартовых составляющих электрического 
вектора вдоль осей x и y перейдем к радиальной и 
азимутальной составляющим: 
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Тогда для радиальной и азимутальной состав-
ляющих верны следующие выражения (в цилиндри-
ческих координатах): 
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Видно, что если в начальной плоскости поле 
имело радиально-симметричное распределение и 
было радиально или азимутально поляризовано, то 
оно останется таким же радиально или азимутально 
поляризованным при распространении. Это следует 
из того, что в полярных координатах 

( )2 2 2 2 2 cosR z r r= + ρ + − ρ ϕ − θ  и интегрирование 

по переменой ϕ дает 
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где ( )χ ξ  – первообразная от функции  

( )2 2 2

2 2 2

exp 2

2

ik z r r

z z r r

 +ρ + − ρ ξ∂  
 ∂ + ρ + − ρ ξ  
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Общий множитель в подынтегральных выраже-
ниях (6) можно приближенно упростить: 
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Это приближение непараксиальное, так как в зна-
менателе дроби, стоящей в показателе экспоненты, 
присутствует не только продольная координата z, но 
и поперечная координата ρ в плоскости наблюдения. 

Тогда выражения для радиальной и азимутальной 
составляющих упрощаются, и вместо (6) получим: 
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2. Распространение оптических вихрей с 
начальной радиальной поляризацией 

Если в начальной плоскости радиально поляри-
зованное поле с вихревой составляющей, т.е. 
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то из (5), (6) следует, что в общем случае ( 0n ≠ ) 
компоненты rE  и Eϕ  будут отличны от нуля. В 

этом разделе приводится подробный вывод выраже-
ния для rE , и только в конце дается без вывода вы-

ражение для Eϕ : 
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В работе [9] рассмотрено распространение ради-
ально поляризованного гауссова пучка с таким рас-
пределением в начальной плоскости: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
0

0

2 2
0

0

2
, ,0 exp ,

2
, , 0 exp ,

x

y

E x y E x x y

E x y E y x y

  
 = −α +     ω  


   = −α +    ω 

 (12) 

где ( )2
01 2ik fα = ω − , ω0 – радиус перетяжки гаус-

сова пучка, k – волновое число, а f – фокусное рас-
стояние линзы. 

Поле с декартовыми составляющими (12) соот-
ветствует полю с радиальной составляющей 
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Подставляя это выражение вместо Ar(r) в (11), 
получим: 
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Интеграл в (18) можно вычислить с помощью 
следующего справочного интеграла [9, выражение 
6.618.1]: 
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функция Бесселя второго рода. Дифференцируя (15) 
по α, можно получить: 
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Используя этот интеграл, а также рекуррентное 
соотношение для функций ( )I zν  [19, выражение 

9.6.26], получим: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

2 2
0

1 1

2 2

2 2

, ,
4 2

4 4

exp ,

n

r

n n

i kzE
E z

z

n x I x n x I x

ik z x in

− +

− π
ρ θ = ×

ω β β + ρ

 
× − + + × 
 

× + ρ − + θ

 (17) 

где ( )2 8x = γ β . 

Аналогично можно получить выражение для 
азимутальной составляющей: 
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Выражения (17) и (18) являются общими для опи-
сания гауссова оптического вихря произвольного по-
рядка n с радиальной начальной поляризацией (10). 

В [9] рассматривался случай, когда n = 0. Его 
также можно получить из уравнения (17) (как сле-
дует из (18), в этом случае 0Eϕ = ): 
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В параксиальном приближении ( )2q z ik≈ − α , 

( ) ( )1 22 2 2 2z z z z+ρ ≈ +ρ ≈ . Следовательно, 
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Подобное выражение было получено и в работе 
[9] (формулы (27)), оно отличается от (20) только 
комплексной сопряженностью. 

3. Выражения для продольной составляющей 

Продольная составляющая вычисляется с помо-
щью третьего интеграла в (1). 

При переходе к радиальной и азимутальной ком-
понентам получится следующее выражение (в ци-
линдрических координатах): 
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В частности, если в начальной плоскости поле было радиально поляризовано, то с использованием (7) мож-
но получить: 
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Если в начальной плоскости радиально поляризованное вихревое поле (10), то по аналогии с выражениями 
для поперечных составляющих можно показать, что для продольной составляющей получится выражение: 
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Рассмотрим распространение радиально поляризованного гауссова пучка (13). Тогда 
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+ −

ρ θ = − +ρ + θ ×
ω + ρ

  × −β γ + ρ −β γ − γ   
  
∫ ∫

 (24) 

где 

2 2

2 2

,
2

.

ik

z

k

z

β = α −
+ ρ

ργ =
+ ρ

 

Второй интеграл имеет ту же форму, что и (16). 
Первый интеграл берется при дифференцировании 
по α следующего справочного интеграла [18, выра-
жение 6.631.7]: 

( ) ( )2
3 2

0

2 2 2

1 1

2 2

exp d
8

exp ,
8 8 8

x x J x x

I I

∞

ν

ν− ν+

πβ−α β = ×
α

      β β β× − −      α α α      

∫
 (25) 

где Re 0, Re 2α > ν > − . 
С помощью (25) можно получить: 

( ) ( ) ( )
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  

∫

 (26) 

где ( )2 8t = γ β . 

Подставляя выражения (25), (26) в (24), получим: 
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   − βρ − + +    

 (27) 

Заметим, что выражение (27) похоже по своей 
структуре на выражение, полученное авторами в 
[14] для гауссового оптического вихря с эллиптиче-
ской поляризацией. 

Используя рекуррентные соотношения для мо-
дифицированных функций Бесселя и приводя по-
добные слагаемые, получим окончательно: 
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 (28) 

Если пучок во входной плоскости невихревой 
(т.е. n = 0), то 

( )
2

0

2 2
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2 2
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2 2

, , 1
22

exp .
4

z
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qq
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α ω  

 ρ
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 (29) 

В параксиальном приближении верно следующее 
равенство: 

2 2
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Используя его, получим: 

( ) 0

2 2
0

2 2

, ,
2

1 exp .
2 2

z

ikE
E z

q

ik ik
ikz

q q

ρ θ ≈ ×
α ω

   ρ ρ× + +   
   

 (30) 

Это выражение так же совпадает (с точностью 
до комплексного сопряжения) с выражением для 
продольной компоненты радиально-поляризован-
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ного гауссова пучка, полученным в работе [9] 
(формула (32)). 

4. Численное моделирование 
При численном моделировании интегралы (1) 

вычислялись по методу прямоугольников и сравни-
вались со значениями, получаемыми при использо-
вании формул (19) и (29) и формул, получаемых из 
(19) и (29) для параксиального приближения. 

Для расчетов были использованы следующие зна-
чения параметров: длина волны λ = 633 нм, мощность 
пучка E0 = 1 Вт/см2, радиус перетяжки гауссова пучка 
ω0 = 1 мкм, фокусное расстояние параболической лин-
зы f = 5 мкм, расстояние, пройденное светом z = 5 мкм 
(т.е. поле рассматривалось в фокусе линзы), полярный 
угол в выходной плоскости θ = 0, пределы интегриро-
вания для вычисления поля по формулам (1) 

[ ] [ ]0 0 0 0, 4 , 4 4 , 4x y ∈ − ω + ω × − ω + ω , шаг дискретизации 

по обеим переменным 8ω0/N, N = 300. 
На рис. 1а показана зависимость радиальной со-

ставляющей Er (вещественной части) от радиальной 
координаты ρ. Кривая 1 соответствует полю, вычис-
ленному по формуле (1), кривая 2 – по непаракси-
альной формуле (19), кривая 3 – по параксиальной 
формуле (20). На рис. 1б показаны те же зависимо-
сти для компоненты Ez: кривая 1 соответствует по-
лю, вычисленному по формуле (1) (третий инте-
грал), кривая 2 – по непараксиальной формуле (29), 
кривая 3 – по параксиальной формуле (30). На 

рис. 1в показана интенсивность 2 2
r zI E E= + , рассчи-

танная по формулам (1). 
Из рис. 1 видно , что ближе к оптической оси па-

раксиальные формулы (20) и (30) дают распределе-
ние амплитуды, близкое к значениям, даваемым ин-
тегралами (1), однако при удалении от оси непара-
ксиальные формулы намного точнее.  

Аналогичные сравнительные исследования про-
водились и для пучка (13) с добавлением оптическо-
го вихря с n = 1. На рис. 2 также показаны распреде-
ления амплитуд компонент Er и Ez, а также интен-
сивности I. Кривая 1 соответствует полю, вычис-
ленному по формуле (1), кривая 2 – по непаракси-
альным формулам (17) и (28). 

Расчет интенсивности (рис. 2в) проведен по 
формуле (1), в ней автоматически учтена состав-
ляющая Eϕ , не показанная на рис. 2. 

Интересно отметить, что невихревой гауссов пу-
чок (n = 0) формирует в фокусе кольцевое распреде-
ление интенсивности (хотя 0I ≠  при ρ = 0), а вих-
ревой гауссов пучок (при n = 1) собирается в круг-
лое фокальное пятно.  

Заключение 
В работе исследована непараксиальная дифракция 

гауссовых оптических вихрей с начальной радиальной 
поляризацией. Получены выражения для радиальной, 
азимутальной и продольной компонент вектора на-
пряженности электрического поля. При n = 0 в пара-

ксиальном случае полученные выражения (17), (18) 
сводятся к выражению (20), которое совпадает с урав-
нением (27) в [9], а (28) сводится к (30), которое совпа-
дает с уравнением (32) в [9]. Численное моделирова-
ние показало, что ближе к оптической оси параксиаль-
ные формулы (20) и (30) дают распределение ампли-
туды, близкое к значениям, даваемым интегралами (1), 
однако при удалении от оси полученные непаракси-
альные формулы намного точнее. Дифракционное фо-
кусное пятно по полуспаду интенсивности для рас-
смотренного случая (рис. 2в) 2,2FWHM ≈ λ , хотя чи-

словая апертура линзы 21 1 5 0,196NA ≈ + ≈ . Со-
гласно скалярной теории диаметр фокусного пятна (по 
полуспаду интенсивности) должен быть равен 

0,5FWHM NA≈ λ . В нашем случае он должен быть 

равен 2,5FWHM ≈ λ .  

а)  

б)  

в)  

Рис. 1. Амплитуда радиально поляризованного гауссового 
пучка в плоскости геометрического фокуса линзы: 
радиальная составляющая Er (а), продольная 
составляющая Ez (б) и интенсивность I (в) 
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а)  

б)  

в)  

Рис. 2. Амплитуда радиально поляризованного вихревого 
гауссового пучка (n = 1) в плоскости геометрического 

фокуса линзы: радиальная составляющая Er (а), 
продольная составляющая Ez (б) и интенсивность I (в) 
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Abstract  

Nonparaxial diffraction of Gaussian optical vortexes with initial radial polarization has been 
investigated. We have obtained explicit analytical expressions for radial, azimuthal, and longitudi-
nal components of the electric vector. The simulation showed that nonparaxial formulae are more 
accurate than paraxial ones for areas located far from optical axis. The focal spot (area with inten-
sity exceeding half of its maximal value) of focused Gaussian vortex field with unit topological 
charge and radial polarization appears to be less than that predicted by scalar theory. 

Key words: nonparaxial diffraction, radial polarization, Gaussian optical vortex, focusing of la-
ser light. 
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