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Аннотация 

Вихревой пространственный фазовый фильтр использован для выполнения радиального 
преобразования Гильберта, которое в отличие от обычно используемых в обработке изо-
бражений двумерных преобразований Гильберта является изотропным. Показано сущест-
венное увеличение контраста при использовании вихревого фильтра, в том числе по срав-
нению с фильтром высоких частот. Также при небольшой модификации центральной части 
рассматриваемого фильтра возможно формирование псевдорельефных изображений для ви-
зуального выделения протяжённых объектов различных направлений. 

Аналогичный фильтр использован для построения спираллограмм – интерференцион-
ных картин фазовых объектов, учитывающих направление изменения фазовой функции. 
Показана эффективность применения вихревого фильтра для анализа прозрачных объектов, 
имеющих включения с различной оптической плотностью.  

Ключевые слова: вихревой пространственный фильтр, преобразование Гильберта, повы-
шение контраста, визуализация прозрачных объектов, спираллограммы, псевдорельеф. 

Введение 

Комплексный сигнал был введён Габором в 1946 
году [1], он стал важным инструментом в обработке 
одномерных сигналов, который используется в раз-
личных приложениях, таких как кодирование ин-
формации (фазовая и частотная модуляции), радио-
локационная технология обнаружения объектов, об-
работка сейсмических данных [2], распознавание 
речи, проектирование аэродинамических поверхно-
стей [3, 4] и др. 

Комплексный сигнал строился подавлением всех 
отрицательных частот исходного действительного 
сигнала, что можно представить как сумму данного 
одномерного сигнала и чисто комплексной состав-
ляющей – преобразования Гильберта исходного 
сигнала. Преобразование Гильберта производит фа-
зовый сдвиг сигнала на 2π− . Локальная амплитуда 
(огибающая) и локальная фаза исходного сигнала 
являются соответственно модулем и аргументом 
комплексного сигнала. В настоящее время часто ис-
пользуют термин «аналитический сигнал», вместо 
термина «комплексный сигнал», который изначаль-
но использовал Габор. 

1. Одномерное преобразование Гильберта 

Рассмотрим функцию ( )f x ∈ R , её свёртка с 

ядром ( ) 1h x xπ=  даст нам преобразование Гиль-

берта ( )Hf x  исходной функции: 

( ) ( ) ( )v.p. .Hf x h x f x dτ τ
∞

−∞

= −∫  (1) 

Отметим, что свёртка вычисляется в смысле 
главного значения интеграла по Коши. Фурье-образ 

( )h x  представляет собой функцию вида: 

( ) ( )sgn .H iξ ξ=  (2) 

Используя (2), запишем выражение (1) в области 
пространственных частот: 

( ) ( ) ( )sgn ,HF i Fξ ξ ξ=  (3) 

где ( )F ξ  и ( )HF ξ Фурье-образы ( )f x  и ( )Hf x  со-

ответственно. 

2. Двумерное преобразование Гильберта 
Существует ряд обобщений преобразования 

Гильберта на многомерный случай, большинство из 
них обладают теми или иными недостатками. Рас-
смотрим основные двумерные обобщения преобра-
зования Гильберта. 

Частичное преобразование Гильберта. Данное 
преобразование производится разделением спектра 
сигнала на две полуплоскости, определяемые векто-

ром предпочитаемого направления ( )1 2,
T

n n  [5]: 

( ) ( )1 2, sgn .PH i n nξ η ξ η= +  (4) 

Частным случаем данного преобразования явля-
ется преобразование по одной из осей координат. 
Главным недостатком является отсутствие изотроп-
ности преобразования. 

Полное преобразование Гильберта. Преобразо-
вание строится последовательным применением 
частичного преобразования Гильберта по обеим 
осям [6]: 

( ) ( ) ( ), sgn sgn .FH ξ η ξ η= −  (5) 

Данное преобразование не является адекватным 
обобщением одномерного преобразования Гильбер-
та, так как не создаёт сдвига фазы на 2π− . 

Комбинация полного и частичных преобразований 
Гильберта в частотной области создаёт аналитический 
сигнал, отличный от нуля в одном квадранте [6]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), sgn sgn sgn sgn .QH iξ η ξ η ξ η= + +  (6) 
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Данное преобразование не является изотропным. 
Комбинация полного и частичных преобразова-

ний Гильберта с использование преобразования Фу-
рье в поле кватернионов. Данный подход подробно 
рассмотрен в [7]; не является изотропным. 

Описанные выше преобразования основаны на 
расширении функции знака с одномерного случая на 
двумерный, что приводит к потере важного для об-
работки изображений свойства – изотропности. 
Другой путь избрали в работах [8, 9], авторы сосре-
доточились на создании изотропного преобразова-
ния Гильберта и применили его для улучшения ка-
чества цифровых изображений 

Двумерное преобразование Рисса. Представляет 
собой преобразование, результатом которого явля-
ется векторная функция векторного аргумента. В 
спектральной области ядро данного преобразования 
можно условно записать как [8]: 

( ) ( )
( )

,
, .

,

T

R T
H i

ξ η
ξ η

ξ η
=  (7) 

Отметим, что данное преобразование требует 
дополнительной интерпретации. 

Радиальное преобразование Гильберта. Данное 
преобразование может быть получено из преобразо-
вания Рисса скалярным умножением первого на век-

тор ( ),1
T

i− . По сути, ядро данного преобразования 

представляет собой спираль (вотекс) [9, 10], данное 
преобразование удобнее записывать в полярной 
системе координат: 

( ) ( ), exp ,VH r iϕ ϕ=  (8) 

где cosrξ ϕ=  и sinrη ϕ= . 

Важно отметить, что данные преобразования 
создают эффект фазового сдвига. 

2. Оптический способ выполнения 
преобразование Гильберта 

Оптически реализовать двумерное преобразова-
ние Гильберта возможно с помощью конфокальной 
схемы, представленной на рис. 1, где левая и правая 
собирающие линзы имеют соответственно фокусные 
расстояния 1f  и 2f , входное изображение помещает-

ся в плоскость 0xy , в плоскости 0 x yk k  ставится про-

странственный оптический фильтр, а в плоскости 
0XY  регистрируется выходное изображение. 

x

y

f1 f1 f2 f2

kx

ky

x

y

 
Рис. 1. Схема оптической реализации двумерного преобразования Гильберта 

Ниже представлены результаты численного мо-
делирования данной оптической системы. 

Рассмотрим различные варианты выполнения 
двумерных обобщений преобразования Гильберта 
(таблица 1) оптическим способом для тестового 
изображения (рис. 2). 

 
Рис. 2. Тестовое изображение 

Под номерами 1 и 2 представлены результаты 
обработки частичным преобразованием Гильберта 
(4), выражения для фильтра можно записать, соот-
ветственно, в виде: 

( ) ( )
0

, sgn ,PH iξ η ξ=  (9) 

( ) ( )
45

, sgn .PH iξ η ξ η= +  (10) 

Под номером 3 представлены результаты обра-
ботки фильтром, математическое выражение для ко-
торого можно представить в комплексной форме 
следующим образом: 

( ) ( )
0

, sgn .PH iξ η ξη=  (11) 

Под номером 4 представлены результаты обра-
ботки с применением радиального преобразования 
Гильберта (8). 

Отметим, что преобразования с использованием 
фильтров (9), (10) и (11) не изотропны в отличие от  
радиального преобразования Гильберта. 

Так как все рассмотренные фильтры являются 
чисто фазовыми, то их использование позволит сни-
зить энергетические потери при физической реали-
зации. Важным свойством данных типов фильтров 
является подчёркивание границ объектов. 

3. Применение преобразования Гильберта 
на изображении препарата крови 

В работе проводились исследования описанного 
способа фильтрации применительно к изображениям 
препарата крови (таблица 2). Результаты обработки 
фрагмента изображения препарата крови (рис. 3) 
фильтрами вида (9), (10), (11) и (8), аналогично преды-
дущему разделу, представлены под номерами с перво-
го по четвёртый в таблице 2, изображения во второй 
колонке были получены с блокированием центральной 
части спектра, соответствующей фону изображения. 
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Таблица 1. Примеры выполнения двумерных обобщений 
преобразования Гильберта для тестового изображения 

№ Фаза фильтра 
Интенсивность 
на выходе 

1 

  

2 

  

3 

  

4 

  
Применение радиального преобразования Гильбер-

та позволяет выделить границы форменных элементов 
крови и увеличить контраст, что является важным для 
дальнейшего анализа данного класса изображений 
[11]. Контраст исходного и обработанного изображе-
ний определялся по следующей формуле: 

max min

max

,
I I

k
I

−
=  

где minI и maxI  соответственно минимальная и мак-
симальная интенсивность изображения. 

Для исходного изображения контраст k был ра-
вен 0,297. После применения радиального преобра-
зования Гильберта контраст k увеличился до 0,958.  

 
Рис. 3. Исходное изображение препарата крови 

При этом в отличие от линейного контрастиро-
вания существенного увеличения шума на изобра-

жении не наблюдается. Важно, что увеличение кон-
траста получено с использованием оптической схе-
мы с чисто фазовыми элементами, а значит, без 
существенных потерь энергии.  

Таблица 2. Примеры выполнения  
двумерных обобщений преобразования Гильберта  

для изображения препарата крови 

№ 
Интенсивность 
на выходе 

Интенсивность 
на выходе (с блоки-
рованием централь-

ного отсчёта) 

1 

  

2 

  

3 

  

4 

  

4. Контрастирование рентгенографических 
изображений 

Проведены эксперименты с использованием рент-
генографического изображения черепа. На рис. 4 
представлен пример изображения черепа, квадратом 
выделена область обработки, четыре яркие точки – 
маркеры протеза, задающие систему координат; про-
тяжённый объект – инородное тело, залегающее в 
полости глаза. Важной задачей является выделение 
границы инородного тела и маркеров. Данная рентге-
нограмма характеризуется слабой контрастностью, и 
повышение контраста, которое было продемонстри-
ровано в предыдущем разделе, в этом случае особен-
но актуально. В частности, контраст k  представлен-
ной рентгенограммы (рис.4) составляет 0,12.  

После обработки фильтром высоких частот кон-
траст k  можно повысить до 0,75, а совместное при-
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менение фильтра высоких частот и предложенного 
вихревого фильтра увеличивает контраст k  до 0,857 
(рис. 5а). Было проведено моделирование: формиро-
валось комплексное распределение, в котором в ка-
честве фазовой функции использовался обрабаты-
ваемый фрагмент (рис.4), а амплитуда считалась по-
стоянной. В данном случае контраст k  был 
увеличен до 0,888 (рис. 5б). 

 
Рис. 4. Изображение рентгенограммы черепа, 
рамкой выделен обрабатываемый фрагмент 

а)  б)  

Рис. 5. Результат обработки рентгенограммы, где 
фрагмент рассматривается а) как амплитуда, 

б) как фаза при постоянной амплитуде 

5. Формирование псевдорельефных изображений 

В работе [12] предложено заменить центральную 
часть вихревого пространственного фильтра на по-
стоянное значение. В этом случае формируется 
псевдорельефное изображение, облегчающее визу-
альное наблюдение мелких деталей изображения. 

На рис. 6 показан вид комбинированного вихре-
вого фильтра и псевдорельефное изображение для 
центральной части рентгеновского снимка (рис.4). В 
этом случае хорошо выделяется одна из границ ино-
родного объекта. Картина выглядит рельефной и как 
бы освещаемой дополнительным источником света. 

а)  б)  

Рис. 6. Вид комбинированного вихревого фильтра (а) 
 и псевдорельефное изображение для центральной части 

рентгеновского снимка (б) 

Если постоянное значение в центральной части 
фильтра динамически менять, что возможно при ис-
пользовании жидкокристаллических транспарантов, 
то картина в псевдорельефном изображении будет 
меняться, как если бы перемещался источник осве-
щения. При этом одни детали затеняются, а другие, 
наоборот, подчеркиваются (рис. 7). 

а)  б)  

в)  г)  

Рис. 7. Снимок глазного дна (а) и псевдорельефные картины 
при изменении центрального значения постоянной фазы в 

вихревом фильтре: 0 (б), π/2 (в), π (г) 

Таким образом, с одной стороны, можно в режиме 
реального времени просканировать изображение при 
различных ракурсах, с другой стороны, если оптиче-
ский элемент статичный, то можно выделять (визуаль-
но подчеркивать) протяжённые объекты определенно-
го направления, что актуально, например, для [13]. 

Вопрос, касающийся размеров центральной час-
ти комбинированного фильтра, выходит за рамки 
данной статьи и является предметом дополнитель-
ных исследований. 

6. Построение спираллограмм  
При работе с прозрачными объектами, такими 

как полистироловые шарики в жидкости, существу-
ет проблема визуализации, т.к. получаемые изобра-
жения слабоконтрастны. Построение интерферо-
грамм позволяет зарегистрировать фазу данных 
объектов, но возникает неоднозначность – объекты, 
которые отличаются по оптической плотности на 
одинаковую величину от плотности окружающей 
среды, дают одинаковую картину интерференции. В 
данном случае решением может стать построение 
спираллограмм [14]. 

Для построения спираллограмм возможно при-
менение оптической системы, описанной выше 
(рис. 1): считается, что в плоскость объекта пришёл 
равномерный плоскопараллельный пучок от коге-
рентного источника света, т.е. входное изображение 
можно считать чисто фазовым; в спектральной 
плоскости поместим фильтр (8) с топологическим 
зарядом, равным 1. При этом в качестве опорного 
пучка используется излучение, прошедшее через 
центральную часть фильтра, а спиральность образу-
ется за счёт вихревых свойств фильтра. 
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В таблице 3 представлены результаты моделиро-
вания: в качестве входного поля формировалось 
комплексное распределение с постоянной амплиту-
дой и фазой вида: 

( ) ( )2 22

2
1

, exp .
2

i
i

i i

x a y
f x y Aπ

σ=

 − +
 = −
 
 

∑  (12) 

Таблица 3. Результаты моделирования формирования 
спираллограмм для фазовой функции вида (12) 

№ 
Вид фазовой 
функции f(x,y)  

Интенсивность 
на выходе 

( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 2; ; ; ; ;

8;8;0,005;0,005;-0,3;0,3

A A a aσ σ =

= −
 

1 

  

( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 2; ; ; ; ;

-8;8;0,005;0,005;-0,1;0.1

A A a aσ σ =

=
 

2 

  

( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 2; ; ; ; ;

8;8;0,005;0,005;-0,1;0,1

A A a aσ σ =

=
 

3 

  

( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 2; ; ; ; ;

-8;10;0,005;0,05;-0,15;0,15

A A a aσ σ =

=
 

4 

  
Значения параметров 2 2

1 2 1 2 1, , , ,A A aσ σ  и 2a функ-
ции (12) приведены над соответствующими изобра-
жениями в таблице 3. 

Отметим, что направления закруток спираллограмм 
в данном случае определяются знаками параметров A1 и 
A2. В общем случае для выпуклых объектов по направ-
лению закрутки можно определить, является ли оптиче-
ская плотность объекта больше оптической плотности 
окружающей среды либо меньше. Например, пузырьки 
воздуха в жидкости не будут визуально отличаться от 
полистироловых шариков, находящихся в той же жид-
кости. Также методы интерферометрии не позволят 
различить эти два типа объектов в связи примерно оди-
наковой абсолютной разностью оптических плотностей 
объектов и окружающей среды. 

В таблице 4 представлены результаты моделиро-
вания спираллограмм для фазовой функции, имею-
щей вид: 

( )
2 2

, exp .
0,01

x y
f x y Aπ  += − 

 
 (13) 

Значение параметра A для строк с первой по тре-
тью соответственно равно 2, 4 и 8. Результаты экс-
периментов показали, что количество витков спира-
лей на спираллограммах прямо пропорционально 
кратности набега фазы. 
Таблица 4. Результаты моделирования формирования 

спираллограмм для фазовой функции вида (13) 

№ Фазовый рельеф Интенсивность 
на выходе 

1 

  

2 

  

3 

  
Дополнительно было проведена серия экспери-

ментов с фазовым фильтром вида [15]: 

( ) ( ), exp .mH r imϕ ϕ=  (14) 

При 1m = , выражение (14) тождественно (8). 
Примеры спираллограмм для разных значений 

m  представлены в таблице 5, в качестве входного 
использовалось изображение с равномерным осве-
щением и фазовой функцией вида (12) с параметра-

ми ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2; ; ; ; ; -8;8;0,005;0,005;-0,3;0,3A A a aσ σ = . 
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Таблица 5. Результаты моделирования формирования 
спираллограмм для фазовой функции вида (12) и фильтра 

вида (14) 

m  Вид фильтра 
Интенсивность 
на выходе 

0,5 

  

1 

  

1,5 

  

2 

  

2,5 

  

5 

  
В ходе проведённых исследований было установ-

лено, что «непрерывные» витки спиралей образуются 
только для натуральных значений m, при этом количе-
ство спиралей увеличивается прямо пропорционально 
значению этого параметра. При дробных значениях 
параметра m на спиралях образуются разрывы.  

Заключение 

В данной статье рассмотрены варианты обобще-
ний одномерного преобразования Гильберта на 
двумерный случай и их основные характеристики. 
Описан оптический способ выполнения двумерного 
преобразования Гильберта. Для оптической реали-
зации изотропного двумерного (радиального) пре-
образования Гильберта применяется пространствен-
ный вихревой сингулярный фильтр. 

На примерах обработки рентгенографических 
снимков, изображений препарата крови и глазного 
дна показаны возможность и целесообразность при-
менения радиального преобразования Гильберта для 
улучшения качества изображений. В частности, су-
щественное увеличение контраста, в том числе по 
сравнению с фильтром высоких частот, выделение 
деталей на изображениях, формирование псевдорель-
ефных изображений для визуального выделения про-
тяжённых объектов различных направлений. 

Приведены результаты исследований примени-
мости метода построения спираллограмм. Основные 
результаты исследований получены способом мате-
матического моделирования. 

Вихревые фильтры с различными порядками син-
гулярности (в том числе и дробными) применены для 
построения спираллограмм, которые представляют со-
бой аналог интерференционных картин фазовых объ-
ектов, но дополнительно сохраняющих информацию о 
направлении изменения фазовой функции. 

В общем случае для выпуклых объектов по на-
правлению закрутки можно определить, является ли 
оптическая плотность объекта больше оптической 
плотности окружающей среды либо меньше. 

Результаты численных экспериментов показали, 
что количество витков спиралей на спираллограм-
мах пропорционально кратности набега фазы. 
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Abstract 
The vortical spatial phase filter is used for performance of radial Hilbert transform which is iso-

tropic in contrast to usually used in image processing 2D Hilbert transforms. The essential increase in 
contrast is shown at use of the vortical filter, also in comparison with the filter of high frequencies. 
Formation of pseudo-relief images for visual accentuation of objects elongated in various directions 
is possible if small modification of the central part of the considered filter is done. The similar filter 
is used for construction of spiral interferograms - interference pattern of the phase objects consider-
ing a direction of phase function change. Efficiency of vortical filter application for the analysis of 
the transparent objects having inclusions with various optical density is shown. 

Key words: vortical spatial filter, Hilbert transform, contrast increase, visualisation of transpar-
ent objects, spiral interferograms, pseudo-relief. 
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