
2010 Компьютерная оптика, том 34, № 1 

52 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА  
ДЛЯ АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД 

Леонид Леонидович Досколович (д.ф.-м.н., в.н.с., e-mail leonid@smr.ru), 
Николай Львович Казанский (д.ф.-м.н., зам. директора, e-mail: kazansky@smr.ru), 

Сергей Иванович Харитонов (к.ф.-м.н., с.н.с., e-mail: prognoz@smr.ru) 
Учреждение Российской академии наук Институт систем обработки  изображений РАН 

Аннотация 

В работе получены интегральные представления решений системы уравнений Максвел-
ла для анизотропных  сред. Наряду с представлением решений в трехмерном пространстве, 
получены интегральные представления для решений системы уравнений Максвелла в виде 
поверхностных волн на границе диэлектрика с отрицательной диэлектрической проницае-
мостью и анизотропным материалом. Интегральные представления получены с помощью 
разложения по собственным волнам однородной анизотропной  среды, распространяющим-
ся в положительном направлении. 
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Введение  

Для решения многих задач распространения и ди-
фракции электромагнитных волн, не имеющих точных 
решений, используется теория дифракции Кирхгофа-
Гюйгенса. Решению задач дифракции с помощью инте-
грала Кирхгофа-Гюйгенса посвящено много работ, в 
том числе опубликованных в течение последних не-
скольких лет [1]-[7]. Привлекательность этого метода 
состоит в том, что решение можно сразу записать в виде 
интегрального преобразования. Сам подход имеет на-
глядный физический смысл. Используя метод Кирхго-
фа, можно определить поле в различных точках за экра-
ном. Этот метод можно использовать не только для ска-
лярных полей, но и для векторных электромагнитных 
полей. Поле в любой точке трехмерного пространства 
можно найти по известным значениям тангенциальных 
составляющих электрического и магнитного полей на 
некоторой поверхности. Обычно вывод интеграла 
Кирхгофа как в скалярном, так и векторном случае свя-
зывают с использованием формул Грина. Другим мето-
дом получения интегральных представлений является 
разложение по плоским волнам.  

Интегральные представления для электромагнит-
ных полей, полученные с помощью векторных формул 
Грина, имеют достаточно сложный вид. Кроме того, 
для вычисления поля используются одновременно 
компоненты электрического и магнитного полей. Это 
не всегда оправдано, так как во многих случаях мы не 
можем независимо задать тангенциальные компонен-
ты электрического и магнитного поля.  

В последнее время появились работы, в которых 
метод Кирхгофа обобщается на случай поверхност-
ных волн (плазмонов), распространяющихся на гра-
нице раздела двух сред. Поверхностные электро-
магнитные волны имеют большое значение при 
проектировании различных устройств нанофотони-
ки. Исследованию генерации и распространения 
плазмонов посвящено множество работ [7]-[16]. 

Однако в приведенных работах рассматриваются 
интегральные представления решений для объемных 
и поверхностных волн, распространяющихся в одно-

родной изотропной среде. В данной работе получены 
интегральные представления для решений системы 
уравнений Максвелла для анизотропных сред. Наря-
ду с представлением решений в трехмерном про-
странстве, получены интегральные представления 
для решений системы уравнений Максвелла в виде 
поверхностных волн на границе диэлектрика с отри-
цательной диэлектрической проницаемостью и ани-
зотропным  материалом. Интегральные представле-
ния получены с помощью разложения по собствен-
ным волнам, распространяющимся в положительном 
направлении однородной анизотропной среды.  

1. Уравнения волн  
в однородной анизотропной среде 

1.1. Основные уравнения 

Система уравнений Максвелла в однородной 
анизотропной и гиротропной среде имеет вид  
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E, H –  компоненты электрического и магнитного по-
лей, µij,  εij – компоненты тензоров электрической и 
магнитной проницаемостей. (x1, x2, x3) – декартовы 
координаты, x3 – определяет направление распростра-
нения света. В случае, если µ13, = ε13  = µ23, = ε23  = 0, 
уравнения можно записать в виде  
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Можно свести к уравнению второго порядка  
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(α1, α2) – координаты в пространственно-частотном 
представлении. 

Уравнения для функций F(α1,α2) и G(α1,α2) при-
нимают вид  
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Подставляя первое уравнение во второе, полу-
чим уравнение на собственные значения  
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Mij -матричные элементы матрицы M. (19) 
Функцию G(α1,α2) можно представить в виде  
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Условие совместности приводит к дисперсион-
ному уравнению  
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Выражение для корней имеет вид  
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Система уравнений для определения собствен-
ных векторов имеет вид  

2 1
11 12

2 2
21 22

0
M M F

M M F

   
   
   
   

  
  

− γ
=

−γ . (24) 

Подставляем выражение γ 2 и получаем следую-
щие выражения для собственных векторов матрицы 
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Собственные вектора можно собрать в матрицу  
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Произвольное решение для компонент электри-
ческого поля в пространственно-частотном пред-
ставлении можно записать в виде 
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1 2g α ,α  – функции, подлежащие 
определению. 

Если известны компоненты электрического поля 
в пространственно-частотном представлении, то 
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можно найти компоненты магнитного поля в том же 
представлении. 

1.2. Интегральные представления решения системы 
уравнений Максвелла в  анизотропной среде 

Рассмотрим только электрическое поле в волне. 
В случае, когда в волновой пакет входят только 
волны, распространяющиеся в положительном на-
правлении, общее решение имеет вид  
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Выражение для обратной матрицы, состоящей из 
базисных векторов, имеет вид  
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( ) ( )(
( ) ( ))

2
1

1 2 1 22

2 1 2
2 1 2 1

2 1 2
1 1 2 1

1 2 1 2
1 2

4

0

0

,

k
g

F E x x

F E x x

exp ik x x dx dx

+∞

−∞

  
     

α ,α = ∆ α ,α ×
π

× α ,α , , −

− α ,α , , ×

× − α + α

∫

 (35) 

( ) ( )

( ) ( )(
( ) ( ))

2
2

1 2 1 22

1 1 2
2 1 2 1

1 1 2
1 1 2 1

1 2 1 2
1 2

4

0

0

.

k
g

F E x x

F E x x

exp ik x x dx dx

+∞

−∞

  
     

α ,α = ∆ α ,α ×
π

× − α ,α , , +

+ α ,α , , ×

× − α + α

∫

 (36) 

Подставляя выражения ( )1
1 2g α ,α , ( )2

1 2g α ,α  в 
выражение для поля, получаем выражение для поля 
в пространстве  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 2 3 1
1 2 1 1 2

1 2 3
1 2 1 1 2 1 2

2
1 2 2 1 2

1 2 3
1 2 2 1 2 1 2.

E x x x g e

exp ik x x x d

g e

exp ik x x x d

+∞
 
 
  −∞

  
     

+∞

−∞

  
     

, , = α ,α α ,α ×

× α + α + γ α ,α α α +

+ α ,α α ,α ×

× α + α + γ α ,α α α

∫

∫
 (37) 

Меняя порядок интегрирования и вычисляя полу-
ченный интеграл, используя метод стационарной фазы, 
получаем выражение для пропагатора электрического 
поля в анизотропной среде. Следует отметить, что для 
наиболее интересных случаев выражения для функций 

( )1 2
ig α ,α (гауссовы пучки: сходящиеся гауссовы пуч-

ки, фокусатор в кольцо)  получаются  в явном виде, если 
входящие интегралы вычислить  методом стационарной 
точки или методом перевала. В этом случае расчет поля 
сводится только к двухкратному интегрированию в об-
ласти пространственно-частотного спектра. 

2. Уравнения поверхностных электромагнитных 
волн на границе металла и анизотропной среды 

2.1. Уравнения для магнитного поля 
 в однородной среде 

Рассмотрим распространение поверхностных 
электромагнитных волн на границе металл-диэлек-
трик. Сначала рассмотрим представление волн в ани-
зотропной  среде. В отличие от предыдущего пара-
графа рассмотрим магнитное поле.  

Пусть  

( ) ( )1 2 3
1 2 1 2 1 2E F exp ik x x x

  
     

= α ,α α + α + γ α ,α , (38) 

( ) ( )1 2 3
1 2 1 2 1 2H G exp ik x x x

  
     

= α ,α α + α + γ α ,α . (39) 



Интегральные представления решений системы уравнений Максвелла…  Л.Л. Досколович, Н.Л. Казанский, C.И. Харитонов 

55 

Используя эти представления, получим уравнение 
на собственные значения для функции ( )1 2G α ,α . 

( ) 2DC G G= γ , (40) 

где  

( ) ( ) 11 12
1 2

21 22

M M
M DC

M M

 
 
 
  
 

α ,α = = . (41) 

Электрическое поле определяется следующим 
образом  

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2
1 2

1 2

C G
F

α ,α α ,α
α ,α = −

γ α ,α . (42) 

Условие совместности приводит к дисперсион-
ному уравнению  

2
11 12

2
21 22

2 2
11 22 21 12 0,

M M
det

M M

M M M M

 
 
 
 
 
 

   
   
   

− γ
=

−γ

= − γ − γ − =
 (43) 

( )4 2
11 22 21 12 0M M M Mγ − + γ − = . (44) 

Выражение для корней дисперсионного уравне-
ния имеет вид  

( ) ( ) 22
11 22 11 22 21 12

1
4

2
M M M M M M

 
 
 
 
 

γ = + ± + + .(45) 

Система уравнений для определения собствен-
ных векторов имеет вид  

2 1
11 12

2 2
21 22

0
M M G

M M G

   
   
   
   

  
  

− γ
=

−γ . 

Решение уравнения  

( )
( ) ( )

12 1 2

21
1 1 2 11 1 2

M
e

M

 
 
 
  
      

α ,α
=

γ α ,α − α ,α , (46) 

( )
( ) ( )

12 1 2

22
2 1 2 11 1 2

M
e

M

 
 
 
  
      

α ,α
=

γ α ,α − α ,α . (47) 

Подставляем выражение 
2γ , получаем оконча-

тельное выражение для собственных векторов 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1
1 1 2

1 1 2 2
1 21

12 1 2

2

22 11 11 22 21 12

,1 4
2

G
e

G

M

M M M M M M

 
 
 
  
     

 
 
 
  
  
  
     

α ,α
α ,α = =

α ,α

α ,α
=

− + + +

 (48) 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1
2 1 2

2 1 2 2
1 22

12 1 2

2

22 11 11 22 21 12

.1 4
2

G
e

G

M

M M M M M M

 
 
 
  
     

 
 
 
  
  
  
     

α ,α
α ,α = =

α ,α

α ,α
=

− − + +

 (49) 

Четырехкомпонентный вектор, состоящий из по-
перечных компонент электрического и магнитного 
поля, имеет вид 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2

1 1 2
1 2 1 21 1

C e
W

e

 
 
 
    
    

    

− α ,α α ,α
α ,α = γ α ,α α ,α , (50) 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 2

2 1 2
1 2 1 22 2

C e
W

e

 
 
 
    
    

    

− α ,α α ,α
α ,α = γ α ,α α ,α . (51) 

2.2. Самовоспроизводящиеся решения  
на границе двух сред  

Поле в первой среде представляется в виде ли-
нейной комбинации   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 2
1 2 1 1 2 2 1 2W a W a Wα ,α = α ,α + α ,α , (52) 

где α1,α2  – коэффициенты линейной комбинации, 
подлежащие определению. 

Поле во второй среде имеет вид  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 2

1 2 1 1 2 2 1 2W b W b Wα ,α = α ,α + α ,α , (53) 
где b1, b2 – коэффициенты линейной комбинации, 
подлежащие определению. 

Условия непрерывности тангенциальных компо-
нент полей на границе раздела сред имеют вид  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 11
1 2 1 1 2

1 12
1 2 2 1 2

2 21
1 2 1 1 2

2 22
1 2 2 1 2 0,

a C e

a C e

b C e

b C e

α ,α α ,α +

+ α ,α α ,α −

− α ,α α ,α −

− α ,α α ,α =

 (54) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11
1 1 2 1 1 2

12
1 1 2 2 1 2

21
2 1 2 1 1 2

22
2 1 2 2 1 2 0.

a e

a e

b e

b e

γ α ,α α ,α +

+ γ α ,α α ,α −

− γ α ,α α ,α −

− γ α ,α α ,α =

 (55) 

Эта система двух матричных уравнений эквива-
лентна системе четырех скалярных уравнений. Ра-
венство нулю определителя системы уравнений дает 
дисперсионное уравнение для поверхностных волн 
 в виде ( )1 1 2α = α α . Для дальнейших рассуждений 

преобразуем систему уравнений к виду 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 2

1 2 1 2 1 2 1 2 0C c C cα ,α α ,α − α ,α α ,α = , (56) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 0c cγ α ,α α ,α − γ α ,α α ,α = , (57) 

где вектора ( )1
1 2c α ,α и ( )2

1 2c α ,α  имеют вид  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 2
1 2 1 1 2 2 1 2c a e a e

 
 
 
 

α ,α = α ,α + α ,α , (58) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 1 2
1 2 1 1 2 2 1 2c b e b e

 
 
 
 

α ,α = α ,α + α ,α . (59) 

Исключаем ( )1
1 2c α ,α , получаем уравнение для 

определения для ( )2
1 2c α ,α   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 1
1 1 2 1 2 2 1 2 1 2

2
1 2 0.

C C

c

 
 
 
 
γ α ,α α ,α − γ α ,α α ,α ×

× α ,α =
 (61) 
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Система уравнений для определения функции 

( )2
1 2c α ,α представляет собой однородную систему 

уравнений. Для существования ненулевых решений 
однородной системы уравнений необходимо, чтобы 
определитель системы был равен нулю. Из этого 
условия получаем дисперсионное уравнение для 

функции ( )1 2α = α .  

После определения ( )2
1 2c α ,α  и ( )1 2α = α  нахо-

дим функции ( )1
1 2b α ,α , ( )2

1 2b α ,α  с помощью 
уравнения  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 1 2
1 2 1 1 2 2 1 2c b e b e

 
 
 
 

α ,α = α ,α + α ,α . (62) 

Далее записываем решение во второй среде в виде  
( )

( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) )

( )

2 1 2
2

21
2 1 1 2 2

22
2 2 1 2 2

1 2
1 2 2

)

,

W x x

b W

b W

exp ik x x

 
 
 

 
 
 

 
 
 

  
     

, ,α =

= α α α ,α +

+ α α α ,α ×

× α α + α

 (63) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
1 2 2 1 1 2 2

1 2 2
1 2 2 1 2 211

C e
W

e

    
    

    
 
    

            

− α α ,α α α ,α
α =

γ α α ,α α α ,α , (64) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 2 2 1 2 22 2

C e
W

e

    
    

    
 
    

            

− α α ,α α α ,α
α =

γ α α ,α α α ,α . (65) 

2.3. Интегральные представления 
для решений системы уравнений Максвелла  

в виде поверхностных волн 

Общее решение для поверхностных волн, рас-
пространяющихся на границе раздела двух сред, 
имеет вид  

( ) ( ) ( )

1 2

1 2
2 2 1 2 2 2,

W x x

g G exp ik x x d

 
 
 

+∞   
    −∞  

, =

= α α α α + α α∫
 (66) 

где четырехкомпонентный вектор (α2) имеет вид  

( )
( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( ) )

2

21
2 1 1 2 2

22
2 2 1 2 2 .

G

b W

b W

 
 
 

 
 
 

α =

= α α α ,α +

+ α α α ,α

 (67) 

При 
1 0x =   

( ) ( )2 2
2 2 2 20W x g G exp ik x d

+∞   
   
   −∞

, = α α α α∫ . (68) 

Обращая выражение, получаем  

( ) ( ) 2 2 2
2 2 20

2

k
g G W y exp ik y dy

+∞    
   
   −∞

α α = , − α
π ∫ . (69) 

Объединяя вышеприведенные выражения, полу-
чаем интегральное представление решения системы 
уравнений Максвелла в виде поверхностных волн в 
анизотропных и гиротропных средах  

1 2 2 2 3 2 20
2

k
W x x x y x W y dy

+∞     
     
     −∞

, = Γ − , ,
π ∫ , (70) 

где ядро пропагатора для поверхностных волн имеет 
вид  

( )

2 2 3

1 2 2
1 2 2 2.2

x y x

k
exp ik x x y d

 
 
 

+∞          −∞   

Γ − , =

= α α + α − α
π ∫

 (71) 

Заключение 

В работе получены интегральные представления 
для поля в анизотропной среде (35), (36), (37) в про-
странстве. Получены также интегральные представ-
ления для поля на границе раздела диэлектриков с 
различными знаками диэлектрической проницаемо-
сти (70), (71). 

Интегральные представления могут быть исполь-
зованы для моделирования распространения света в 
магнитоактивной плазме, анизотропных диэлектри-
ках и ферромагнитных средах. 

Полученные в работе интегральные представле-
ния на границе двух сред могут быть использованы 
для моделирования работы наноустройств инте-
гральной оптики, принцип работы которых основан 
на использовании поверхностных волн.  
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Abstract 

Solutions of Maxwell’s equations for anisotropic media are deduced in the integral form. 
Alongside solutions in three-dimensional space, integral relations are derived to represent solu-
tions of Maxwell’s equations in the form of surface plasmons propagating along the interface be-
tween a dielectric with negative refraction and an anisotropic material. The integral relationships 
are derived using the expansion in terms of eigenwaves of the homogeneous anisotropic medium, 
which travel in the positive direction.  

Key words: Rayleigh-Sommerfeld integral, anisotropic medium, gyrotropic medium, diffrac-
tion, Maxwell’s equations, surface plasmons, plane waves.  
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