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Аннотация 

В непараксиальном приближении получены явные аналитические выражения для трёх про-
екций вектора напряжённости электрического поля гипергеометрического лазерного пучка (ГГ-
пучка). Для ГГ-пучков с топологическим зарядом n = 0, 1 получены явные формулы осевой ин-
тенсивности, из которых следует, что положение перетяжки зависит от параметров (γ, m) ГГ-
пучка и смещено от начальной плоскости z = 0. Такое смещение максимальной осевой интен-
сивности названо самофокусировкой ГГ-пучка, и найдены формулы для расчёта величины этого 
смещения (фокусное расстояние). FDTD-методом проведено моделирование распространения 
ГГ-пучка при n = 0 и показано, что величина смещения перетяжки и осевое значение интенсив-
ности в фокусе согласуются с предсказанными по приближенным формулам. 
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Введение 

Кольцевые лазерные пучки интенсивно изучают-
ся в последние годы в связи с их широким примене-
нием для оптического захвата нейтральных атомов 
[1]. К классу кольцевых пучков относятся также оп-
тические вихри, изучением которых занимается но-
вый раздел современной оптики – сингулярная оп-
тика [2]. Недавно найдены новые классы решений 
параксиального уравнения оптики, которые также 
описывают кольцевые лазерные пучки [3] и гипер-
геометрические лазерные пучки [4]. 

Заметим, что кольцевые лазерные пучки рас-
сматривались не только в скалярном параксиальном 
варианте [5], но и в непараксиальном [6] и вектор-
ном [7] вариантах. 

Известны также работы, в которых показана само-
фокусировка кольцевых лазерных пучков. Так, в [8] ис-
следуется распространение в пространстве мод LP01 и 
LP11 полого волокна. Показано, что на некотором рас-
стоянии кольцевая мода LP01 самофокусируется, а у мо-
ды LP11 уменьшается радиус кольца, хотя само кольцо 
не переходит в фокус. В [6] исследуется самофокуси-
ровка кольцевого гауссова пучка: получена зависимость 
интенсивности пучка на оси и формула для фокусного 
расстояния такого пучка. В работах [9] и [10] получены 
соотношения для ширины кольцевого пучка (второй 
момент интенсивности) в зависимости от расстояния 
вдоль оси z. Эти соотношения получены для пучков 
Уиттекера-Гаусcа. Численно показано, что при действи-
тельном параметре µ (первый параметр в функции Уит-
текера) радиус пучка при распространении уменьшает-
ся, причём чем больше параметр µ, тем дальше пере-
тяжка (фокус) от начала координат z = 0. 

В этой работе получены явные аналитические 
зависимости осевой интенсивности непараксиаль-
ных векторных гипергеометрических пучков с топо-
логическим зарядом n = 0, 1, а также формулы для 

определения фокусного расстояния (от плоскости 
z = 0), на котором на оптической оси возникают 
максимумы интенсивности. Заметим, что при n = 0 
и γ = 0 (γ – действительный параметр гипергеомет-
рического пучка) полученные здесь формулы совпа-
дают с соотношениями, полученными в [6]. 

1. Непараксиальное векторное распространение 
гипергеометрического лазерного пучка 

 с эллиптической поляризацией 
Пусть при z = 0 имеется две поперечные про-

екции электрического вектора (E-вектор) све-
тового поля, пропорциональные комплексной ам-
плитуде параксиального гипергеометрического 
пучка (ГГ-пучка) [4]: 

( ),

2

, 2

, , 0

exp ln ,

x y

m

x y

E r z

r r r
B i in

w ww

ϕ = =

  = − + γ + ϕ  
   

 (1) 

где (r, ϕ) – полярные координаты, z – координата 
вдоль оптической оси, Bx, y – постоянные, w – радиус 
перетяжки Гауссова пучка, γ - вещественное число, 
n – топологический заряд оптического вихря, γ –
 «сила» логарифмического аксикона, m –
 целочисленный параметр, характеризующий поря-
док кольцевого пучка, его радиус. Таким образом, три 
параметра: m, n и γ – характеризуют семейство 
ГГ-пучков (или один целый параметр n и один ком-
плексный параметр m + iγ). 

В [7] с помощью интегрального преобразования 
Рэлея-Зоммерфельда получены непараксиальные 
(слабое непараксиальное приближение) формулы 
для декартовых проекций E-вектора на любом рас-
стоянии z для вихревых полей вида: 

( ) ( ) ( ), ,, , 0 expx y x yE r z A r inϕ = = ϕ . (2) 

Эти выражения имеют вид [7]: 
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где (ρ, θ) – полярные координаты в плоскости z, k -
 волновое число. В [3] использовано слабое непара-
ксиальное приближение  
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Из (1) и (2) следует, что в нашем случае 

( )
2

, , 2
exp

m i

x y x y

r r
A r B

w w

+ γ
  = −  

   
. (5) 

Тогда, подставляя (5) в (3) и используя справоч-
ный интеграл [11] 
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где 1F1(a, b, x) – конфлюэнтная гипергеометрическая 
функция [12], получим вместо (3): 
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где D = (ρ2 + z2)1/2, W = 1/w2 – ik/(2D). 

2. Самофокусировка ГГ-пучков при n = 0 

Из (3) видно, что при n = 0 световое поле на оп-
тической оси (ρ = 0) будет иметь только поперечные 

проекции E-вектора (Ez = 0, ρ = 0), а при 1n = ± , на-
оборот, на оптической оси будет отлична от нуля 
только продольная составляющая E-вектора (Ex,y = 0, 
ρ = 0). При n > 1 на оптической оси всегда будет ну-
левая интенсивность (Ex,y = Ez = 0 при ρ = 0). Поэто-
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му искать фокус на оптической оси имеет смысл 
только при 0, 1n = ± . 

Из (7) при n = 0 найдем (ρ = 0, θ = 0) амплитуду 
и интенсивность на оптической оси: 
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где zR = kw2/2 – длина Рэлея. 
При γ = 0 из (9) следует выражение для осевой 

интенсивности: 
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которое с точностью до константы и до обозначений 
совпадает с уравнением (9) из [6]. 

Экстремум (максимум) функции (9) достигается 
при условии 
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При γ = 0 из (11) также следует формула для рас-
чёта самофокусировки, которая совпадает с анали-
тическим расчётом из [6]: 

max 2Rz z m= . (12) 

Из (12) следует, что кольцевой пучок при 
n = γ = 0 будет самофокусироваться при Rz z≤ , если 

m = 1,2. Если же в кольцевом пучке присутствует 
фазовая составляющая, описывающая логарифмиче-
ский аксикон ( 0γ ≠ ), то при γ < 0 из (11) следует 

возможность самофокусировки пучка при z < zR. Это 
возможно при условии: 

2mγ > − . (13) 

Из (11) также следует, что при m = 0 расстояние 
самофокусировки пучка, который уже не будет 
кольцевым, равно (γ > 0): 

max 2
Rz

z
γ

= . (14) 

При γ < 0 и m = 0 самофокусировки не будет (на 
оптической оси не возникает максимум интенсивно-
сти). Этот результат согласуется с [13]. 

Из (14) видно, что при 0 < γ < 2 самофокусировка 
будет на расстоянии, меньшем расстояния Рэлея 
z < zR. Физически в эффекте самофокусировки 
ГГ-пучка при n = 0 участвуют два механизма, опре-
деляемые параметрами m и γ. Если γ = 0, то дифрак-

ция кольцевого пучка приводит к тому, что кольцо 
расширяется и уменьшает внутреннюю «темную» 
часть, которая совсем пропадает в плоскости самофо-
кусировки (12). При m > 0 и γ ≠ 0 кольцевой пучок 
фокусируется на оси ближе (γ < 0) или дальше (γ > 0), 
чем при γ = 0. При m = 0 и γ < 0 исходное световое 
поле (при z = 0) уже не кольцевое и уменьшение диа-
метра происходит из-за наличия логарифмической 
радиальной фазы пучка. Другими словами, при γ < 0 
происходит фокусировка Гауссова пучка логарифми-
ческим аксиконом exp (iγ ln(r/w)), но на оптической 
оси при этом не возникает максимума интенсивности, 
а интенсивность монотонно спадает. И наоборот, 
максимальное значение интенсивности на оси на рас-
стоянии (14) при γ > 0 не является результатом фоку-
сировки Гауссового пучка логарифмическим аксико-
ном. Действительно, величина этой интенсивности в 
максимуме при m = n = 0 и γ > 0 будет равна: 
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Из (15) видно, что с ростом «силы» аксикона γ 
значение максимальной интенсивности на оси экс-
поненциально убывает, а расстояние до этого «фо-
куса» (14) линейно растёт.  

3. Самофокусировка ГГ-пучков при n = 1 
Из (7) следует, что при n = 1 на оптической оси бу-

дет отлична от нуля только продольная составляющая: 
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Осевая интенсивность будет иметь вид: 
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Расстояние самофокусировки, на котором дости-
гается максимум функции (17), равно: 
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Из (18) следует, что при γ = 0 имеем: 

max

1

2R

m
z z

−= . (19) 

Из (19) следует, что при m = 1 фокусировки не 
будет, т.е. перетяжка пучка будет при z = 0. При 
2 5m≤ ≤  самофокусировка будет на расстоянии 
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Rz z≤ . Сравнивая (12) и (19), можно заключить, что 

вихревая составляющая пучка (n = 1) приводит к бо-
лее короткому фокусу при одних m и γ = 0. 

Заметим также, что пучок с вихревой состав-
ляющей (n = 1) в отличие от безвихревого пучка 
(n = 0) будет фокусироваться при γ > 0, если m ≥ 1, 
но из (18) при m = 1 следует, что расстояние само-
фокусировки в два раза меньше, чем (14): 

max 4
Rz

z
γ

= . (20) 

4. Результаты моделирования 

По формуле (9) был проведён расчёт распределе-
ния осевой интенсивности при следующих парамет-
рах: длина волны λ = 532 нм, w = λ, n = 0. На рис. 1 по-
казана осевая интенсивность в относительных едини-
цах. По горизонтальной оси отложены микрометры 
( Rz = πλ ). На рис. 1 кривая 1 показана при 

(γ, m) = (0, 3); кривая 2 – при (γ, m) = (-5, 3); кривая 3 – 
при (γ, m) = (–10, 3); кривая 4 – при (γ, m) = (-5, 1). 

 
Рис. 1. Осевое распределение интенсивности 
гипергеометрического пучка с эллиптической 

поляризацией при n = 0 и (γ, m), равных: (0, 3) (кривая 1); 
(-5, 3) (кривая 2); (-10, 3) (кривая 3); (-5, 1) (кривая 4) 

Из рис. 1 видно, что фокус пучка при γ = 0 нахо-
дится на расстоянии zmax = 2,05 мкм = 3,9λ от на-
чальной плоскости z = 0, а фокус пучка при γ = -5 
(кривая 2) – находится на более близком расстоянии 
zmax = 0,84 мкм = 1,58λ и значение интенсивности 
в фокусе при этом в несколько раз больше. 

На рис. 2 показаны рассчитанные с помощью 
FDTD-метода, реализованного в программе FullWAVE 
(RSoft Design), те же гипергеометрические пучки, что 
и на рис. 1: усреднённая по времени интенсивность 
ГГ-пучка (n = 0) с линейной поляризацией (E-вектор 
направлен вдоль оси y) показана в полутонах в плоско-
сти Oxz при (γ, m) = (0, 3) (а); (-5, 3) (б). 

На рис. 3 показаны осевые сечения интенсивно-
сти ГГ-пучков, представленных на рис. 2. 

Из сравнения рис. 1 и рис. 3 видно, что строгий 
электромагнитный расчёт FDTD-методом согласу-
ется с приближенным расчётом по формуле (9). Так, 
ГГ-пучок с (γ, m) = (0, 3) фокусируется на расстоя-
нии z = 2 мкм (рис. 3а), а пучок с (γ, m) = (-5, 3) фо-
кусируется на расстоянии 1z ≈ мкм (рис. 3б), и ин-
тенсивность пучка в фокусе на рис. 3б примерно 
в пять раз больше, чем у пучка на рис. 3а. 

а)  

б)  
Рис. 2. Усреднённая по времени интенсивность  

(в полутонах) в плоскости Oxz для ГГ-пучков с n = 0, 
рассчитанная FDTD-методом при (γ, m): (0, 3) (а); (-5, 3) (б) 

а)  

б)  
Рис. 3. Осевые сечения интенсивности ГГ-пучков, 

рассчитанных FDTD-методом и показанных на рис. 2  
при n = 0 и (γ, m): (0, 3) (а); (-5, 3) (б) 

В Таблице 1 приведены конкретные числовые 
значения смещения перетяжки и максимальной осе-
вой интенсивности, рассчитанные по формулам (9), 
(10) и FDTD-методом. 

На рис. 4 показано поперечное сечение интен-
сивности ГГ-пучка при n = 0 и (γ, m) = (-10, 3) 
в плоскости z = 500 нм. 
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Таблица 1. Сравнение величин смещения перетяжки 
 и осевой интенсивности в фокусе ГГ-пучка, 

рассчитанных по приближенным формулам (9), (10)  
и FDTD-методом 

n γ m 
zmax, 
мкм 

Imax, отн. 
ед. 

 

0 0 3 2,05 0,5 Ур. (9), (10) 
0 0 3 2 0,6 FDTD 
0 -5 3 0,84 2,5 Ур. (9), (10) 
0 -5 3 1 2,7 FDTD 

 
Рис. 4. Усреднённая по времени поперечная 

интенсивность ГГ-пучка (n = 0) в плоскости Oxy при 
z = 0,5 мкм при (γ, m): (-10, 3), рассчитанная FDTD-

методом (E-вектор направлен вдоль оси x) 

Из рис. 4 видно, что рассчитанная вблизи фо-
куса минимальная ширина пучка (по полуспаду 
интенсивности вдоль оси y) равна FWHM = 0,4λ. 

Заключение 
В работе получены следующие результаты: 

– в непараксиальном приближении получены яв-
ные аналитические выражения для трёх проек-
ций вектора напряжённости электрического поля 
гипергеометрического лазерного пучка; 

– для ГГ-пучков с топологическим зарядом n = 0, 1 
получены явные формулы осевой интенсивно-
сти, из которых следует, что положение пере-
тяжки зависит от параметров (γ, m) ГГ-пучка 
и смещено от начальной плоскости z = 0; 

– получены формулы для расчёта величины сме-
щения перетяжки пучка (фокусного расстояния). 
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SELF-FOCUSING OF HYPERGEOMETRIC LASER BEAMS 
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1 S.P. Korolyov Samara State Aerospace University, 
2 Image Processing Systems Institute of the RAS 

Abstract 
We have obtained explicit nonparaxial expressions for three components of the electric vector of the 

hypergeometric laser beam (HyG-beam). For HyG-beams with topological charge n = 0, 1 explicit ex-
pressions for on-axis intensity have been derived and it follows that position of the beam waist depends 
on HyG-beam parameters (γ, m) and is displaced from the input plane z = 0. Such displacement of 
maximal on-axis intensity has been called self-focusing of the HyG-beam and formulae for this dis-
placement (focusing distance) have been obtained. Numerical simulation of HyG-beam propagation 
with n = 0 has been done by the FDTD-method and it is shown that displacement of beam waist and on-
axis intensity are in good accordance with values predicted by approximate formulae. 

Key words: vortex laser beam, hypergeometric laser beam, nonparaxial diffraction, on-axis in-
tensity, displacement of laser beam waist, self-focusing. 
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