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Аннотация 

На основе пространственно-временной численной модели были исследованы условия 
проявления нестационарных эффектов, возникающих при распространении интенсивного 
лазерного сигнала, модулированного по частоте, в условиях резонансного самовоздействия. 
Были обнаружены эффекты генерации субгармоники и деления частоты в условиях, когда 
частота распространяющегося излучения близка к частоте атомного перехода и мощность 
лазерного излучения достаточно высока. 
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Задачи, связанные с изучением распространения 
мощного лазерного излучения в условиях резонанса, 
уже много лет привлекают к себе внимание иссле-
дователей (см., например, обзор [1] и ссылки в нём). 
Данные эффекты необходимо учитывать при опти-
ческом зондировании атмосферы, стабилизации час-
тоты лазеров, а также при оптимизации распростра-
нения лазерного сигнала в волоконно-оптических 
линиях связи и линиях задержки. 

Под действием мощного лазерного излучения в ус-
ловиях точного резонанса некоторые вещества начи-
нают изменять свои оптические характеристики таким 
образом, что проявляется насыщение поглощения и 
дисперсии (показателя преломления). Эти эффекты 
вызывают возникновение наведённой дифракции ла-
зерного пучка, приводящей к появлению резонансной 
самофокусировки [2]. Кроме того, в среде за счёт на-
сыщения поглощения образуется канал наведённой 
прозрачности (эффект самопросветления среды), кото-
рый способствует прохождению лазерного излучения 
на более значительные расстояния [3].  

Большинство теоретических моделей нелиней-
ной оптики строятся на основе описания отклика 
среды через нелинейную поляризацию и нелиней-
ную восприимчивость среды на основе формализма 
матрицы плотности [4,5]. При рассмотрении распро-
странения лазерного излучения в среде к этому опи-
санию добавляется решение параболического вол-
нового уравнения для поля. Очевидно, что тот же 
самый подход можно использовать для описания не 
только пространственных, но и временных зависи-
мостей поля, так как они достаточно медленны и 
сравнимы с атомными временами релаксации. По-
добные пространственно-временные численные мо-
дели достаточно удовлетворительно описывают 
проявления самофокусировки при распространении 
коротких импульсов (см., например, [6]).  

Ранее нами [7] была подробно описана исполь-
зуемая численная модель и представлены результаты 
численного моделирования распространения модули-
рованного лазерного сигнала в средах с насыщением 
поглощения и дисперсии. В настоящей работе основ-
ное внимание уделено нестационарной динамике дан-

ной модели и анализу динамических режимов, при 
которых потенциально возможен переход к сложно-
му многочастотному поведению и хаотическим коле-
баниям. Кроме того, весьма актуальной является за-
дача анализа частотных изменений, возникающих 
при распространении модулированного лазерного 
сигнала в условиях насыщения поглощения и дис-
персии, что важно в фазово-модуляционной спектро-
скопии насыщения, при формировании и делении оп-
тических частот [5], а также при построении комму-
таторов оптических сигналов [8]. 

Численная модель в рамках скалярной паракси-
альной оптики основывается на прямом решении 
уравнений Блоха (2,3), выводимых из уравнений для 
матрицы плотности и описывающих отклик среды 
совместно с параболическим волновым уравнением 
(1), которое описывает пространственно-временную 
эволюцию распространяющегося лазерного пучка 
(данная система из трёх уравнений в нелинейной 
оптике носит название системы уравнений Мак-
свелла-Блоха):  

2

2

1 1
2 ( )

E E
i E gP

z c t r rr

∂ ∂ ∂ ∂ + + + = ∂ ∂ ∂∂ 
, (1) 

( )* *1
D

D i E P E P
t

∂  = −γ − + − ∂
, (2) 

( )
2

P i
i P DE

t

∂ = − Γ + ∆ − Γ
∂

, (3) 

где g – коэффициент поглощения, γ, Γ – скорости ре-
лаксации заселённости и поляризации, соответственно, 
D(z,ρ,φ,t) – разность заселённостей, нормированная на 
её величину в отсутствие насыщения, E(z,ρ,φ,t), 
P(z,ρ,φ,t) – медленно меняющиеся амплитуды электри-
ческого поля и поляризации, соответственно, ∆ – от-
стройка несущей частоты от частоты атомного пере-
хода. При решении уравнений (1-3) использовалось 
традиционное для исследований самовоздействия ла-
зерного излучения приближение медленно меняющих-
ся амплитуд (см., например, [9]). Это связано с тем, что 
в исходном состоянии среда является слабо нелиней-
ной и слабо поглощающей, и амплитуды волн будут 
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изменяться на малую величину при прохождении вол-
ной расстояния порядка длины волны, т.е. амплитуды 
волн будут медленно изменяющимися функциями 
эволюционной координаты z и времени t. Медленность 
амплитуд означает, что исследуется поведение оги-
бающей модулированного лазерного сигнала, а не ко-
лебания вектора напряжённости электрического поля.  

Поскольку рассматривается случай, когда несу-
щая частота ω0 равна частоте атомного перехода, то 
∆

 =  0 в (3). Единица амплитуды поля соответствует 
уровню насыщения D =  0,5. Продольная координата 
z измеряется в единицах дифракционной длины Ld , 
представляющей собой характерное расстояние, на 
котором свободный пучок с данным радиусом и 
частотой удваивает своё сечение из-за дифракции. 
Поперечная координата r нормирована на началь-
ный радиус пучка a, который во всех рассматривае-
мых случаях был взят равным 1. 

Уравнения (1)-(3) решались при начальных усло-
виях:  

( )0( 0, , , ) , , ; ( , , , 0) 0;
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Для решения уравнений (1)-(3) нами была ис-
пользована неявная разностная схема второго по-
рядка, основанная на разложении поля по попереч-
ной координате по модам Гаусса-Лагерра, подробно 
описанная в [7]. Были рассмотрены пучки, симмет-
ричные относительно оси распространения с на-
чальным гауссовым профилем. Частота пучка на 
входе в среду гармонически модулирована по вре-
мени, ω =  

ω0+
 
ω1 sin 

Ωt, где ω0 – несущая лазерная 
частота, ω1 – амплитуда модуляции частоты, Ω – 
частота модуляции. В этом случае комплексная ам-
плитуда входного поля представляется в виде:  
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В случае точного резонанса (∆ = 0) частота моду-
лированного поля осциллирует симметрично по от-
ношению к несущей. Время и частота нормированы 
на времена релаксации заселённостей γ и поляриза-
ции Γ. Для упрощения были взяты γ =  

Γ
 =  1.  

Были рассмотрены различные модуляционные 
режимы, отличающиеся значениями Ω и ω1, а также 
различные режимы насыщения, зависящие от ин-
тенсивности лазерного излучения.  

Исследуемыми физическими параметрами, пред-
ставленными на рис. 1, являются интенсивность 
пучка на выходе из среды I  (z, r, t, ω), выражающаяся 
как квадрат модуля комплексной амплитуды поля Е: 
I  (z, ρ, φ, t, ω)=| E (z, ρ, φ, t, ω)|2 , и размер пятна w(t), 
определяемый как второй момент поперечного рас-
пределения нормированной интенсивности: 
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В соответствии с правилами исследования нели-
нейно-динамических систем, для анализа нестацио-
нарного поведения лазерного сигнала были проана-
лизированы фазовые диаграммы на плоскости «по-
ляризация среды P – разность заселённостей D», ил-
люстрирующие динамику отклика среды на воздей-
ствующее излучение, а также спектры мощности, 
рассчитанные по реализации интенсивности на оси 
пучка на выходе из среды (рис. 2). 

Рассматривался режим слабой, низкочастотной 
модуляции, (Ω = 0,25), когда спонтанные эффекты 
отклика среды пренебрежимо малы, при этом ам-
плитуда частотной модуляции была взята равной 
ω1=1. 

В этом случае можно предположить наличие су-
щественной амплитудной модуляции выходной ин-
тенсивности из-за постоянного изменения поглоще-
ния.  

Были исследованы режимы слабого насыщения, 
вызываемого полем невысокой интенсивности 
(E0 =

 0,1) (рис. 1а), когда эффекты резонансного са-
мовоздействия пучка не возникают; среднего насы-
щения (Е0

 = 5) (рис.1б), когда начинается проявле-
ние эффектов резонансного самовоздействия; силь-
ного насыщения (Е0

 = 10, Е0
 = 20) (рис. 1в, г), когда 

эффекты резонансного самовоздействия весьма зна-
чительны; и сверхсильного насыщения (Е0

 = 100) 
(рис. 1д), когда происходит выравнивание заселён-
ностей уровней и эффекты резонансного самовоз-
действия уже отсутствуют. 

Распространяясь в резонансной поглощающей 
среде, пучок постепенно приобретает модуляцию 
интенсивности, которая вызывается разницей по-
глощения на различных частотах. Этот эффект воз-
никает даже при низких интенсивностях и низких 
частотах модуляции и исчезает при сверхсильном 
насыщении, что легко объясняется выравниванием 
заселённостей уровней и, как следствие – равенст-
вом поглощения на разных частотах. Это, в свою 
очередь, приводит к исчезновению эффектов наве-
дённой рефракции и режиму самоканалирования в 
среде (рис. 1д), когда поведение пучка напоминает 
случай слабого поля (рис. 1а). 

В линейном режиме (рис. 1a, E0
 = 0,1) модуляция 

выходной интенсивности близка к гармонической, 
её частота равна удвоенной частоте модуляции. Это 
следует из того факта, что симметричные сдвиги ла-
зерной частоты в обе стороны от резонанса вызыва-
ют одинаковые изменения линейного поглощения. 

Размер пятна в этом случае не зависит от частот-
ной модуляции, так как отсутствует навёденная лин-
за. На фазовом портрете поляризации среды P и 
разности заселённостей D, а также на спектре мощ-
ности интенсивности выходного сигнала (рис. 2а) 
можно наблюдать режим периодических колебаний 
с частотой модуляции 1/T и удвоение периода 2T. 

В режиме насыщения (рис. 1б, E0
 = 5) полупе-

риоды модуляции становятся неравными, так как 
наведённая линза является положительной при час-
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тоте выше атомного перехода и отрицательной при 
частоте ниже перехода. Таким образом, увеличение 
интенсивности из-за слабого поглощения на частоте 
ниже резонанса сглаживается дефокусировкой.  

Интенсивность I(t) Размер пятна w(t) 

  
а) 

  
б) 

  
в) 

  
г) 

  
д) 

Рис. 1. Зависимость от времени выходной интенсивности 
I(t) (слева) и размера пятна w(t) (справа) при E0=0,1 (а); 

E0=5 (б); E0=10 (в); E0=20 (г); E0=100 (д) 

Фазовые проекции P-D Спектры мощности 

  
а) 

  
б) 

  
в) 

  
г) 

  
д) 

Рис. 2. Проекции фазового пространства системы 
на плоскость «поляризация среды P – разность 
заселённостей D» (слева) и спектры мощности, 

рассчитанные по реализации интенсивности на оси пучка 
на выходе из среды (справа) при E0=0,1 (а); E0=3 (б); 

E0=5 (в); E0=10 (г); E0=20 (д) 

Прослеживается явная зависимость изменений 
интенсивности и поведения размера пятна – возни-
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кает периодическая пульсация пучка, вызванная 
фокусировкой и дефокусировкой на различных 
частотах. 

При этом возникает субгармоника, хорошо за-
метная и на фазовом портрете и на спектре мощно-
сти (рис. 2б), что свидетельствует о постепенно воз-
растающем влиянии эффектов резонансного само-
воздействия, вызывающих понижение частоты на-
ведённой амплитудной модуляции. 

В фокусирующей области пики интенсивности 
становятся больше. Размер пятна демонстрирует 
пульсации, вызванные резонансной фокусировкой и 
дефокусировкой, причём в центре каждой фокуси-
рующей области заметно увеличение после спада 
(рис. 1б).  

С увеличением интенсивности поля происходит 
подавление первой гармоники и рост амплитуды 
субгармоники, что объясняется постепенным умень-
шением разности заселённостей D и нарастающим 
влиянием эффекта дефокусировки на частотах ниже 
резонансной. Колебания на основной частоте посте-
пенно сглаживаются и при Е0=20 частота колебаний 
уменьшается вдвое, при этом на спектре мощности 
наблюдается только субгармоника 2T (рис. 2д). 

Дальнейшее увеличение интенсивности прило-
женного поля приводит к выравниванию заселённо-
стей уровней и просветлению среды, когда погло-
щение столь незначительно, что становится практи-
чески одинаковым при любой частоте. Как следст-
вие этого эффекта, мы наблюдаем отсутствие наве-
денной амплитудной модуляции интенсивности 
(рис. 1д) и режим колебаний периода T. 

Таким образом, проанализировав пространст-
венные и частотные характеристики лазерного пуч-
ка в условиях резонансного самовоздействия, можно 
сделать вывод, что нелинейно-оптическая двух-
уровневая среда при достижении определённой 
мощности модулированного излучения, распростра-
няющегося в условиях резонанса, может выполнять 
роль оптического делителя частоты, что является 
весьма полезным эффектом с целью его практиче-
ского применения в методике измерения больших 
интервалов оптических частот [5], заменяя кристал-
лы с керровской нелинейностью и сложные схемы 
делителей частоты. В качестве такой нелинейно-
оптической среды можно использовать, например, 
пары натрия, где эффекты резонансного самовоз-
действия весьма значительны и достаточно контро-
лируемы (см., например, эксперименты [3] или [10]).  

Кроме того, детальный анализ условий возник-
новения и исчезновения амплитудной модуляции 
распространяющегося лазерного пучка может ока-
зать существенное влияние на более точное вычис-
ление и идентификацию сигнала ошибки, возни-
кающего при регистрации субдопплеровских спек-
тров в фазово-модуляционной спектроскопии на-
сыщения и при использовании метода переноса 
спектра модуляции [5], используемого при стабили-
зации частоты лазеров. 
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OBSERVATION OF OPTICAL FREQUENCY DIVISION IN MEDIUM  
WITH SATURABLE ABSORPTION AND DISPERSION  

I.L. Plastun, A.G. Misurin  
Saratov State Technical University 

Abstract  

On the basis of spatio-temporal numerical model the non-stationary manifestation conditions in 
frequency-modulated cw laser beam propagating in resonance conditions are investigated. Genera-
tion of subharmonic and optical frequency division are observed and analyzed in conditions of cw 
laser beam resonance self–action. 

Key words: resonance self-action, laser beam propagation, non-stationary, medium response, 
frequency modulation, period doubling, frequency division. 
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