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Аннотация 

В работе производится сравнение двух подходов к построению наборов линейных локальных 
признаков (ЛЛП) цифровых сигналов. Первый из анализируемых подходов основан на формиро-
вании набора ЛЛП из отдельно конструируемых эффективных ЛЛП, каждый из которых имеет 
свой алгоритм вычисления признака. Второй подход предполагает построение эффективного на-
бора ЛЛП, имеющего единый алгоритм совместного вычисления всех признаков. Сравнение как 
аналитическое, так и экспериментальное производится по нескольким показателям, отражающим 
вычислительные и качественные свойства конструируемых ЛЛП. Также производится экспери-
ментальное сравнение двух сопоставляемых подходов с известными решениями.  

Ключевые слова: цифровые сигналы, линейные локальные признаки, набор признаков, 
вычислительная сложность, качество обработки, эффективность. 

Введение  

Настоящая работа продолжает цикл работ [1 - 5] ав-
тора и направлена на развитие аппарата локального ана-
лиза цифровых сигналов и изображений. Под локаль-
ным признаком цифрового сигнала обычно понимают 
числовую характеристику – результат преобразования 
отсчётов цифрового сигнала, попавших в область ло-
кального анализа. Для линейного локального признака 
(ЛЛП) такое преобразование является линейным с по-
стоянными параметрами. Простейшим примером ЛЛП 
является локальное среднее цифрового сигнала, которое 
может быть вычислено как напрямую (с использовани-
ем алгоритма прямой свёртки), так и рекурсивно (с ис-
пользованием рекурсивного алгоритма). Даже из этого 
простейшего примера видно, что любой ЛЛП характе-
ризуется двумя составляющими – конечной импульсной 
характеристикой признака (КИХ признака – ядро ли-
нейной свёртки) и алгоритмом вычисления/расчёта 
значения ЛЛП. При этом если КИХ ЛЛП определяет его 
качественные характеристики, то алгоритм расчёта зна-
чения ЛЛП характеризует его вычислительную слож-
ность. Следует также отметить, что для решения прак-
тических задач обычно используют наборы признаков, 
то есть для одной и той же области анализа цифрового 
сигнала вычисляется не одно, а несколько значений 
признаков. Существенно, что расчёт значений призна-
ков набора может быть произведён как несколькими ал-
горитмами, так и одним. В последнем случае говорят о 
наборе совместно вычисляемых признаков. Качествен-
ные характеристики (как совместно, так и независимо 
вычисляемых наборов ЛЛП) определяются множеством 
соответствующих КИХ признаков. Общая формулиров-
ка задачи построения эффективного (набора) ЛЛП 
подразумевает построение ЛЛП (или набора ЛЛП) с 
наилучшим качеством при ограничении на сложность 
его/их вычисления [2 - 5].  

Несмотря на кажущуюся простоту представленной 
формулировки, следует признать проблему построения 
признаков и наборов чрезвычайно сложной. Связано это 

не столько со сложностью решения такой задачи для 
конкретного практического применения, сколько с от-
сутствием собственно математически корректной фор-
мулировки этой задачи. Дополнительные сложности 
связаны также с многообразием постановок приклад-
ных задач, различными типами обрабатываемых дан-
ных и т.п. Поэтому на практике вместо формализован-
ной постановки задачи построения эффективных ЛЛП и 
её решения производится просто выбор признаков из 
конечного множества уже известных: коэффициентов 
дискретного преобразования Фурье, коэффициентов ко-
синусного преобразования, моментных инвариантов, 
статистических моментов и др. [6 - 8]. Естественно, об 
оптимальности такого решения говорить не приходится. 

В авторских работах [2, 3] был предложен матема-
тически формализованный подход к построению эф-
фективных ЛЛП, а в работе [5] этот подход был обоб-
щён на случай построения эффективного набора со-
вместно вычисляемых ЛЛП. Эти подходы позволяют 
практически для любой прикладной задачи сконструи-
ровать эффективный ЛЛП (или эффективный набор 
ЛЛП). Под «эффективностью» ЛЛП понимается удов-
летворение двум основным требованиям:  
• алгоритм вычисления значения признака(ов) об-

ладает заранее заданной вычислительной слож-
ностью;  

• КИХ признака (ов) наилучшим образом согласо-
вана с наперёд заданным показателем качества. 
При выполнении указанных требований эффек-

тивные ЛЛП позволяют установить рациональный 
баланс между двумя противоположными группами 
признаков:  
• признаками, оптимальными в смысле некоторого 

критерия качества, но не имеющими подходящего 
или быстрого алгоритма вычисления (например, 
признаки, полученные с использованием преобра-
зования Карунена-Лоэва); 

• признаками, полученными с использованием бы-
стрых алгоритмов, но не имеющими отношения к 
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содержательной постановке задачи и соответст-
вующим показателям качества (например, при-
знаки, полученные с использованием алгоритма 
быстрого преобразования Фурье). 
Автору настоящей работы не известны другие под-

ходы, которые позволяют регулярным образом конст-
руировать эффективные ЛЛП для конкретных задач.  

Основной целью настоящей работы является 
сравнение двух авторских подходов к построению 
наборов ЛЛП. Первый из подходов конструирует 
набор ЛЛП путём построения множества эффектив-
ных ЛЛП, каждый из которых содержит свой алго-
ритм расчёта признака. Второй подход конструиру-
ет эффективный набор ЛЛП, в котором присутству-
ет единый алгоритм совместного вычисления всех 
признаков. Цель сравнения – выявление преиму-
ществ и недостатков каждого из подходов и опреде-
ление (если возможно) лучшего. В дополнение к 
сравнению авторских подходов производится срав-
нение их с традиционно используемыми решениями. 

Работа организована следующим образом. В первом 
разделе приводятся краткие сведения об эффективных 
ЛЛП, наборах совместно вычисляемых ЛЛП, а также 
задачах и методах их построения. Материалы этого раз-
дела в развёрнутой форме можно найти в работах авто-
ра [2 - 5]. Второй раздел играет вспомогательную роль, 
позволяя установить соответствие ключевых парамет-
ров наборов независимо и совместно вычисляемых 
ЛЛП. В третьем разделе представлены результаты ана-
литического сравнения совпадающих по ключевым па-
раметрам наборов ЛЛП по вычислительной сложности 
алгоритмов их расчёта. В четвёртом разделе аналогич-
ное сравнение производится при совпадающем числе 
степеней свободы наборов ЛЛП. Пятый раздел содер-
жит результаты аналитического сравнения вычисли-
тельной сложности решения задачи построения незави-
симо и совместно вычисляемых ЛЛП. В последнем, 
шестом, разделе представлены примеры решения не-
скольких групп практических задач построения эффек-
тивных наборов совместно вычисляемых ЛЛП и набо-
ров независимо вычисляемых ЛЛП с целью сравнения 
результатов по показателям эффективности (вычисли-
тельной сложности и качеству конструируемых ЛЛП) 
между собой и с типовыми методами решения (в том 
числе, с использованием известного оптимального ре-
шения). В заключение работы приведены благодарно-
сти и список использованной литературы.  

1. Наборы независимо и совместно вычисляемых 
линейных локальных признаков цифровых 

сигналов 

Пусть N – множество натуральных чисел; K – 
коммутативное кольцо с единицей. Пусть также 
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Под набором из R независимо вычисляемых ЛЛП 
длины M над K будем далее понимать следующее 

множество ЛЛП: ( ){ }( ){ }1
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Определение 2. Набором из R совместно вычис-
ляемых ЛЛП длины M над K называется пара 

( ){ } 0, 1,
0, 1

,m Mr
r R

h m A= −
= −

 
 
 

, где ( ){ } 0, 1,
0, 1

m Mr
r R

h m = −
= −

 – набор 
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а A – алгоритм вычисления набора линейных 
свёрток произвольного входного сигнала 
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Для отличия элементов наборов независимо 
вычисляемых ЛЛП от совместно вычисляемых 
ЛЛП последние будем обозначать 
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. 

В работах автора [2 - 5] предложен способ по-
строения наборов независимо и совместно вычис-
ляемых ЛЛП, основанный на конструировании (на-
боров) последовательностей отсчётов КИХ в виде 
неоднородных линейных (взаимно) рекуррентных 
последовательностей (ЛРП или ЛВРП). Для этих 
(наборов) последовательностей, получивших назва-
ние НМС-(наборов) последовательностей1, вычис-
лительная сложность расчёта линейных свёрток (1) 

                                                           
 
 

1 Аббревиатура НМС введена в работе [2] и рас-
шифровывается как «нормализованные с минималь-
ной сложностью». 
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или (2) оказывается минимальной. При фиксирован-
ных параметрах линейных (взаимно) рекуррентных 
соотношений (ЛРС или ЛВРС, соответственно) ука-
занные множества НМС-последовательностей или 
НМС-наборов последовательностей образуют се-
мейства, обозначаемые соответственно, ( ), ,M K c℘  

или ( ), , , ,R M T K a℘ . Здесь K – порядок ЛРС для 

отсчётов последовательности, R – число последова-
тельностей в наборе, T – порядок взаимной рекур-
рентности (для наборов), c  и a  – коэффициенты 
ЛРС или ЛВРС, соответственно. Как показано в 
предшествующих работах, мощности указанных се-
мейств удовлетворяют соотношениям [2 - 5] (вели-
чина *

*C  – биномиальный коэффициент):  

( ) ( ) 1
21, 0 , , K

K M KM K a a K M c C −
+ −∀ > ≥ ≠ ℘ ≤ , (4) 
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1 1
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 (5) 

Каждая последовательность семейства, наряду с 
его параметрами, характеризуется ещё некоторым 
множеством Θ дополнительных независимых пара-
метров – степеней свободы. Мощности множеств Θ 
степеней свободы определяются выражениями [2 - 5]:  
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Для всех НМС-последовательностей или НМС-
наборов последовательностей из семейств 
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ствующих признаков или наборов признаков опре-
деляется соотношениями [2 - 5]: 
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Частные задачи построения эффективного ЛЛП 
или эффективного набора ЛЛП также определяют-
ся похожими способами [2 - 5]. Например, частная 
задача построения эффективного набора ЛЛП оп-
ределяются как задачи поиска в заранее предопре-
делённом семействе ( ), , , ,R M T K a℘  такого набора 

(с соответствующим ему алгоритмом совместного 
вычисления ЛЛП setA ), для которого выполняется 
условие минимума специфичной для решаемой за-
дачи целевой функции : RMΨ →K R : 
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Для частной задачи построения эффективного 
ЛЛП изменения в формулировке касаются семейст-
ва ( ), ,M K c℘  и целевой функции : MΨ →K R . 

Отличия решений этих задач заключаются в том, 
что в первом случае сразу формируется набор со-
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метим, что с использованием частной задачи по-
строения эффективного ЛЛП возможно построение 
набора независимо вычисляемых признаков 
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следовательного построения с соответствующей мо-
дификацией целевых функций каждой их решаемых 
частных задач.  

Следующий раздел устанавливает взаимосвязь 
между параметрами наборов совместно и независи-
мо вычисляемых ЛЛП, точнее, между параметрами 
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2. Решение однородного линейного  
взаимно рекуррентного соотношения 

Рассмотрим набор ЛВРП 
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В случае, когда ( ) 0r mφ ≡ , ЛВРП и ЛВРС назы-
вают однородными [9]. Характеристики последова-
тельностей в таком наборе определяет следующая 
лемма.  

Лемма 1 (о решении однородного ЛВРС). Пусть 
T=R≥1  и однородное ЛВРС  
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порядка (T,K) определяет отсчёты набора R по-
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0,1,

r r R
m

h m = −
= …

 на всей их об-

ласти определения. Определим матрицы ( )rQ z  

размера r r× , каждый элемент ( )r
ijq z  которых 

задаётся ( ) ( ) ( )( ), min ,r t
ij ijq z q z i j r t≡ ∀ <  вы-

ражением: 

( )

( )

0
1

0

1, ,

0, , , 0, 1 .

, ,

K
i k
k

k

r
ij

K
i k
i j k

k

a z i j

q z i j i j r

a z i j

−

=

−
−

=

 − =
= < = −

 >


∑

∑

 (12) 

Тогда каждая r-я последовательность набора на 
всей её области определения удовлетворяет од-
нородному ЛРС вида: 

( ) ( )
( )1

1

1

, 0, 1
K r

r
r s r

s

h m c h m s r R
+

+

=

= − = −∑ , (13)  

где величины { }
1

Krr
s s

c
=

 – это коэффициенты в оп-

ределителе матрицы ( )rQ z :  

( )( )
1

0
10

1

det 1

1 .

r K
i k

r k
ki

Kr
r s
s

s

Q z a z

c z

−
−

==

−

=

 = − = 
 

= −

∑∏

∑
. (14) 

Доказательство:  запишем явную последователь-

ность соотношений (11) для 0, 1r R= − , перенеся 
все слагаемые в левую часть соответствующих вы-
ражений:  

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

0
0 0 0

1

1
0 1 1

1

1
1 0

0

0
1

1 0

0 : 0,

1:

0,

:

0.

K

k
k

K

k
k

K

k
k

K
r
k r r

k

r K
r
tk r t

t k

r a h m k h m

r a h m k h m

a h m k

r R a h m k h m

a h m k

=

=

=

=

−
= =

= − − =

 = − − + 
 

+ − =

 < − − + 
 

+ − =

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

…

 

Взяв Z-преобразование [6] от каждого из выра-
жений, получим: 

( )

( )

( )

( )

( )

0
0 0

1

1
0 1

1

1
1 0

0

0
1

1 0

0 : 1 0,

1: 1

0,

: 1

0.

K
k

k
k

K
k

k
k

K
k

k
k

K
r k
k r

k

r K
r k
tk r t

t k

r a z H z

r a z H z

a z H z

r R a z H z

a z H z

−

=

−

=

−

=

−

=

−
−

= =

 = − = 
 

 = − + 
 

 + = 
 

 < − + 
 

 + = 
 

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

…

 (15) 

Эту систему уравнений можно представить в 
матричном виде. Для этого обозначим:  

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1

T
r rh z H z H z H z−= … , 

( )
0
0

1

1 1
1 0

0 1

2 2 2
( 2) ( 3) 0

0 0 1

1 1 1 1
( 1) ( 2) 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

1 0 0

0 0

1 0

1

r

K
k

k
k

K K
k k

k k
k k

K K K
r k r k r k
r k r k k

k k k

K K K K
r k r k r k r k
r k r k k k

k k k k

Q z

a z

a z a z

a z a z a z

a z a z a z a z

−

=

− −

= =

− − − − − −
− −

= = =

− − − − − − − −
− −

= = = =

=

 − 
 
 

− 
 
 =
 
 − 

 −
 

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

…

⋮ ⋱

…

.





 

Элементы этой матрицы удовлетворяют соотно-
шению (12) в формулировке леммы. Определитель 
матрицы ( )rQ z , очевидно, имеет вид, определяе-

мый выражением (14).  
Тогда система линейных алгебраических уравне-

ний (15) примет вид: 

( ) ( ) 0R RQ z h z = . 

Дальнейшее доказательство проведём по индук-
ции, поскольку последовательность с номером r 
может зависеть только от последовательностей с 
меньшими номерами.  

Итак, пусть r = 0. Тогда имеем:  

( )0
0 0

1

1 0
K

k
k

k

a z H z−

=

 − = 
 
∑ ,  

где ( )( )0
0 00 1

1

1 det
K

k R
k

k

a z q Q z−

=

− = =∑ . 

Пусть r > 0, и для любого меньшего r утверждение 
леммы выполняется. Запишем выражение для r-го 
уравнения в системе линейных алгебраических 
уравнений (15):  

( ) ( )
0

0 : 0.
r

R
rt t

t

r q z H z
=

∀ > =∑  

Умножим это уравнение на произведение: 
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1 1

0
10 0

1
r r K

R i k
ii k

ki i

q a z
− −

−

== =

 = − 
 
∑∏ ∏ , 

имеем 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

0 0

1

00 0

1

1

0 :

0.

rr
R R
ii rt t

t i

r tr
R R
ii r t ii

ti i

r
R R
rt ii

i t

r q q z H z

q H z H z q

q z q

−

= =

−

== =

−

= +

 ∀ > = 
 

   = + ×   
   

 × = 
 

∑ ∏

∑∏ ∏

∏

 

Учитывая индуктивность доказательства, в соот-
ветствии с которой выполняется:  

( )
0

: 0
t

R
t ii

i

t r H z q
=

∀ < =∏ , 

искомое выражение перепишется в виде: 

( ) ( )

( )

11

00 1

0

0 : 0

0,

r rr
R R R
ii r rt ii

ti i t

r
R
ii r

i

r q H z q z q

q H z

−−

== = +

=

   ∀ > + ⋅ =   
   

 = = 
 

∑∏ ∏

∏
 

где 

( )( )0 1
10 0

1 det
r r K

R i k
ii k r

ki i

q a z Q z−
+

== =

 = − = 
 
∑∏ ∏ . 

Учитывая возможность представления определи-
теля в виде (14), имеем:  

( )( ) ( )
( )

( )
1

1
1

1

det 1 0
K r

r s
r r s r

s

Q z H z c z H z
+

+ −
+

=

 
= − =  
 

∑ . 

Отсюда, используя обратное Z-преобразование, 
получаем искомое выражение (13) для последова-
тельности ( )rh m .  

  ■ 

Из представленного доказательства леммы оче-
видно следующее утверждение.  

Следствие 1. Пусть выполняются условия лем-
мы 1, тогда:  

( )0
10

1 0
r K

i k
k r

ki

a z H z−

==

 − = 
 
∑∏ . 

Замечание. В частных случаях для конкретных 
последовательностей порядок ЛРС, полученный с 
помощью приведённой леммы, может оказаться за-
вышенным. Простым примером является набор по-
следовательностей, которые не связаны друг дру-
гом. В этом случае матрица ( )RQ z  является диа-

гональной, и решением для всех 
последовательностей является соотношение 

( ): 0R
r rrr H z q∀ = . Решение, которое даёт в этой 

ситуации лемма 1, не противоречит ему, поскольку 

( ) ( )
0

0 0
r

R R
r rr r ii

i

H z q H z q
=

= ⇒ =∏ . Однако это реше-

ние оказывается «не минимальной формы».  
Последние два утверждения и выражение (13), 

приведённое в формулировке леммы, делают оче-
видным следующее предложение.  

Предложение 1. Пусть выполняются условия 
леммы 1, тогда последовательность с номером 
набора удовлетворяет однородному ЛРС поряд-
ка не выше ( )1K r + . 

Учитывая доказанную связь между наборами по-
следовательностей, дадим следующее определение, 
позволяющее обозначать этот факт.  

Определение 3. Множество семейств 

( ){ }
0, 1

, , r
r

r R
M K c

= −
℘  ЛРП и семейство 

( ), , , ,R M T K a℘  ЛВРП называются сопостави-

мыми, если выполняются соотношения:  

( )
1

0
1 10

1 ,

1 1 , 0, 1.

r

r K Kr
i k r s
k s

k si

K K r

a z c z r R
−

− −

= ==

= +

 − = − = − 
 
∑ ∑∏

 (16) 

Как было указано выше, факт сопоставимости 
подразумевает, что по крайней мере для одного (од-
нородного) набора последовательностей из 

( ), , , ,R M T K a℘  можно указать точно такой же на-

бор последовательностей из ( ){ }
0, 1

, ,r r r R
M K c

= −
℘ . 

Заметим также, что, хотя совпадающих наборов 
последовательностей для сопоставимых семейств 
может оказаться больше одного, полного совпаде-
ния наборов последовательностей обычно не про-
исходит.  

Результаты настоящего раздела позволяют про-
извести аналитическое сравнение наборов сопоста-
вимых семейств. Результаты этого анализа пред-
ставлены в следующем разделе.  

3. Аналитическое сравнение наборов ЛЛП 
для сопоставимых семейств 

Пусть , , , ,N R M T K ∈N  и ( ){ } 0, 1;
0, 1

,set set
r r R

m M

h m A= −
= −

 
  
 

 

– произвольный эффективный набор ЛЛП семейства 

( ), , , ,R M T K a℘ . Вычислительная сложность алго-

ритма расчёта ЛЛП, соответствующего любому на-
бору последовательностей этого семейства, удовле-
творяет соотношению (8). С другой стороны, из со-
поставимого ( ), , , ,R M T K a℘  множества семейств 

( ){ }
0, 1

, , r
r

r R
M K c

= −
℘  могут быть сконструированы 

отдельные эффективные ЛЛП 

( ){ }( ){ }0, 1
0, 1

,ind ind
r rm M

r R

h m A
= − = −

.  
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Тогда, учитывая соотношения (7) и (16), вычисли-
тельная сложность расчёта ЛЛП набора 

( ){ }( ){ }0, 1
0, 1

,ind ind
r rm M

r R

h m A
= − = −

 имеет вид: 

( ) ( )

( )

1 1

0 0

2 1
1

1 .
1

R R
ind
r

r r

N
u A K r

N M

N
KR R

N M

− −

= =

≤ + =
− +

= +
− +

∑ ∑
 

Сравнивая правую часть этого выражения с со-
отношением (8), можно убедиться в справедливости 
следующего утверждения. 

Предложение 2. Пусть , , , ,K R M T ∈ N  
1, 2K R T≥ ≥ ≥ . Тогда 

( ) ( )

( ) ( )
1 1

11
1

2

addR K R

KR RT
K T R

 − − − ξ +
  < +−  + + −  

  

.(17) 

Доказательство:  рассмотрим разность левой и 
правой частей выражения (17): 

( )
( ) ( )

( )

( )

1 1

, , 1
1

2

1

addR K R

R T K T
K T R

KR R

 − − − ξ +
 ∆ ≡ −−  + + −  

  

− +

. 

Эта функция может быть записана в виде поли-
нома второй степени относительно T: 

( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

1 1
, , 1

2 2

1 .add add

K
R T K T T K R

R K R

+   ∆ = − + + + +   
   

+ − − + ξ + ξ
 

Очевидно, что для интересующей нас области 
1, 2K R T≥ ≥ ≥  эта функция не убывает по T, так 

как  

( ) ( ) ( )( ), 1, , , 1 0R T K R T K K R T∆ + − ∆ = − − ≥ . 

Поскольку T R≤ , ( ), ,R T K∆  принимает макси-

мальные значения при T R= , то есть: 

( ) ( )2 , , , ,T R R T K R R K∀ ≤ ≤ ∆ ≤ ∆ . 

Для уточнения ситуации рассмотрим функцию 

( ), ,R T K∆  при T R= . Имеем: 

( ) 2 1 1
, ,

2 2 add add

K K
R R K R R

− − ∆ = − + − ξ + ξ 
 

. 

Эта функция убывает по R на области определе-
ния, поскольку: 

( ) ( )
( )
1, 1, , ,

1 0.add

R R K R R K

R K

∆ + + − ∆ =

= − − − ξ <
 

Учитывая также, что в частном случае 2T R= = , 
справедливо неравенство 

( ) ( )
2

, , 1 0addR T
R T K K

= =
∆ = − − − ξ < , 

имеем окончательно систему неравенств: 

( ) ( ) ( ), , , , 2,2, 0R T K R R K K∆ < ∆ < ∆ < ,  

откуда следует соотношение (17).  
  ■ 

Следствие 2. 

Пусть , , , ,K R M T ∈ N  1, 2K R T≥ ≥ ≥ , набо-

ры ЛЛП ( ){ } 0, 1,
0, 1

,set set
r m M

r R

h m A= −
= −

 
  
 

 и 

( ){ }( ){ }1

0
0, 1

,
Mind ind

r rm
r R

h m A
−

= = −
 сконструированы для 

сопоставимых семейств ( ), , , ,R M T K a℘  и 

( ){ }
0, 1

, ,r r r R
M K c

= −
℘ , соответственно, и соот-

ношения (7) и (8) выполняются в виде ра-
венств. Тогда  

( ) ( )
1

0

R
set ind

r
r

u A u A
−

=

<∑ . (18) 

Данное следствие позволяет утверждать о потен-
циальном преимуществе в вычислительном плане 
эффективных наборов совместно вычисляемых ЛЛП 
по сравнению с набором независимо вычисляемых 
эффективных ЛЛП, сконструированных для сопос-
тавимых семейств. Следует, однако, заметить, что 
для практических задач преимущество по эффек-
тивности, характеризуемой парой ключевых харак-
теристик – вычислительной сложности и качества – 
эффективного набора ЛЛП перед набором незави-
симо вычисляемых эффективных ЛЛП может и от-
сутствовать. Объективные причины такой ситуации 
следующие:  

• число степеней свободы (6) для набора незави-
симо вычисляемых эффективных ЛЛП оказыва-
ется существенно больше, чем для эффективного 
набора ЛЛП. А именно: если для эффективного 
набора ЛЛП число степеней свободы составляет, 
в соответствии с соотношением (6), величину 
KR , то для набора независимо вычисляемых 
эффективных ЛЛП эта величина равна: 

( )( )

( )

1

, 1 ,
0

1

0

1
1 ;

2

R

M K r c
r

R

r

R
K r KR

−

℘ +
=

−

=

Θ =

+= + =

∑

∑
 (19) 

• для получения выражения (18) использовалось 
предположение о выполнении в виде равенств 
соотношений (7) и (8). 

Первая из указанных причин имеет принципи-
альное значение, поскольку означает возможность 
конструирования признаков, лучше адаптированных 
под конкретную задачу.  
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4. Аналитическое сравнение наборов ЛЛП  
при совпадающем числе степеней свободы 

Пусть , , , ,N R M T K ∈ N , и 

( ){ } 0, 1;
0, 1

,set set
r r R

m M

h m A= −
= −

 
  
 

 – некоторый эффективный 

набор ЛЛП семейства ( ), , , ,R M T K a℘ . Число сте-

пеней свободы эффективного набора ЛЛП составля-
ет KR. Пусть также сконструированы отдельные 
эффективные ЛЛП в количестве Rɶ  штук: 

( ){ }( ){ }0, 1
0, 1

,ind ind
r rm M

r R

h m A
= − = −ɶ

, причём количество 

эффективных Rɶ  ЛЛП выбирается таким, чтобы 
число степеней свободы в обоих наборах совпадало. 
Поскольку число степеней свободы для набора не-
зависимо вычисляемых эффективных ЛЛП опреде-
ляется выражением (19), легко показать, что в этом 
случае должно выполняться соотношение: 

( )1 2R R R+ =ɶ ɶ . (20) 

Тогда справедливо следующее предложение.  

Предложение 3. Пусть , , , , ,K R R M T ∈ Nɶ  
1, 2K R T≥ ≥ ≥  и выполняется выражение 

(20). Тогда 

( ) ( )

( ) ( )
1 1

11
1

2

addR K R

KR RT
K T R

 − − − ξ +
  > +−  + + −  

  

ɶ ɶ .  

Доказательство: рассмотрим разность левой и 
правой частей приведённого неравенства, подставив 
в правую часть соотношение (20): 

( )
( ) ( )

( )

1 1

, , 21
1

2

addR K R

R T K KRT
K T R

 − − − ξ +
 ∆ ≡ −−  + + −  

  

. 

Имеем: 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )

, , 1 1 1
2

1 1

1 2 0.

add

add

add add add

T
R T K K T R R

T R R

R T

 ∆ = + − − − ξ − ≥ 
 

≥ − − ξ − ≥

≥ − − ξ + ξ ≥ − ξ >

 

  ■ 

Следствие 3. Пусть , , , ,K R M T ∈ N  
1, 2K R T≥ ≥ ≥ , совместно и независимо вы-

числяемые ЛЛП имеют одинаковое число степе-
ней свободы (выполняется соотношение (20)), и 
соотношения (7) и (8) выполняются в виде ра-
венств. Тогда  

( ) ( )
1

0

R
set ind

r
r

u A u A
−

=

>∑
ɶ

. (21) 

Данное следствие позволяет утверждать о потен-
циальном преимуществе в вычислительном плане 
набора независимо вычисляемых эффективных ЛЛП 
по сравнению с эффективным набором совместно 
вычисляемых ЛЛП, обладающими одинаковым чис-
лом степеней свободы. В то же время, аналогично 
рассмотренной в третьем разделе ситуации, для 
практических задач указанное преимущество может 
и отсутствовать. Объективные причины такой си-
туации следующие:  

• при одинаковом числе степеней свободы в эф-
фективном наборе совместно вычисляемых ЛЛП 
количество ЛЛП оказывается больше, чем в на-
боре независимо вычисляемых ЛЛП. Действи-
тельно, в соответствии с соотношением (20) 

( ) ( )1
2

2

R
R R R R

+
= > ≥

ɶ
ɶ ɶ ɶ ;  

• для получения выражения (21) использовалось 
предположение о выполнении в виде равенств 
соотношений (7) и (8). 

5. Аналитическое сравнение вычислительной 
сложности решения  

частной задачи построения ЛЛП 

Пусть , , , ,N R M T K ∈ N , ( ), , , ,R M T K a℘ , и 

( ){ }
0, 1

, , r
r

r R
M K c

= −
℘  – сопоставимые множества се-

мейств для, соответственно, совместно и независимо 
вычисляемых ЛЛП. Для сравнения вычислительной 
сложности решения частных задач (см. раздел 1) по-
строения соответствующих наборов ЛЛП (эффек-

тивного набора ЛЛП ( ){ } 0, 1;
0, 1

,set set
r r R

m M

h m A= −
= −

 
  
 

 и набо-

ра эффективных ЛЛП ( ){ }( ){ }0, 1
0, 1

,ind ind
r rm M

r R

h m A
= − = −

) 

следует сопоставить число перебираемых наборов 
последовательностей из семейств ( ), , , ,R M T K a℘  и 

( ){ }
0, 1

, , r
r

r R
M K c

= −
℘ . В случае перебора наборов по-

следовательностей из семейства ( ), , , ,R M T K a℘  

количество вариантов равно мощности этого семей-

ства: ( ), , , ,R M T K a℘ . В случае, когда набор фор-

мируется из множества семейств 

( ){ }
0, 1

, , r
r

r R
M K c

= −
℘ , можно предложить по крайней 

мере две очевидные стратегии перебора наборов-
претендентов на решение: 

– полный перебор, когда допускаются все комби-
нации R последовательностей из семейств 

( ) ( ), , 0, 1r
rM K c r R℘ = − . В этом случае количе-

ство вариантов составляет величину: 

( )( )
1

0

, 1 ,
R

r

r

M K r c
−

=

℘ +∏ ; 
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– инкрементный (последовательный) перебор, 
когда наилучшая последовательность r-го семейства 
определяется только после нахождения наилучшей 
последовательности из (r-1)-го семейства. Этот ва-
риант, очевидно, даёт квазиоптимальное решение, 
однако требует меньших вычислительных затрат, 
пропорциональных количеству вариантов: 

( )( )
1

0

, 1 ,
R

r

r

M K r c
−

=

℘ +∑ . 

Учитывая, что мощности указанных семейств 
удовлетворяют соотношениям (4) и (5), об относи-
тельной сложности решения частных задач построе-
ния наборов ЛЛП можно судить, сопоставляя вели-

чину ( ) ( )1 1 1
RK RK
R M K R M KC C+ − + − −−  с величинами 

( )
( )

1
1 1

2 1
0

R
r K

M r K
r

C
−

+ −
− + +

=
∏  (полный перебор) или ( )

( )
1

1 1

2 1
0

R
r K

M r K
r

C
−

+ −
− + +

=
∑  

(инкрементный перебор). Для удобства рассмотрим 
их отношения: 

– для сравнения с полным перебором 

( ) ( )

( )
( )

1 1 1

1
1 1

2 1
0

RK RK
R M K R M K

R
r K

M r K
r

C C

C

+ − + − −

−
+ −
− + +

=

−

∏
, (22) 

– для сравнения с инкрементным перебором 

( ) ( )

( )
( )

1 1 1

1 1

2 1
1

RK RK
R M K R M K

R
r K

M r K
r

C C

C

+ − + − −

+ −
− + +

=

−

∑
. (23) 

Для ситуации сравнения с инкрементным пере-
бором справедливо следующее предложение.  

Предложение 4. Пусть 
, , , , 1, 2, 1K R M T K R T M RK∈ ≥ ≥ ≥ > +N . 

Тогда 

( ) ( ) ( )
( )

1
1 1

1 1 1 2 1
0

R
r KRK RK

R M K R M K M r K
r

C C C
−

+ −
+ − + − − − + +

=

− >∑ .  

Доказательство: учитывая справедливость нера-
венств: 

( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1 1 1 1

1
1 1

22 1
0

,

,

RK RK RK
R M K R M K R M K

R
r K RK

M RKM r K
r

C C C

C R C

+ − + − − + − −

−
+ −

− +− + +
=

− >

≤ ⋅∑
  

для выражения (23) имеем: 

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

1
1 1 2
2 1

0

1 2

1 1 1 11
1.

2 2

RK RK RK
R M K R M K R M K

R RK
r K M RK

M r K
r

RK RK

r r

C C C

R C
C

R M r R M r

R M r M r

+ − + − − + − −

−
+ − − +
− + +

=

= =

−
≥ =

⋅

− − + − − +
= = >

− + − +

∑

∏ ∏  

  ■ 

В приведённой ниже табл. 1 даны некоторые чи-
словые значения для величины (23). Представлен-
ные результаты позволяют утверждать не только то, 
что задача построения эффективного набора совме-
стно вычисляемых ЛЛП сложнее задачи (инкре-
ментного) построения аналогичного множества не-
зависимо вычисляемых эффективных ЛЛП (что сле-
дует из предложения 4), но и то, что она 
существенно сложнее!  

Таблица 1. Примеры значений величины (23) 

M = 21 M = 31 
R 

K = 1 K = 2 K = 3 K = 1 K = 2 K = 3 
1 1 1 1 1 1 1 
2 3,77 14,28 48,58 3,84 14,8305 52,89 
3 23,16 488,96 7969,03 24,31 555,89 10454,39 
4 191,84 28159,80 2,6*10^6 209,89 36653,89 5,7*10^9 

В отличие от рассмотренной ситуации с инкре-
ментным перебором, вариант полного перебора не 
позволяет сделать однозначный вывод. Для примера 
в табл. 2 приведены значения соответствующей ве-
личины (22). Как видно из результатов, для случаев 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , 21,2,1 , 21,3,1 , 31,2,1M R K ∈  вариант не-

зависимо вычисляемых ЛЛП оказывается предпоч-
тительнее. Однако для других значений параметров 
набора сложность построения независимо вычис-
ляемых ЛЛП растёт и оказывается больше сложно-
сти построения эффективных наборов совместно 
вычисляемых ЛЛП.  

Таблица 2. Примеры значений величины (22) 

M = 21 M = 31 
R 

K = 1 K = 2 K = 3 K = 1 K = 2 K = 3 
1 1 1 1 1 1 1 
2 3,95 0,69 0,21 3,97 0,48 0,11 
3 1,21 0,01 6,6*10^-4 0,83 0,003 6,5*10^-5 
4 0,0452 1,5*10^-5 7,2*10^-8 0,01 6,8*10^-7 1,3*10^-15 

Представленные результаты позволяют сделать 
следующие выводы: 

– квазиоптимальное решение частной задачи по-
строения набора независимо вычисляемых эффек-
тивных ЛЛП, основанное на инкрементном перебо-
ре, в вычислительном плане проще решения (опти-
мального) частной задачи построения эффективного 
набора ЛЛП; 

– при поиске оптимального решения предпочти-
тельной в вычислительном плане является частная 
задача построения эффективного набора совместно 
вычисляемых ЛЛП (чем набора независимо вычис-
ляемых эффективных ЛЛП). 

6. Экспериментальное исследование показателей 
эффективности наборов ЛЛП 

В завершение сравнения двух предложенных 
подходов к построению наборов ЛЛП, а также для 
сравнения их с существующими типовыми реше-
ниями рассмотрим несколько примеров, позво-
ляющих экспериментальным образом сравнить ос-
новные показатели конструируемых ЛЛП: вычис-
лительную сложность расчёта значений признаков 
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совместно с качественным показателем их исполь-
зования в задаче. Несмотря на демонстративный 
характер примеров (связанный с субъективностью 
выбора рассматриваемых задач и, как следствие, 
соответствующих показателей качества), в них 
чётко прослеживается связь со многими реальными 
практическими задачами. «Рафинированность» же 
использованной постановки оказалась необходима 
для обеспечения возможности указания «идеально-
го» решения. Следует также отметить, что общая 
постановка и одна из представленных ниже групп 
задач рассматривалась автором в предшествующей 
работе [5].  

Общая постановка задачи следующая. Пусть не-
обходимо разработать алгоритм или устройство, 
предназначенное для выполнения локального анализа 
реализации дискретного стационарного случайного 

процесса (ССП) ( )X n  с нулевым средним и биэкс-

поненциальной автокорреляционной функцией: 

( ) , 0n
xR n D n= ρ ≥ ,  

где, для определённости, 1, 0,95xD = ρ = . Для оп-

ределённости также полагаем, что длина ССП не-
ограничена, а для проведения локального анализа в 
позиции 0n  достаточно M = 33 текущих отсчётов 

ССП («окно» анализа: ( ) ( )0 0, , 1X n X n M+ −… ). 

Пусть из каких-либо внешних соображений (на-
пример, заранее принятого технического решения) 
локальный анализ выполняется в два шага: вначале 
по отсчётам «окна» анализа рассчитываются при-
знаки, а затем некоторая (заданная извне и настро-
енная) процедура на основе рассчитанных призна-
ков производит высокоуровневый анализ (обнару-
жение, распознавание и т.п.). Подобная схема 
анализа на практике используется достаточно часто 
[7, 8]. И пусть для описания ССП в «окне» анализа 
принято решение использовать признаки, рассчи-
тываемые как линейное преобразование / разложе-
ние отсчётов ССП, попадающих в «окно» анализа. 
Пусть, наконец, качество анализа напрямую зави-
сит от среднеквадратической ошибки описания от-
счётов ССП в «окне» с использованием набора им-

пульсных характеристик ( ){ } 0, 1;
0, 1

r r R
m M

h m = −
= −

 признаков 

(для удобства записи начало координат помещаем 
в позицию 0n ): 

( ) ( )
21 1

0 0

M R

r r
m r

E Y h m X m
− −

= =

  
 −    
∑ ∑ , 

здесь ( )E …  – оператор математического ожидания. 

Используя эту величину как составляющую по-
казателя качества конструируемого набора ЛЛП, 
определим его в следующем виде: 

( ) ( )

( )( )

( )

[ ]( )

21 1

0 0

1 2

0

2
2 1

0 1

,2
1 ,

( 1)

0,1 .

M R

r r
m r

M

m

R R
t r

r t r t r

E Y h m X m

J

E X m

h h

R R h h

− −

= =

α −

=

− −

= = +

  
 −    = α ⋅ +

 
 
 

+ − α
− ⋅

α ∈

∑ ∑

∑

∑ ∑  (24) 

В этом выражении первое слагаемое характери-
зует относительную ошибку представления фраг-
мента случайного процесса с помощью набора КИХ 
ЛЛП, а второе – степень коррелированности этого 
набора, определяемую по норме Гильберта-Шмидта 
[7]. Коэффициент α определяет степень предпочте-
ния между этими двумя показателями в критерии, 

величина ( ) ( )
1

2

0

33
M

x
m

E X m D M
−

=

  = = 
 
∑ .  

Собственно задачей в общей постановке явля-
ется нахождение такого решения (набора призна-
ков и алгоритма их вычисления), которое даёт 
наименьшее значение показателя качества набора 
ЛЛП (24) при некотором ограничении на слож-
ность обработки: 

( ) max

min

... .

J

u u
α →

 ≤
 (25) 

Ниже представлены несколько вариантов реше-
ния этой задачи. Первые два (типовые способы ре-
шения) используют оптимальное по качеству раз-
ложение фрагмента ССП и отличаются только ис-
пользуемыми алгоритмами вычисления свёртки. В 
первом случае (вариант 1) используется прямой ал-
горитм вычисления свёртки, во втором (вариант 2) 
– быстрый алгоритм (БА) дискретного преобразова-
ния Фурье (ДПФ) с оптимальным секционировани-
ем входного сигнала [6 - 8, 11]. Заметим, что второе 
решение де-факто является стандартом для решений 
задач подобного типа. Вариант 3 решения основан 
на построении эффективного набора совместно вы-
числяемых ЛЛП, варианты 4 - 7 – на построении 
наборов независимо вычисляемых эффективных 
ЛЛП (см. расшифровку этих вариантов ниже). Сле-
дует также отметить, что детальное описание типо-
вых решений (первого и второго) и решения с ис-
пользованием эффективного набора ЛЛП для случая 
α = 1 представлены в работе [5]. В этой же работе 
приведены и основные соотношения, позволяющие 
вычислять ошибку представления фрагмента дис-
кретного случайного процесса с использованием не-
ортогонального набора дискретных функций. Ниже 
представлены исключительно численные результа-
ты, полученные с использованием этих выражений.  

Рассматриваемые задачи делятся на три группы в 
соответствие со значением параметра α. А именно:  
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• Группа 1 (α = 1). Построение набора ЛЛП для 
представления фрагмента ССП с минималь-
ной ошибкой. 

• Группа 2 (α = 0). Построение набора ЛЛП с 
минимальной степенью коррелированности 
КИХ ЛЛП.  

• Группа 3 (α = 1/2). Построение набора ЛЛП, 
одновременно обладающего свойствами пер-
вой и второй группы. 

Поиск решения задачи (25) (для вариантов 3 - 7) 
производится путём решения частных задач по-
строения наборов ЛЛП. Как следует из определения 
таких задач [2 - 5], решение ищется в конкретном 
семействе, состав которого определяется как огра-
ничениями задачи (размер окна анализа M и вычис-
лительной сложности maxu ), так и субъективно вы-

бранными параметрами семейств , ,T K a  и 

{ }
0, 1

r

r R

c
= −

. Рассматривались следующие семейства:  

• для построения эффективного набора ЛЛП – се-
мейство ( ), , , ,R M T K a℘  с параметрами (вари-

ант 3): 

01 10 11 102, 1, 1, 1, 1T K a a a a= = = = = = ; 

• для построения набора независимо вычисляемых 
эффективных ЛЛП для семейств 

( ){ }
0, 1

, , r
r

r R
M K c

= −
℘  с различными группами па-

раметров: 
– квазимногочлены (вариант 4): 

( ) ( ) ( )( )1

11 , 1, 1, 1
kr k

k r Kc C K k r K
+

+= − = = + ; 

– квазиэкспонента (вариант 5): 

( ) ( )( )1
, 1, 1, 1

1
r k
kc K k r K

r K
= ρ = = +

+
; 

– квази-Фибоначчи (вариант 6): 
1 2 1
1 1 1

3 3 3
1 2 3

1,2 : 1;

3 : 1/ 2, 3 / 2, 1/ 2;

4 :

R c c c

R c c c

R

= = = =

= = = =
= …

 

– квазигармонические (вариант 7): 

( )
( ) ( ) ( )

1
1

1 2
2 2

1 2 2 3
3 3 3

1: 1,

2 : 2cos , 1;

3 : cos , 2cos 1, cos ;

4 :

R c

R c c

R c c c

R

= =

= = ω = −

= = ω = ω − = − ω

= …

 

Названия групп определяются по названию по-
следовательностей, которые удовлетворяют соот-
ветствующим однородным ЛРС (при 2R ≥ ).  

Вычислительная сложность расчёта признаков 
для наборов ЛЛП задавалась выражениями (7) и (8), 
использованными в виде равенств. 

Результаты проведённых исследований пред-
ставлены на рис. 1-4. В соответствии с этими ре-
зультатами можно сделать следующие выводы. 
• Качество решения задачи представления (груп-

па 1, рис. 1) с помощью наборов как независи-
мо, так и совместно вычисляемых ЛЛП оказа-
лось существенно выше, чем при использова-
нии теоретически оптимального разложения 
Карунена-Лоэва (при наличии ограничения на 
вычислительную сложность)! Например, при 
ограничении вычислительной сложности вели-
чиной max 40u =  качество эффективных набо-

ров совместно вычисляемых ЛЛП оказалось 
почти в шесть раз выше!  

• Качество решения задачи представления (груп-
па 1, рис. 2) с помощью эффективных наборов 
совместно вычисляемых ЛЛП лучше, чем с ис-
пользованием любого из рассмотренных набо-
ров независимо вычисляемых ЛЛП.  

• Качество решения задач всех групп (рис. 2-4) 
существенно зависит от выбранных параметров 
семейств. Как следствие, результаты сравнения 
эффективных наборов ЛЛП и наборов незави-
симо вычисляемых ЛЛП оказываются зависи-
мыми от субъективных причин и не имеют 
должной степени общности.  

 
Рис  1. Сравнение предлагаемых подходов с типовыми 

решениями: график зависимости показателя качества J1 
(ошибки представления) от вычислительной сложности 

расчёта признаков 

 
Рис. 2. Сравнение предлагаемых подходов: график 
зависимости показателя качества J1 (ошибки 
представления) от вычислительной сложности  

расчёта признаков  
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Рис. 3. Сравнение предлагаемых подходов: 

график зависимости показателя качества J0 
(коррелированности) от вычислительной сложности 

расчёта признаков  

 
Рис. 4. Сравнение предлагаемых подходов: график 

зависимости показателя качества J1/2  
от вычислительной сложности расчёта признаков 

Анализируя результаты решения всех групп за-
дач (1-3) и принимая во внимание предшествующие 
выводы, можно сделать общий вывод о сопостави-
мой эффективности предложенных подходов к по-
строению наборов ЛЛП (в смысле пары показателей 
– качества и вычислительной сложности) при усло-
вии адекватного подбора (субъективно выбираемых) 
параметров признаков (коэффициентов a  и 

{ }
0, 1

r

r R

c
= −

, определяющих типы ЛЛП).  

Заключение 
В работе произведено сравнение двух предложен-

ных автором подходов к построению наборов линей-
ных локальных признаков цифровых сигналов. Пока-
зано, что в зависимости от критериев сравнения друг 
с другом предложенные подходы могут иметь как 
преимущества, так и недостатки. В результате в об-
щем случае можно сделать вывод о сопоставимой 
эффективности (в смысле пары показателей – каче-
ства и вычислительной сложности) обоих подходов 
при их корректном использовании, что позволяет 
факт выбора подхода оставить на усмотрение разра-
ботчика конкретной системы обработки сигналов или 
изображений. На примере решения модельных задач 
продемонстрировано убедительное преимущество 
обоих подходов по сравнению с типовым «оптималь-
ным» способом её решения.  

Направления дальнейших исследований связаны 
с разработкой численных методов и алгоритмов 
«быстрого» решения частной (и расширенной част-
ной) задачи построения эффективных наборов со-
вместно вычисляемых ЛЛП и наборов независимо 
вычисляемых эффективных ЛЛП. 
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COMPARISON OF TWO APPROACHES TO THE CONSTRUCTION  
OF SETS OF LINEAR LOCAL FEATURES OF DIGITAL SIGNALS 

V. V. Myasnikov  
Image Processing Systems Institute of the RAS 

Abstract  

The paper compares two approaches to the construction of sets of linear local features (LLF) of 
digital signals. The first of the analyzed approaches forms a set of LLF using independent efficient 
LLFs, each of which has its own algorithm for computing the feature value. The second approach 
constructs an efficient set of LLF, which has a single algorithm of joint computation of values of 
all features. Analytical and experimental comparison is made for several indicators of the 
computational and qualitative properties of the constructed LLF. An experimental comparison of 
two approaches with known solutions is also presented. 

Key words: digital signals, linear local features, features set, computational complexity, 
processing quality, efficiency. 
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