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Аннотация 

В статье проанализированы некоторые известные результаты о движении осциллятора 
Блоха в кристалле в импульсном представлении. Показано, что описание движения элек-
трона в изложении ряда авторов является неполным. На самом деле, точное описание пове-
дения электрона в кристаллической решётке возможно только на основе решения уравнения 
Шрёдингера в импульсном представлении. В работе получены приближённые решения 
уравнения Шрёдингера для электрона в периодическом потенциале кристаллической ре-
шётки и уравнения для эволюции средних значений оператора импульса и координаты. Для 
описания поведения электрона в кристаллической решётке при наличии однородного элек-
трического поля и возмущения, вызванного внешней электромагнитной волной, использо-
вана теория возмущений. Представленные методы в дальнейшем можно использовать для 
расчёта оптических устройств, в том числе оптических транзисторов. 

Ключевые слова: уравнение Шрёдингера, импульсное представление, кристаллическая 
решётка, квазиимпульс. 

Введение 

Для расчёта оптических устройств, в том числе 
оптических транзисторов, требуется решить задачу 
о движении электрона в периодическом поле кри-
сталла или квантовой сверхрешётки [1].  

Движение электронов в периодических кристал-
лах под влиянием внешнего электрического поля бы-
ло предметом большого интереса как в первые годы 
создания  квантовой механики [2, 3, 16, 24], так и в 
последнее время [14, 17]. В настоящем актуальным 
является решение двух важных и тесно связанных 
между собой проблем. 

Одна из проблем касается нахождения спектра 
собственных значений гамильтониана при наличии 
электрического поля  
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где m – масса электрона, F 
=

 
eE, E – электрическое по-

ле в направлении х, e – заряд электрона, V(x) – перио-
дический кристаллический потенциал с периодом d.  

Вследствие периодичности кристаллического по-
тенциала собственные значения гамильтониана при 
наличии электрического поля смещаются. Эти сме-
щения можно представить в виде регулярной лестни-
цы (обычно называемой лестницей Ванье – Штарка).  

Ванье [22] в шестидесятые годы предсказал су-
ществование этой лестницы в рамках теории воз-
мущений. Сама природа этих лестниц была предме-
том больших дискуссий Ванье с другими авторами 
([20] и ссылки в ней). Это продолжалось до тех пор, 
пока в работе [2] не было приведено доказательство, 
что, по крайней мере, для регулярного периодиче-
ского потенциала гамильтониан Н не имеет дис-
кретных собственных значений. Однако в этом слу-
чае существуют резонансы. Отличие резонансных 
состояний от стационарных состоит в том, что вол-

новые функции, соответствующие  стационарным 
состояниям, остаются неизменными, а функции, со-
ответствующие резонансам, медленно изменяются 
во времени. Волновую функцию, соответствующую 
резонансам, можно считать неизменной (с точно-
стью до фазового множителя) в течение времени, 
которое называется «временем жизни резонанса». 
«Время жизни» определяется  мнимой частью энер-
гетического спектра. Только в последние годы су-
ществование таких резонансов было строго доказа-
но [9] и вычислена их мнимая часть [11] (см. также 
обзор работы [8]).  

Другая проблема касается поведения во времени 
наблюдаемого центра тяжести волнового пакета. На 
самом деле, в силу периодичности кристаллическо-
го потенциала, мы будем наблюдать периодическое 
движение (Bloch Oscillator) волнового пакета с пе-
риодом, который определяется внешним однород-
ным электрическим полем. Это приводит при неко-
торых обстоятельствах к существованию отрица-
тельной дифференциальной проводимости [7]. 
Наивное теоретическое обоснование этих фактов на 
основе «теоремы ускорения» во многих случаях не-
достаточно для понимания природы поведения 
электрона в кристаллической решётке. 

Первоначально блоховские осцилляции были 
объяснены в приближении, в котором не учитывает-
ся взаимодействие между различными энергетиче-
скими зонами и электрон движется в пределах од-
ной энергетической зоны. Однако это приближение 
для «теоремы ускорения» оказывается недостаточ-
ным для решения многих задач. 

Для того, чтобы получить более реалистичную мо-
дель осцилляторов Блоха и отрицательной дифферен-
циальной проводимости, недавно была предложена 
кинетическая теория (см. [15], [21]). В рамках этой 
теории предполагается, что значения энергий изна-



Теория возмущений для уравнения Шрёдингера в периодической среде… Казанский Н.Л., Хонина С.Н., Харитонов С.И. 

22 Компьютерная оптика, 2012, том 36, №1 

чально удовлетворяют статистике Больцмана –
 Максвелла. Поведение осцилляторов Блоха хорошо 
изучено [4, 19]. Подчеркнём также, что в последнее 
время анализ осцилляторов Блоха, энергия которых не 
полностью локализована вблизи края энергетической 
зоны, представляет интерес в теории ультрахолодных 
атомов в периодических потенциалах [6].  

Целью данной публикации является системати-
ческое изложение материала, служащего основой 
для описания поведения электрона в кристалличе-
ской решётке. Это изложение проведём в три этапа. 
Во-первых, рассмотрим «теорему ускорения», кото-
рая является краеугольным камнем в теории элек-
тронного транспорта в кристаллах. Здесь мы будем 
придерживаться изложения работы [5].  

Во-вторых, кратко осветим результаты, получен-
ные в работах [10, 11, 12, 13] (в этих работах описаны 
математический аппарат и полная версия «теоремы 
ускорения»), и приведём выражения для тяжести и 
дисперсии волнового пакета в координатном пред-
ставлении. В результате получим теоретическое объ-
яснение «дыхания» осцилляторов Блоха. Эти резуль-
таты, к сожалению, не изложены в учебниках по тео-
рии твёрдого тела, которые изданы на русском языке. 
Мы хотим восполнить этот пробел. 

В-третьих, рассмотрим применение теории воз-
мущений для уравнения Шрёдингера в кристалле 
при наличии постоянного электрического поля и 
возмущения, которое вызвано наличием внешнего 
переменного электромагнитного поля. Это в даль-
нейшем позволит изучать дифракцию электромаг-
нитных волн в квантовых сверхрешётках.  

1. Общие положения  

Рассмотрим временное уравнение Шрёдингера 
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Сделаем замену переменных Ft hτ = . 

Временное уравнение Шрёдингера в этих пере-
менных имеет вид: 
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x
iF H x
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Представим решение уравнения Шрёдингера в 
виде разложения: 
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( ) ( ) ( )dn nk x k x x
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( ) ( ) ( )exp
n n

k x ikx u k xφ , = ,  – блоховская функция, 

удовлетворяющая уравнению Шрёдингера (3) на соб-
ственные значения в отсутствие электрического поля: 
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Учитывая изложенное в Приложении А и под-
ставляя разложение (4) в уравнение Шрёдингера (3), 

получаем приведённое уравнение Шрёдингера в 
квазиимпульсном представлении: 
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Умножим полученное уравнение (8) на ( )n
k

∗ϕ ,τ   
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Далее просуммируем по n  и от полученного 
уравнения возьмём мнимую часть. В результате по-
лучим, что  

( ) 0F F k
k
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где  
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Решением этого уравнения является произволь-

ная функция ( ) ( )k U kΦ ,τ = − τ , такая, что  
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Вычислим теперь среднее значение квазиим-
пульса, которое определим следующим образом: 
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Найдём эволюцию среднего значения квазиимпуль-
са во времени  
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Далее, используя условие нормировки (13), по-
лучаем  

( ) ( )0k kτ = + τ . (16) 

Уравнение (16) часто называют «теоремой уско-
рения». Подчеркнём, что мы не делаем никаких 
предположений о форме начального волнового па-
кета, кроме предположения о нормализации. В ком-
ментарии к этой теореме Callaway ([5], С. 468) отме-
тил, что «мы часто находим в литературе альтерна-
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тивную формулировку теоремы, которая должна 
быть понята только с позиции введения “центра тя-
жести пакета”». На самом деле большинство авто-
ров учебников по теории твёрдого тела приписыва-
ют этой теореме иную интерпретацию (см., напри-
мер, [18], С. 191) . 

Отметим, что туннельный эффект между зонами 
не рассматривается в этой интерпретации. На самом 
деле, этот эффект не важен, так как время туннели-
рования между энергетическими зонами, как прави-
ло, гораздо больше, чем период осцилляций Блоха. 
Намного большее значение имеет тот факт, что эта 
интерпретация касается только чисто блоховских 
состояний, в то время как локализованный волновой 
пакет состоит из суперпозиции блоховских функ-
ций. Для того, чтобы устранить этот недостаток, мы 
сформулируем результат в более общей форме. 

2. Уравнение движения в отсутствие 

взаимодействия между зонами 

В случае, когда взаимодействие между зонами от-
сутствует, уравнение Шрёдингера в квазиимпульсном 
представлении имеет вид  

( ) ( ) ( ) 0n n n nE k iF iF X k k
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. (17) 

Легко показать (см. Приложение Б), что это урав-
нение имеет решение  
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3. Эволюция средних значений 

оператора координаты 

Используя результаты, полученные в предыдущем 
пункте, получаем, что решение уравнения Шрёдин-
гера в случае, когда отсутствует взаимодействие ме-
жду различными зонами, можно записать в виде  
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На основании полученного решения найдём за-
кон эволюции среднего значения оператора коорди-
наты. Среднее значение оператора координаты на-
ходится по формуле: 
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Среднее значение дисперсии равно  
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В работе [17] показано, что  
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Соотношение можно переписать в виде 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0n nF X X E k E kτ − = + τ, − , . (25) 

Полученное выражение можно записать в диф-
ференциальной форме  
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4. Теория возмущений 

Запишем уравнение Шрёдингера в квазиимпульс-
ном представлении (см. Приложение В) 
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В операторном виде это уравнение можно пере-
писать следующим образом  
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iF E k X k k−
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где ( )kϕ ,τ  – вектор-столбец, ( )E k  – диагональная 

матрица, X  – эрмитова матрица.  
Обозначим через ( )D k  матрицу, элементы кото-

рой совпадают с диагональными элементами матри-
цы ( )X k , а ( )kγ , τ  – решение невозмущённого 

уравнения  

( ) ( ) ( )( ) ( )1k iF E k D k k
k
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+ γ , τ = − − γ , τ ∂τ ∂ 

, 

( )D k  – диагональная матрица. 

Возмущённое уравнение имеет вид 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )1 .

k
k

iF E k D k X k k−

∂ ∂ 
+ ϕ ,τ = ∂τ ∂ 

= − − − δ ,τ ϕ ,τ

 (30) 

Представим решение в виде  

( ) ( ) ( )k k kϕ , τ = γ , τ + δ , τ , (31) 
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( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 ,

k
k

iF E k D k k f k
−

∂ ∂ 
+ δ , τ = ∂τ ∂ 

= − − δ , τ − , τ

 

где ( ) ( ) ( )f k X k k, τ = δ , τ γ , τ . 

Выражение (32) представляет собой систему ли-
нейных дифференциальных уравнений первого по-
рядка в частных производных. Отметим, что она 
распадается на независимые квазилинейные диффе-
ренциальные уравнения первого порядка. Получен-
ные квазилинейные уравнения первого порядка в 
частных производных можно решить известными 
методами (см. приложение Б). Таким образом, мож-

но вычислить значения функции ( )kδ , τ , что позво-

ляет на основе (31) уточнить известные решения.  

Заключение 

В работе дана строгая формулировка «теоремы ус-
корения». Приведены выражения для эволюции во 
времени средних значений оператора координаты и 
квазиимпульса. Разработан метод, позволяющий изу-
чать движение электрона в кристаллической решётке. 
В наших будущих работах этот метод будет использо-
ван для описания взаимодействия полупроводниковой 
квантовой сверхрешётки с внешним электромагнит-
ным полем. Это позволит объяснить нелинейные свой-
ства метаматериалов на основе квантовых сверхрешё-
ток, которые в дальнейшем предполагается использо-
вать при создании оптических транзисторов.  
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Приложение A 

Рассмотрим интеграл 

( ) ( ) ( )
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В результате преобразований получаем 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

exp d

,

n l
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q k u k x xu q x x

i k q X k q
k
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где  

( ) ( )dnl n l
E

X u k x u q x x
q

∗ ∂
= , ,

∂∫ . (3А) 

В последнем выражении интегрирование ведётся 
по объёму одной элементарной ячейки. 

Приложение Б 

Рассмотрим решение уравнения  

( ) ( ) ( ) ( )k c k k d k
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Решение характеристической системы [25] имеет 
вид 
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Подставляя решения первых двух уравнений 
системы (4Б) в последнее, получаем  

( ) ( )0 0 0

d

d
c k s d k s s

s

δ
= + δ + + ,τ + , (5Б) 

0 0,k τ  – произвольные константы. 

Решение уравнения (5Б) имеет вид 

( ) ( ) ( )( )00
exp d ,

s

s A s c k y yδ = +∫  (6Б) 

( )A s  – функция, подлежащая определению. 

Подставляя представление для ( )sδ  в уравнение 

(5Б), получаем дифференциальное уравнение отно-

сительно функции ( )A s : 
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Решая это уравнение, получаем  
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где 0δ  – произвольная константа. 

В результате решение характеристического урав-
нения можно записать в виде  
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Тогда решение характеристической системы с 
начальными условиями (3’Б) имеет вид  
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Выражая теперь переменные ,s t  через ,k τ  и 
используя начальные условия, получаем решение 
исходного уравнения (1Б) в частных производных 
в виде 
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Приложение В 

Получим уравнение Шрёдингера в квазиим-
пульсном представлении при наличии возмущения. 
В координатном представлении гамильтониан урав-
нения имеет вид 

( )0 1f
H H Fx V x= − + , τ , (1В) 
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где ( )0V x  – периодический потенциал кристалличе-

ской решётки, ( )1 ,V x τ  – возмущение, вызванное 

внешним полем. Тогда представим решение уравне-
ния Шрёдингера в виде 
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Умножим (4В) скалярно на ( )m
k xφ ,   
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К сожалению, полученное уравнение (6В) являет-
ся интегро-дифференциальным, а значит, получить 
его решение в аналитическом виде нельзя. Однако 
мы можем записать соответствующее ему прибли-
жённое дифференциальное уравнение. Для этого за-
меним функцию fn(k,τ) на ϕn(k,τ), которая является 
решением уравнения в отсутствие возмущения. 

В этом случае интегро-дифференциальное урав-
нение превращается в квазилинейное дифференци-
альное уравнение в частных производных: 

( )

( ) ( )( ) ( )1 ,

k
k

iF E k X k k−

∂ ∂ 
+ ϕ ,τ = ∂τ ∂ 

= − − , τ ϕ ,τ

  (7В) 

которое можно решить известными (Приложение Б) 
методами (здесь ϕ(k,τ) – вектор-столбец ϕn(k,τ)). 
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THE PERTURBATION THEORY FOR SCHRODINGER EQUATION  
IN THE PERIODIC ENVIRONMENT IN MOMENTUM REPRESENTATION 
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Abstract 

In article some known results about Bloch Oscillations movement in a crystal in pulse representa-
tion are considered. We emphasize that the electron movement description is incomplete in a some au-
thors statement. Actually, the exact description of electron behaviour in a crystal lattice is possible only 
on the basis of Schrödinger equation decision in pulse representation. The approached decisions of 
Schrödinger equation for electron behaviour in periodic potential of a crystal lattice and the equation for 
evolution of average values of the impulse and coordinate operator are received. For the electron behav-
iour description in a crystal lattice presence of homogeneous electric field and the indignation caused by 
an external electromagnetic wave the theory of indignations is used. The presented methods can be used 
further for calculation of optical devices including optical transistors. 

Key words: Schrödinger equation, pulse representation, a crystal lattice, momentum representation. 
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