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Аннотация 
Расчёт осесимметричных оптических элементов светодиодов, содержащих поверхность, 

работающую по принципу полного внутреннего отражения, сведён к численному интегри-
рованию дифференциальных уравнений первого порядка, разрешённых относительно про-
изводной. Рассчитаны примеры оптических элементов, формирующие равномерные рас-
пределения интенсивности и освещённости в областях с угловым размером 40°. Световая 
эффективность рассчитанных оптических элементов составляет 90–92 % при неравномерно-
сти формируемого распределения освещённости менее 4 %. Получена зависимость нерав-
номерности формируемого светового распределения от размеров протяжённого источника. 
Показано, что разработанные методы демонстрируют хорошую работоспособность в случа-
ях, когда расстояние до внутренней поверхности в 5 раз и более превышает характерный 
размер источника. 
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Введение 

В настоящее время светодиодные источники из-
лучения занимают всё большую и большую часть 
российского рынка. Одной из наиболее наукоёмких 
частей светодиодного светотехнического устройства 
является вторичная оптика – оптические элементы, 
преломляющие световой поток от источника и на-
правляющие его в заданную область. Расчёт таких 
оптических элементов даже в приближении точеч-
ного источника излучения и одной преломляющей 
поверхности сводится к решению нелинейного 
дифференциального уравнения в частных производ-
ных типа уравнения Монже–Ампера [1], что являет-
ся крайне сложной задачей. 

В случае формирования узкоугольных распре-
делений освещённости с угловым размером менее 
50–60° используется так называемая TIR-оптика, 
или оптика, работающая по принципу полного 
внутреннего отражения. Такие оптические элементы 
имеют достаточно сложную конструкцию. Как пра-
вило, они содержат внутреннюю поверхность, через 
которую лучи от источника попадают внутрь опти-
ческого элемента, боковую поверхность, на которой 
боковые лучи испытывают полное внутреннее от-
ражение и поворачиваются на большие углы поряд-
ка 60–90°, и верхнюю внешнюю поверхность, через 
которую лучи выходят из оптического элемента. 

Для расчёта TIR-оптики, как правило, использу-
ются различные итерационные методы, позволяю-
щие оптимизировать форму преломляющих поверх-
ностей из условия формирования заданного свето-
вого распределения [2 – 7]. Успех работы любого 
оптимизационного метода зависит от начального 
приближения. В данной работе задача расчёта таких 
оптических элементов в приближении точечного ис-
точника излучения сведена к интегрированию диф-

ференциальных уравнений первого порядка, разре-
шённых относительно производных. Соответст-
вующие дифференциальные уравнения получены 
для случая расчёта оптического элемента с плоской 
внешней поверхностью, когда формирование задан-
ного светового распределения осуществляется за 
счёт внутренней поверхности, а также для случая 
расчёта оптического элемента с внутренней колли-
мирующей и внешней асферической поверхностями. 
Рассчитаны оптические элементы, формирующие 
распределения освещённости и интенсивности с 
эффективностью более 90 % и неравномерностью 
светового распределения менее 4 %. Кроме того, по-
лучена и исследована зависимость неравномерности 
формируемого светового распределения от размера 
источника излучения. 

1. Метод расчёта TIR-оптики  
с плоской внешней поверхностью 

Рассмотрим задачу формирования заданного ра-
диально-симметричного узкоугольного светового 
распределения от точечного источника излучения с 
интенсивностью ( )0I β , где β  – зенитный угол сфе-

рической системы координат. Под узкоугольным 
световым распределением будем подразумевать 
распределение интенсивности ( )I β  или освещённо-

сти ( )E r , отличное от нуля только в области малых 

угловых размеров [ ]maxarctan( / ) 0,r fβ = ∈ β , где r  – 

радиальная координата цилиндрической системы 
координат с осью Oz, f  – расстояние от источника 

до выходной плоскости, а maxβ  – угол, определяю-

щий размеры освещаемой области и не превышаю-
щий 40 50− ° . 
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Для формирования таких световых распределе-
ний предлагается использовать конструкцию опти-
ческого элемента, изображённую на рис. 1. 

 
Рис. 1. Конструкция оптического элемента 

с плоской внешней поверхностью 

Представленный оптический элемент является 
телом вращения, полученным путём вращения про-
филя, изображенного на рис. 2, вокруг оси Oz. 
Часть (а) профиля преобразует сферический пучок 
от источника излучения, расположенного в начале 
координат, и формирует заданное световое распре-
деление. Часть (b) создаёт удалённый мнимый ис-
точник излучения в точке M , уменьшая таким об-
разом угловой размер пучка, падающего на часть 
профиля (с). Часть профиля (с) работает по принципу 
полного внутреннего отражения и, как и часть (а), 
формирует заданное световое распределение. 

 
Рис. 2. Профиль оптического элемента 

с плоской внешней поверхностью 

Рассмотрим расчёт частей профиля (а), (b) и 
(с). Для нахождения кривой (а) необходимо запи-
сать дифференциальное уравнение для её радиус-
вектора [8]: 
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где 0β  и ( )0aβ β  – угловые координаты соответст-

венно падающего и преломлённого на поверхности 
(a) лучей. 

Поверхность (b), формирующая мнимый источ-
ник излучения в точке M , определяется исходя из 
принципа Ферма. Запишем функцию эйконала на 
окружности с центром в точке мнимого источника: 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 02 sinb b br n n r l r lβ − β + + β β = Ψ , (2) 

где ( )br β  – функция длины радиус-вектора части (b) 

профиля, а l  – расстояние между реальным и мни-
мым источниками. Уравнение (2) представляет со-
бой квадратное уравнение относительно длины ра-
диус-вектора ( )br β , коэффициенты которого зави-

сят от параметров 1n , 2n , 0Ψ  и l . 

Профиль поверхности (с), работающей по прин-
ципу полного внутреннего отражения, рассчитыва-
ется по формуле [9] 

( ) ( ) ( )d / 2
ctg

d 2
c c

c

r
r

γ π − γ −β γ
= γ

γ
, (3) 

где γ  – угол между лучом, падающим на поверх-

ность (с), и осью Ox, а ( )cβ γ  – угловая координата 

отражённого луча. 
Необходимо отметить, что, так как поверхность (с) 

работает по принципу полного внутреннего отраже-
ния, на угловые координаты γ  и ( )cβ γ  накладыва-

ется следующее ограничение: 

( )2

2
c

TIR

π + γ −β γ
> α , (4) 

где ( )1 2arcsinTIR n nα =  – угол полного внутреннего 

отражения. При несоблюдении условия (4) световой 
поток будет не отражаться на поверхности (с), а 
преломляться на ней, что повлечёт падение световой 
эффективности оптического элемента. Это условие 
может перестать выполняться для некоторых частей 
поверхности (с) в случае формирования распределе-
ния интенсивности с достаточно большим угловым 
размером maxβ  при малом значении параметра 0 maxβ . 

Расчёт функций лучевого соответствия ( )0aβ β  и 

( )cβ γ  отличается в случаях формирования заданно-

го распределения интенсивности и освещённости и 
приведён ниже. 

1.1. Нахождение функций лучевого соответствия 
в случае формирования заданного распределения 

интенсивности 

Функции лучевого соответствия ( )0aβ β  и ( )cβ γ  

определяются из закона сохранения светового пото-
ка. Световой поток, проходящий до оптического 
элемента через элементарный телесный угол 

0 0 0d 2 sin dΩ = π β β , должен быть равен световому 
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потоку, проходящему после оптического элемента 
через соответствующий элементарный телесный 
угол d 2 sin dΩ = π β β . Запишем этот закон в диффе-

ренциальной форме: 

( ) ( )0 0 0 02 sin d 2 sin dI Iπ β β β = π β β β , 

или 

( )
( )

0 0 0

0

sind
,

d sin

I

I

β ββ =
β β β

 (5) 

здесь 0β  – угловая координата луча до преломления 

на внутренней поверхности оптического элемента, а 
β  – его угловая координата после выхода из опти-

ческого элемента. 
В случае ламбертовского источника излучения и 

требуемого равномерного распределения интенсивно-
сти ( ( )I Iβ ≡ ) зависимость ( )0β β  для центральной 

части (a) профиля оптического элемента может быть 
получена из уравнения (5) в аналитическом виде: 

( ) ( ) max
0 0

0max

1 cos
arccos 1 1 cos2

1 cos2

 − β
β β = − − β − β 

, (6) 

здесь 0 maxβ  – угол, определяющий границу между 

частями (а) и (b) преломляющей поверхности. Угло-
вая координата луча ( )0aβ β  до преломления на 

верхней плоской поверхности рассчитывается по за-
кону Снеллиуса: 

( ) ( )1
0 0

2

arcsin sina

n

n

 
β β = β β 

 
. (7) 

Выражение для функции лучевого соответствия 

( )cβ γ  также может быть получено в аналитическом 

виде в случае ламбертовского источника излучения 
и равномерного распределения интенсивности: 

( ) ( )1

2

arcsin sinc

n

n

 
β γ = β γ 

 
, (8) 

где 

( ) ( )2max
02

0max

1 cos
arccos 1 cos

cos

 − β
β γ = − β γ β 

. (9) 

Выражения (1)–(5) содержат три дифференци-
альных уравнения первого порядка, разрешённых 
относительно производных, и позволяют путём чис-
ленного интегрирования (например, методом Рунге–
Кутты) рассчитать профиль оптического элемента, 
формирующего заданное распределение интенсив-
ности в круглой области при точечном источнике 
излучения. 

1.2. Нахождение функций лучевого соответствия 
в случае формирования заданного распределения 

освещённости 

При формировании заданного распределения ос-
вещённости функции лучевого соответствия ( )0aβ β  

и ( )cβ γ  определяются, как и в пункте 1.1, из закона 

сохранения светового потока. В этом случае закон 
сохранения светового потока записывается следую-
щим образом: 

( ) ( )0 0 0 0 02 sin d 2 dI E r r rπ β β β = π , 

или 

( )
( )

0 0 0

0 0

sind
,

d

Ir

E r r

β β
=

β
 (10) 

где ( )0E r  – требуемое распределение освещённости 

в выходной плоскости. 
В случае ламбертовского источника и равномер-

ного распределения освещённости решение уравне-
ния (10) для части (a) поверхности может быть по-
лучено в аналитическом виде: 

( ) 0
0

0max

sin

sin
r R

β
β =

β
, (11) 

где R  – радиус освещаемого круга. С учётом выра-
жения (11) и геометрии задачи угловая координата 
луча внутри оптического элемента ( )0aβ β  рассчи-

тывается следующим образом: 

( ) 01
0

2 0max

sin
arcsin sin arctan

sina

n R

n f

  β
β β =   β   

. (12) 

Аналогично, записав закон сохранения светового 
потока для части (c) поверхности, получим зависи-
мость ( )r γ : 

( ) ( )2
0

2
0max

1 sin

1 sin
r R

− β γ
γ =

− β
. (13) 

Функция лучевого соответствия ( )cβ γ  определяется 

из геометрических соображений и равна 

( ) ( )1

2

arcsin sin arctanc

rn

n f

  γ
β γ =       

. (14) 

Как и в случае формирования заданного распре-
деления интенсивности, решение задачи формиро-
вания заданного распределения освещённости сво-
дится к численному интегрированию трёх незави-
симых дифференциальных уравнений первого по-
рядка (1), (3) и (10), разрешённых относительно 
производных. 

2. Метод расчёта TIR-оптики  
с асферической внешней поверхностью 

В пункте 1 для управления световым потоком 
использовался внутренний профиль, состоящий из 
частей (a), (b) и (c), а верхняя поверхность оптиче-
ского элемента считалась плоской. В некоторых 
случаях удобно, чтобы внутренняя поверхность TIR-
оптики была коллимирующей, а управление свето-
вым потоком осуществлялось с помощью внешней 
поверхности. Рассмотрим расчёт внешней поверх-
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ности из условия формирования заданного радиаль-
но-симметричного распределения освещённости 

( )0E r  в плоскости z f=  при коллимирующей 

внутренней поверхности. 
Форма внешней поверхности однозначно опре-

деляется её профилем ( )z ρ . Получим дифференци-

альное уравнение первого порядка, разрешённое от-
носительно производной d dz ρ  для расчёта этого 

профиля. 
Производная d dz ρ  численно равна отношению 

zn nρ−  компонент единичного вектора нормали к 

профилю. Выразим единичный вектор нормали в 
виде линейной комбинации единичных векторов па-
дающего и преломлённого лучей: 

0 0 1 1c c= +n a a . (15) 

Умножив векторно обе части уравнения (15) на n , 
получим равенство 

[ ] [ ]0 0 1 1, ,c c= −a n a n . (16) 

Сравнив равенство (16) с законом Снеллиуса, най-
дём отношение коэффициентов 1 0 1c c n= − , где n  

– показатель преломления оптического элемента. 
Приняв во внимание тот факт, что вектор n  являет-
ся единичным, получим, что 

( )

1
1 0

2

2
1 1

0 12
22

1 2 ,

n

n

n n

nn

−
=

+ −

a a
n

a a

. (17) 

Зная единичный вектор нормали n , несложно запи-
сать дифференциальное уравнение для профиля 
внешней преломляющей поверхности: 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

1

1 2 1

2 2

2 1

d

d

.

z

az

n n a

r

n n r f z f z

ρ= =
ρ −

ρ − ρ
=

ρ − ρ + − ρ − − ρ

(18) 

Правая часть уравнения (18) зависит только от ко-
ординаты ρ  и функции ( )z ρ , поэтому оно может 

быть численно проинтегрировано любым стандарт-
ным способом (например, с помощью метода Рунге–
Кутта). 

Функция лучевого соответствия ( )r ρ , входящая 

в уравнение (18) и определяющая зависимость ко-
ординаты r  луча в выходной плоскости от его ко-
ординаты ρ  в плоскости перед преломляющей по-

верхностью, может быть найдена из закона сохране-
ния светового потока аналогично пунктам 1.1 и 1.2. 
В данном случае закон сохранения светового потока 
записывается следующим образом: 

( ) ( )02 d 2 dE E r r r′ ρ πρ ρ = π , (19) 

где ( )E′ ρ  – распределение освещённости в плоско-

сти перед верхней поверхностью, а ( )0E r  – требуе-

мое распределение освещённости в выходной плос-
кости. Функцию освещённости ( )0E′ ρ  можно счи-

тать известной, так как известна форма коллими-
рующих профилей (a), (b) и (c). 

В случае равномерного распределения освещён-
ности в выходной плоскости функция лучевого со-
ответствия ( )r ρ  явно выражается из (19) как 

( )
( )

( )
max

1/2

0

0

d

d

E

r R

E

ρ

ρ

 
′ ξ ξ ξ 

 ρ =  
 ′ ξ ξ ξ 
 

∫

∫

, (20) 

где ρmax – радиус оптического элемента, а R – радиус 
освещаемой области в выходной плоскости. 

3. Примеры расчёта оптических элементов 
Представленные выше методы расчёта оптиче-

ских элементов были реализованы на языке програм-
мирования Matlab. Ниже приведены результаты рас-
чёта и моделирования оптических элементов, форми-
рующих типовые распределения освещённости. 

В качестве примера с помощью выражений (1)–
(3), (5) был рассчитан оптический элемент, форми-
рующий диаграмму направленности с полным угло-
вым размером 40°. Профиль оптического элемента 
изображён на рис. 3. Показатель преломления мате-
риала оптического элемента считался равным 1,5. 

 
Рис. 3. Профиль оптического элемента, формирующего 

равномерное распределение интенсивности  
с угловым размером 40° 

На рис. 4 приведено промоделированное распре-
деление интенсивности, формируемое рассчитанным 
оптическим элементом. Размер формируемого рас-
пределения интенсивности равен 40°, а тип распреде-
ления интенсивности соответствует равномерному. 

На рис. 5 изображён оптический элемент, рас-
считанный с помощью метода (1)–(3), (10) и форми-
рующий равномерное распределение освещённости 
в круге с радиусом 400 мм на расстоянии 1000 мм от 
точечного ламбертовского источника излучения. 
Как и в предыдущем случае, при расчёте, показатель 
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преломления оптического элемента был принят 1,5, 
а угол β0max равным 30°. 

Распределение освещённости, формируемое рас-
считанным оптическим элементом, показано на 
рис. 6. Световая эффективность оптического элемен-
та составляет 92,0 %, а относительное среднеквадра-
тичное отклонение (СКО) формируемого распреде-
ления освещённости от равномерного – менее 5 %.  

 
Рис. 4. Распределение интенсивности, формируемое 

профилем, приведённым на рис. 3 

 
Рис. 5. Профиль оптического элемента, формирующего 

равномерное распределение освещённости в круге 
с радиусом 400 мм 

Необходимо заметить, что значение световой 
эффективности 92 % является максимально возмож-
ным, так как по 4 % светового потока неизбежно от-
ражается на нижней и верхней преломляющих по-
верхностях вследствие френелевских потерь. 

Для сравнения на рис. 7 изображён профиль опти-
ческого элемента, рассчитанного при тех же парамет-
рах, что и оптический элемент на рис. 6, но форми-
рующего заданное распределение освещённости за 
счёт внешней асферической поверхности. Несмотря 
на то, что расстояние от источника до внутренней по-
верхности осталось тем же (3 мм), габаритные разме-
ры оптического элемента существенно увеличились: 
высота выросла в 2,2 раза, а диаметр – в 1,6 раза. 

На рис. 8 приведено распределение освещённо-
сти, формируемое рассчитанным оптическим эле-
ментом в выходной плоскости. Относительное СКО 
формируемого распределения освещённости состав-

ляет 5,8 %, а световая эффективность оптического 
элемента равна 90 %. 

Сравнение распределений освещённости на рис. 6 
и рис. 8 показывает, что использование плоской 
внешней поверхности оптического элемента позволя-
ет достичь световых характеристик не хуже, чем ис-
пользование асферической поверхности, при мень-
ших габаритных размерах оптического элемента. 

а)  

б)  
Рис. 6. Полутоновое распределение освещённости, 
формируемое оптическим элементом с профилем, 
приведённым на рис. 5 (а); сечение распределения 

освещённости в плоскости v=0 (б) 

 
Рис. 7. Профиль оптического элемента с верхней 

асферической поверхностью, формирующего 
равномерное распределение освещённости  

в круге с радиусом 400 мм 
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Примеры, приведённые на рис. 3 – 8, подтвер-
ждают работоспособность предложенных методов. 
При угловых размерах освещаемой области, не пре-
вышающих 50–60°, использование оптических эле-
ментов с TIR–поверхностями позволяет достичь 
световой эффективности более 90 %. Отметим, что 
использование оптических элементов, не содержа-
щих поверхностей, работающих по принципу пол-
ного внутреннего отражения, в принципе не позво-
ляет эффективно формировать освещённые области 
с угловыми размерами менее 60–70°. Это связано с 
ограниченными возможностями рефракционной по-
верхности при повороте лучей. 

а)  

б)  
Рис. 8. Полутоновое распределение освещённости, 
формируемое оптическим элементом с профилем, 
приведённым на рис. 7 (а); сечение распределения 

освещённости в плоскости v=0 (б) 

Вышеприведённые методы расчёта осесиммет-
ричных оптических элементов разработаны для слу-
чая точечного источника излучения. Оптические эле-
менты на рис. 5 и рис. 7 были промоделированы так-
же и с протяжёнными источниками излучения. Мо-
дель протяжённого источника представляла собой 
круглую площадку, излучающую по закону Ламбер-
та. На рис. 9 приведены зависимости неравномерно-
сти формируемого распределения освещённости от 
радиуса источника излучения. Графики на рис. 9 по-
казывают, что предложенные выше методы обеспе-
чивают хорошую работоспособность в случае, когда 
диаметр источника меньше расстояния до внутренней 
поверхности в 5 раз и более – в этом случае СКО 
формируемого распределения освещённости состав-
ляет менее 10 %, а эффективность оптических эле-

ментов практически не уменьшается. При больших 
размерах источника на финальном этапе расчёта оп-
тического элемента необходимо использовать опти-
мизационные методы, учитывающие реальные раз-
меры источника излучения. Тем не менее выражения 
(1)–(5) могут быть успешно использованы для расчё-
та начального приближения перед оптимизацией. 

 
Рис. 9. Зависимости неравномерности формируемого 

распределения освещённости от относительного 
диаметра источника излучения для оптических 
элементов на рис. 5 (сплошная линия) и на рис. 7 

(точечная линия) 

Заключение 
Задача расчёта осесимметричных оптических эле-

ментов для светодиодов, содержащих поверхность, ра-
ботающую по принципу полного внутреннего отраже-
ния, сведена к численному интегрированию дифферен-
циальных уравнений первого порядка, разрешённых от-
носительно производных. Рассмотрены две конструк-
ции оптических элементов – с плоской и асферической 
внешней поверхностью. Показано, что использование 
оптических элементов, в которых заданное световое 
распределение формируется за счёт внутренней поверх-
ности, является более целесообразным, так как такие 
оптические элементы имеют наименьшие габаритные 
размеры при прочих сходных характеристиках. Иссле-
дована зависимость неравномерности формируемого 
светового распределения от размеров протяжённого ис-
точника. Показано, что разработанные методы демонст-
рируют хорошую работоспособность в случаях, когда 
размер источника меньше расстояния до внутренней 
поверхности в 5 раз и более. 
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DESIGN OF LED TIR-OPTICS PRODUCING 
PRESCRIBED ILLUMINANCE DISTRIBUTIONS IN CIRCLE REGIONS 

M.A. Moiseev, L.L. Doskolovich, E.V. Byzov, S.V. Kravchenko 
Image Processing Systems Institute of the RAS, 

S.P. Korolyov Samara State Aerospace University (National Research University) 

Abstract 

The problem of axis-symmetrical LED TIR-optics design is reduced to the numerical integra-
tion of the first-order explicit differential equations. The examples of optical elements producing 
uniform illuminance distributions with angle size of 40° are computed. The light efficiency of 
computed optical elements is 90%–92% and the nonuniformity of generated irradiance distribution 
is less than 4%. The dependence of nonuniformity on the size of light source is obtained. It is 
shown that the proposed solution provides good performance in case when the size of the light 
source is 5 (or more) times smaller than the distance from the light source to the inner surface of 
the optical element. 

Key words: secondary optics, total internal reflection, irradiance distribution, intensity distribu-
tion, aspherical surface. 
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