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Аннотация 
Рассмотрен расчёт преломляющей поверхности для формирования изображения в виде 

линии. Предложено представление поверхности в виде огибающей семейства картезиан-
ских овалов. Для задачи формирования диаграммы направленности в виде прямоугольника 
предложено приближённое решение в виде преломляющей поверхности, формирующей 
мнимое изображение в виде отрезка. 
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Введение 

Формирование изображений в виде линии явля-
ется актуальным для задач лазерной оптики, радио-
физики и светотехники. Задача расчёта оптического 
элемента для формирования изображения в виде ли-
нии состоит в определении формы преломляющей  
поверхности оптического элемента из условия, что 
преломлённые лучи приходят в точки на линии. При 
этом линия является каустикой семейства прелом-
лённых лучей. 

Методы решения задач данного класса в при-
ближении геометрической оптики хорошо разрабо-
таны для дифракционных оптических элементов [1–
4]. В этом случае задача ставится как задача расчёта 
эйконала светового поля на некоторой поверхности 
(обычно на плоскости), обеспечивающего заданные 
направления распространения лучей. Восстановле-
ние формы поверхности дифракционного элемента 
по функции эйконала предполагает использование 
приближения тонкого оптического элемента [5]. Ис-
пользование данного приближения недопустимо при 
расчёте поверхностей, преломляющих лучи на 
большие углы (более 5...10°).  

В работах [6–10] предложены итерационные ме-
тоды расчёта преломляющих оптических элементов 
для формирования изображения в виде набора то-
чек. Данные методы могут быть использованы для 
расчёта преломляющих поверхностей, формирую-
щих сложные двумерные изображения, и в том чис-
ле изображения в виде линии [7]. Однако методы 
[6–10] являются вычислительно сложными из-за не-
обходимости многократного решения прямой задачи 
на каждом шаге итерационного процесса. 

В данной работе рассматривается расчёт пре-
ломляющей поверхности для формирования изо-
бражения в виде линии. Поверхность представле-
на в аналитическом виде, соответствующем оги-
бающей семейства картезианских овалов. Рас-
смотрен расчёт преломляющей поверхности, фор-
мирующей изображение в виде отрезка. Такая по-
верхность является приближённым решением за-
дачи формирования диаграммы направленности в 
виде прямоугольника. 

1. Расчёт преломляющей поверхности 
для фокусировки в кривую 

Рассмотрим задачу расчёта поверхности Q для 
формирования изображения в виде линии при сфе-
рическом падающем пучке. Поверхность Q является 
границей раздела двух сред с показателями прелом-
ления n1 и n2. Сферический пучок формируется то-
чечным источником, расположенным в начале коор-
динат (рис. 1). Линия задана векторной функцией 
одного аргумента 

( )( ) ( ), ( ), ( )X Y Zσ = σ σ σX , [ , ]
2 2

π πσ ∈ − , (1) 

где σ – натуральный параметр.  

 
Рис. 1. Геометрия задачи формирования ДН  

в виде прямоугольника 

Поверхность Q предлагается определить в виде 
огибающей семейства поверхностей по параметру σ, 
каждая из которых фокусирует падающий пучок от 
источника в точку X(σ) линии. Уравнение поверх-
ности несложно получить из принципа Ферма 
(принцип равенства оптических путей от источника 
к точке на кривой) в виде [5]: 

1
( ) ( )

n
± σ − = ψ σM X M , (2) 

где ( ), ,x y z=M , 2 1/n n n=  – относительный пока-

затель преломления, ψ(σ) – константа при фиксиро-
ванном σ. Уравнение (2) определяет поверхность в 
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неявном виде в декартовых координатах. Знаки «±» 
в левой части соответствуют случаям действитель-
ного и мнимого фокуса. Поверхность (2) является 
картезианским овалом [5]. Уравнение огибающей 
определяется уравнением (2) и его производной по 
параметру σ [10]: 

( ) d ( ) d ( )
,

( ) d d

 σ − σ ψ σ=  σ − σ σ 

X M X
X M

. (3) 

Таким образом, поверхность для формирования 
изображения в виде линии (1) определяется систе-
мой уравнений (2), (3).  

Так как σ является натуральным параметром, то 
из уравнения наклонов [1] можно показать, что 
d ( )

1
d

ψ σ ≤
σ

. Таким образом, уравнение (3) является 

уравнением кругового конуса с единичным векто-
ром оси 

d ( )
( )

d

σσ =
σ

X
a , (4) 

совпадающим с касательной к кривой фокусировки, 
и углом при вершине 

d ( )
( ) arccos

d

ψ σ α σ =  σ 
. (5) 

Введём единичный вектор ( , )σ ϕq , являющийся 

образующей конуса лучей (3), где ϕ  – некоторый 

параметр, описывающий положение вектора на ко-
нусе. Запишем уравнение преломляющей поверхно-
сти в параметрическом виде: 

( )( , ) ( , ), ( , ), ( , )

( ) ( , ) ( , ),

x y z

l

σ ϕ = σ ϕ σ ϕ σ ϕ =
= σ + σ ϕ ⋅ σ ϕ
M

X q
 (6) 

где ( , )l σ ϕ  – расстояние по направлению ( , )σ ϕq  от 

точки линии ( )σX  до поверхности. Подставив (6) в 

(2), получим для ( , )l σ ϕ  следующее уравнение: 

1
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )l l

n
σ + σ ϕ σ ϕ ± σ ϕ = ψ σX q . (7) 

Легко видеть, что расчёт ( , )l σ ϕ  из уравнения (7) 

сводится к решению квадратного уравнения. 
Получим ещё одно представление огибающей 

семейства картезианских овалов. Представим карте-
зианский овал (2) в виде: 

( ; ) ( ) ( ; )lσ = ⋅ σM u e u u , (8) 

где ( , )u v=u  – некоторые криволинейные коорди-

наты, ( )e u  – единичный вектор направления (вектор 

луча от точечного источника), ( ; )l σu  – расстояние 

по направлению луча от источника до поверхности. 
Подставив (8) в (2), получим для ( ; )l σu  следующее 

уравнение: 

( ) ( ) ( )1
; ( ) ; ( )l l

n
σ ± σ − σ = ψ σu X u e u . (9) 

Расчёт ( ; )l σu  из уравнения (9) сводится к реше-

нию квадратного уравнения. Уравнение огибающей 
семейства картезианских овалов, записанных в па-
раметрическом виде (8), определяется уравнениями 
(8), (9) и условием [11]: 

( );
0

l∂ σ
=

∂σ
u

. (10) 

Последнее условие также определяет уравнение 
конуса (3), где точка поверхности M  определена в 
виде (8). 

Рассмотрим случай, когда размеры поверхности 
являются малыми по сравнению с расстоянием до 
линии, то есть при l  / |X| << 1. Разлагая корень в (9), 
получим: 

( )
( ) ( )( )( )
1( )

;
1 ,

l
n

ψ σ
σ =

σ
u

e u p∓

, (11) 

где ( )1( ) ( ) ( )nψ σ = ψ σ σX∓ , ( ) ( ) / ( )σ = σ σp X X . 

Без потери общности рассмотрим случай знака «–» в 
знаменателе в (11). При условии (11) уравнение (10) 
принимает вид: 

( )
( , ), ( ),

( )
u v

 σ = ζ σ  σ 

v
e

v
 (12) 

где  

1
1

d ( ) d ( )
( ) ( ) ( )

d d

ψ σ σ σ = σ − ψ σ σ σ 

p
v p , (13) 

1d ( )1
( ) ( )

dn

ψ σζ σ = σ
σ

v . (14) 

Уравнение (12) соответствует уравнению круго-
вого конуса c вершиной в начале координат (точка 
расположения источника излучения) и осью v(σ). 
Точно такое же уравнение конуса возникает в задаче 
формирования диаграммы направленности, пред-
ставленной функцией p(σ)=X(σ)/|X(σ)| [12, 13]. Та-
ким образом, в рассмотренном приближении 
(|X| >> l) лучи, приходящие от источника на прелом-
ляющую поверхность, которые после преломления 
попадают в точку X(σ), лежат на поверхности кру-
гового конуса (12). 

Представление поверхности в виде (8), (9), (12) 
является приближённым, но в ряде случаев позволя-
ет существенно упростить расчёт. Как показано да-
лее, при формировании изображения в виде отрезка 
указанное представление позволяет свести расчёт 
преломляющей поверхности к интегрированию двух 
дифференциальных уравнений, разрешённых отно-
сительно производной. 

2. Преломляющая поверхность для формирования 
мнимого изображения отрезка (прямоугольной 

диаграммы направленности) 
Рассмотрим задачу формирования диаграммы 

направленности (ДН) в виде прямоугольника. При-
ближённым решением данной задачи является пре-
ломляющая поверхность, формирующая изображе-
ние в виде отрезка. 
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Будем рассматривать формирование мнимого 
изображения отрезка, так как в этом случае потери 
энергии, связанные с полным внутренним отраже-
нием лучей от поверхности, будут значительно 
меньше, чем при формировании изображения дейст-
вительного отрезка. Геометрия задачи представлена 
на рис. 1. Поверхность для формирования мнимого 
изображения в виде отрезка A1A2 является огибаю-
щей семейства картезианских овалов (2), каждый из 
которых формирует сферический пучок, исходящий 
из точки X(σ), лежащей на отрезке A1A2. Угол γ(σ) 
определяет размер ДН по оси Oy и зависит от рас-
стояния h от начала координат до отрезка A1A2. 
Уравнение огибающей поверхности определяется 
выражениями (3), (6), (7). 

Аналогично подходу, представленному в работах 
[12, 13], предлагается расчёт трёхмерной поверхно-
сти огибающей проводить через расчёт цилиндриче-
ского профиля r  (σ), являющегося сечением поверх-
ности плоскостью y =  0. Функция r  (σ) определяется 
из дифференциального уравнения вида [12, 13]: 

( )
1 2

d sin ( ( ))
( )

d ( / ) cos ( ( ))

r
r

n n

σ σ − β σ= − σ
σ − σ − β σ

. (15) 

Функция β(σ) определяет распределение энергии 
вдоль отрезка. Для расчёта функции β(σ) будем ис-
пользовать дифференциальное уравнение первого 
порядка, полученное в [13] для случая формирова-
ния ДН в виде отрезка. Данное дифференциальное 
уравнение получено при условии, что световой по-
ток, заключенный между конусами (12), переходит в 
соответствующий элемент ДН. Указанное условие 
соответствует приближению |X| >> l, рассмотренно-
му в пункте 1. Авторы не приводят в данной статье 
вид дифференциального уравнения для функции 
β(σ) из работы [13] в силу его громоздкости. Однако 
следует отметить, что дифференциальное уравнение 
в [13] является разрешённым относительно произ-
водной. Интегрирование этого уравнения является 
тривиальной задачей и может быть выполнено с ис-
пользованием стандартного метода Рунге–Кутты. 
После расчёта функции β(σ) дальнейший расчёт 
огибающей поверхности может быть провёден по 
формуле (6), где 

cos ( )
2

( , ) sin sin ( )
2

sin ( ) cos
2

 π  −β σ  
  

 π σ ϕ = ϕ −β σ  
  

 π −β σ ϕ  
  

q , (16) 

( )
( )cos( )

( )sin( )
ctg ( )

( ) 0

h r
r

h

− σ σ σ σ − β σ
 
 σ =
 

− 
 
 

X , (17) 

0( ) ( ) ( ) ( )nrψ σ = σ + σ − σM X , (18) 

( )0( ) ( )sin( ),0, ( )cos( )r rσ = σ σ σ σM . (19) 

При этом функция l  (σ, φ) может быть получена 
из квадратного уравнения (7) в виде: 

( )( )(
( )( ) ( )( )

2

2 22 2 2 2
2

( , ) ,

1
, 1 .

1

l n

n n n
n

σ ϕ = − ψ − +

+ ψ − − − − ψ − 

X q

X q X
 (20) 

Случай отрицательного дискриминанта соот-
ветствует случаю полного внутреннего отражения. 
В данных точках преломляющая поверхность не 
определена. 

Использование данного приближения при расчё-
те функции β(σ) обуславливает приближённый харак-
тер решения задачи формирования ДН в виде прямо-
угольника. 

На рис. 2 представлена поверхность для формиро-
вания ДН в виде прямоугольника с угловыми разме-
рами 120° по оси Ox и 40° по оси Oy, рассчитанная по 
полученным формулам. Данная ДН соответствует 
формированию мнимого изображения отрезка в 
плоскости z = 10 мм. Максимальные размеры поверх-
ности вдоль осей координат Ox, Oy, Oz составляют 
16,57 мм, 10,52 мм и 10 мм, соответственно. 

 
Рис. 2. Поверхность для формирования ДН в виде 
прямоугольника с угловыми размерами 120°×40° 

На рис. 3 представлен результат моделирования 
работы рассчитанной поверхности в коммерческой 
программе по светотехнике TracePro [14]. Результат 
моделирования показывает хорошее качество фор-
мируемой ДН. Среднеквадратичное отклонение по-
лученного распределения интенсивности от равно-
мерного составило около 15%. Световая эффектив-
ность оптического элемента (доля излучённого све-
тового потока, попадающая в области заданной ДН) 
составила около 67%. Такие потери объясняются 
полным внутренним отражением лучей. Действи-
тельно, максимально возможный угол поворота луча 
при преломлении на поверхности в случае n1

 = 1,5, 
n2

 = 1 составляет менее 49°. При формировании ДН с 
рис. 3 максимальный угол поворота луча составляет 
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90°, что и обуславливает значительные энергетиче-
ские потери. 

 

Рис. 3. ДН в виде прямоугольника, формируемая 
поверхностью с рис. 2 

Заключение 

Получено общее представление преломляющей 
поверхности для формирования изображения в ви-
де линии, соответствующее огибающей семейства 
картезианских овалов. Предложено приближённое 
решение задачи формирования прямоугольной ДН 
соответствующей преломляющей поверхности, 
формирующей мнимое изображение отрезка. Про-
ведён расчёт преломляющей поверхности для фор-
мирования прямоугольной ДН с угловыми разме-
рами 120°×40°. Результаты моделирования работы 
поверхности показали высокое качество форми-
руемой ДН. 
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DESIGN OF REFRACTING SURFACE TO GENERATE  
A LINE-SHAPED IMAGE 

A.Yu. Dmitriev1, L.L. Doskolovich1,2 
1 Image Processing Systems Institute of the RAS, 

2 S.P. Korolyov Samara State Aerospace University (National Research University) 

Abstract 

A method of designing a refracting surface to generate a line-shaped image is presented. A re-
lationship for the surface is derived as an envelope of family of cartesian ovals. The refracting sur-
face that generates the imaginary picture of the line-segment is presented as an approximate solu-
tion of the problem of generating the rectangular directivity diagram. 

Key words: geometric optics, refractive freeform surface, directivity diagram, rays. 
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