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Введение 

Перспективным методом проведения исследова-

ний в компьютерной оптике является вычислитель-

ный эксперимент. При этом с развитием нанофото-

ники и нанооптики наиболее популярным инстру-

ментом для постановки таких экспериментов 

становятся методы решения разностных уравнений 

Максвелла.  

Например, FDTD-метод (Finite-Difference Time-

Domain method) моделирования распространения 
электромагнитного излучения в рамках строгой тео-

рии дифракции [1 – 3]. Характеризуясь универсаль-

ностью, метод известен высокой вычислительной 

сложностью. Так, при исследовании алмазных плё-

нок возникает необходимость в задании сеточной 

области протяжённостью до нескольких миллионов 

узлов, т.к. характерные неоднородности в поликри-

сталлической структуре алмаза, являющиеся цен-

трами когерентной эмиссии электронов, являются 

наноразмерными (около 1 н.м), а линейные размеры 

алмазной плёнки достигают десятка сантиметров.  

Также среди методов решения уравнений Мак-
свелла широкое распространение получили методы, 

основывающиеся на численном решении уравнений 

Гельмгольца. Они находят применение в волоконной 

и интегральной оптике при моделировании процессов 

в оптических волноводах и модовом анализе распро-

страняющихся пучков. Одним из таких методов, по-

зволяющих численно решить уравнение Гельмгольца, 

является метод распространяющегося пучка [4].  

Исследование физических процессов на более 

длительных временных и более обширных простран-

ственных областях стало возможным благодаря при-
менению параллельных вычислений в математиче-

ском моделировании. Известная монография Wenhua 

Yu и др. [5] подытоживает многолетнюю практику 

составления параллельных алгоритмов FDTD-метода. 

На сайте NVidia размещены предложения реализации 

FDTD-метода с помощью GPU (например, FDTD 

solvers от компании Acceleware). Вычислительная 

сложность метода распространяющегося пучка под-

разумевает необходимость применения высокопроиз-

водительных вычислений в расчётах (например, про-

граммный пакет OlympIos [6]). Однако нерассмот-

ренными остались параллельные алгоритмы для 
разностных схем Zheng, Chen, Zhang [1 – 2].   

Традиционно решение неявных разностных 

уравнений связано с методом прогонки, который по 

сравнению с методами циклической редукции и де-

композиции области характеризуется меньшим объ-

ёмом коммуникаций и арифметических операций. 
При этом ограничение на масштабируемость алго-

ритма может быть снято в случае многомерной об-

ласти [7, 8]. Особенностью предлагаемой работы 

является постановка периодических граничных ус-

ловий, необходимых, например, при моделировании 

тепловых процессов в периодических оптических 

элементах (дифракционных решётках и фотонных 

кристаллах) [9-11].  

Известны эффективные параллельные реализа-

ции алгоритма циклической прогонки на кластер-

ных вычислительных системах [12]. Однако данный 
тип систем характеризуется повышенными, хотя и 

оправданными, расходами на поддержку и установ-

ку и требует специально обученного персонала.  

В последнее время возрос интерес к параллель-

ным вычислениям на графических процессорных 

устройствах (GPU) NVIDIA и AMD в связи с их вы-

сокой производительностью, низким энергопотреб-

лением и относительно низкой стоимостью. Совре-

менное графическое процессорное устройство 

(GPU) способно выполнять большое количество 

арифметических операций параллельно. К тому же 

программно-аппаратная архитектура NVIDIA CUDA 
позволяет использовать для программирования при-

ложений на GPU стандартный язык программирова-

ния «C» с расширениями [13].  

В данной работе представлены реализации алго-

ритмов с применением технологии CUDA. Вычисле-

ния по алгоритму выполняются на гетерогенной 

(гибридной) вычислительной системе, когда в вычис-

лениях участвуют центральный процессор (ЦПУ) и 

GPU. До сих пор общепринятым подходом являлась 

организация вычислений на одном GPU (14). В на-

стоящей работе авторы проводят вычисления на двух 
графических процессорных устройствах.  

1. Решение сеточных уравнений 

методом циклической прогонки  

Положим, что при решении классической неяв-

ной разностной схемы [15] двумерной задачи тепло-

проводности методом покоординатного расщепле-
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ния используется следующая двумерная сеточная 

область 
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Переход от k-слоя к слою k+1 по времени осуще-

ствляем следующим образом:  
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k
m nU  – значение 

сеточной функции в узле (mhx,
 
nhy) на k-м времен-

ном слое, ,m nU  – изменение U на временном интер-

вале τ за счёт теплопроводности только по направ-
лению x.  

На wh задана сеточная функция gij
 
=

 
g (ihx,

 
jhy). 

После составления разностной схемы (расщеп-

ления по пространственным переменным) необхо-
димо найти решение совокупности систем линейных 

алгебраических уравнений (СЛАУ): каждой строке 

и столбцу сеточной области wh соответствует одна 

система ленточного вида. Например, разностная 

краевая задача из [15]:  
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В целом, решение всех разностных уравнений 
схемы (на одном временном слое, если схема неста-

ционарная) связано с решением M уравнений  по N 

строкам wh и N уравнений по M столбцам:  

Akyk
 
=

 
bk , (1) 

где Ak
 ∈ 

R
MXM

, yk,bk
 ∈ 

R
M

, yk
 
=

 
(gko,

 
...,

 
gkM–1), k

 
=

 
0:

 
N–1, 

aij
 ≠ 

0, для i
 ≤ 

j+1, j
 ≤ 

i+1, а также a1M
 ≤ 

0 и aM1
 ≤ 

0. 

Al
 yl

 
=

 
bl, (2) 

где Al
 ∈ 

R
NXN

, yl,bl
 ∈ 

R
N
, yl

 
=

 
(gok,

 
...

 
gN–1k)T, l

 
=

 
0:

 
M–1, 

aij
 ≠ 

0, для i
 ≤ 

j+1, j
 ≤ 

i+1, а также a1N
 ≠ 

0 и aN1
 ≠ 

0. 

Для решения СЛАУ (1) обратимся к методу цик-

лической прогонки [15]. Решение представим в виде 

линейной комбинации промежуточных сеточных 

функций (ui,vi):  
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При этом ui и vi есть решение следующих систем 

трёхточечных уравнений: 
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Нахождение прогоночных коэффициентов α, β, γ 
для 2

 
<

 
i
 
<

 
M–1 выполним в соответствии с методом: 
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Найдём ui, vi, y0 согласно формулам, после чего 

значения искомой сеточной функции (yi) вычислим 

по формуле (3). 
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СЛАУ (2) решается аналогично. 

2. Алгоритм циклической прогонки 

для одного GPU 

Будем рассматривать GPU как устройство, обла-

дающее собственной памятью, содержащее ряд пото-

ковых мультипроцессоров, каждый из которых спо-

собен одновременно выполнять некоторое количест-

во нитей. Каждый мультипроцессор работает 
независимо от остальных, и фактически GPU спосо-

бен выполнять одни и те же операции над многими 

данными одновременно.  

Возможность одновременного решения несколь-

ких СЛАУ (1) или (2) обеспечивает параллельность 

предлагаемого алгоритма. 

Т.к. решение всех разностных уравнений схемы 

связано с решением N СЛАУ (1) и M СЛАУ(2), то 

первоначально вычисления по алгоритму были ор-

ганизованы таким образом, что каждая нить вызы-

ваемого единственного ядра выполняла решение 

одной СЛАУ в соответствии с формулами метода 
циклической прогонки [15]. Данная реализация ока-

залась неэффективной ввиду необходимости пере-

сылки и хранения больших объёмов данных 
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(10×M×N, где M, N – размеры сеточной области) и 

невозможности полной загрузки нити в связи с ог-

раничениями на память GPU. Поэтому была выпол-

нена декомпозиция вычислений, т.е. алгоритм цик-

лической прогонки разделили на 3 части, каждая из 

которых соответствовала отдельному ядру. Послед-

ний позволяет выделить следующие части: опреде-

ление прогоночных коэффициентов, нахождение 

значений промежуточных сеточных функций и вы-

числение значений искомых сеточных функций. В 

результате такого подхода удалось снизить требова-
ния к памяти GPU, уменьшить объём пересылаемых 

и хранимых данных относительно объёма произво-

димых вычислений на 3×M×N. В этом случае алго-

ритм 1 можно представить следующим образом: 

1. Задание характеристик ядра. Передача дан-

ных на GPU (a, b, c, d ∈ RM). 
2. Вызов ядра. Вычисление прогоночных коэф-

фициентов αi,
 βi,

 γi (4
 , 5).  

3. Освобождение памяти GPU от a,b,c,d. 

4. Вызов ядра. Нахождение векторов значений 

промежуточных сеточных функций u, v (6 , 7). 

5. Освобождение памяти GPU от векторов α, β, γ. 
Передача векторов значений промежуточных 

сеточных функций u, v на ЦПУ. 

6. Вычисление y0 на ЦПУ (8). Передача их на 

GPU. 
7. Вызов ядра. Определение искомого вектора 

значений y и пересылка его на ЦПУ(3). 

При этом наличие пунктов 6,7 отличает предло-

женный алгоритм от алгоритма обычной прогонки и 

обеспечивает возможность решения сеточных урав-

нений неявных разностных схем с циклическими 

граничными условиями.  

Далее представлен фрагмент программы, содер-

жащий ядро для определения прогоночных коэффи-

циентов в соответствии с алгоритмом циклической 

прогонки (п. 2 из описания алгоритма). 
 

//Ядро выполняется на N нитях параллельно 
__global__ void pr ( float * a, float* b, float* c, float* d, 
float* alfa, float* betta, float* gamma,int m, int n) 
 
{ 
float zn=0.0f;   
 

//Глобальный индекс нити 
 

int idx=(blockIdx.x*blockDim.x) + threadIdx.x; 
 

//Определение прогоночных коэффициентов α,β,γ  
 

 alfa[idx+n]=b[idx+n]/c[idx+n]; 
   betta[idx+n]=d[idx+n]/c[idx+n]; 
   gamma[idx+n]=a[idx+n]/c[idx+n]; 
 

  for (int i=2; i<m-1; i++) 
    { 
      zn=c[idx+n*i]-a[idx+n*i]*alfa[idx+n*(i-1)]; 

      alfa[idx+n*i]=b[idx+n*i]/zn; 
      betta[idx+n*i]=(d[idx+n*i]+a[idx+n*i]*betta[idx+n*(i-
1)])/zn; 
      gamma[idx+n*i]=a[idx+n*i]*gamma[idx+n*(i-1)]/zn;  
   }       
       

 } 
 

Ядра, определяющие значения промежуточных 

(п. 4 алгоритма) и искомых сеточных функций (п. 7 

алгоритма), реализованы в соответствии с формулами 

(8) – (9) аналогично. Реализации данного алгоритма 

были выполнены с использованием глобальной и 

разделяемой памяти GPU и позволили значительно 

повысить скорость выполнения вычислений без до-

полнительных изменений и в алгоритме, и в структу-

ре программы. Оптимизация работы с глобальной 

памятью производилась путём объединения несколь-
ких запросов в один (coalescing). Её эффективность 

далее будет подтверждена экспериментально.  

Предварительная оценка прироста производи-

тельности при реализации алгоритма с использовани-

ем GPU позволяет говорить о целесообразности его 

разработки. Так, общее количество арифметических 

операций (не делая различия между ними) для при-

меняемого метода составляет ≈2×14×N×M [14] для 
двумерной сеточной области. Благодаря широкому 

использованию укрупнённого (массивного) вектор-

ного параллелизма, характерного для технологии 

CUDA, предложенная реализация в случае, если бы 
ограничения на объём используемой памяти были 

сняты, позволила бы ускорить вычисления в N – tload 

раз при выполнении прогонок по строкам и M – tload, 

где tload – время пересылки данных на GPU. Учитывая 

организацию вычислений на GPU, естественно пред-

положить, что время вычислений на GPU до некото-

рого момента будет больше времени вычислений на 

ЦПУ вследствие превышения времени пересылки 

данных над временем выполнения вычислений. Да-

лее произойдёт прирост производительности.  

3. Алгоритм циклической прогонки 

для двух GPU 

Для использования нескольких GPU на одном 

вычислительном узле для выполнения вычислений 

необходимо одновременно запустить несколько по-

токов ЦПУ. Каждый из них выделит данные, обра-

батываемые им, и выберет GPU для вычислений. 

Передача данных потокам ЦПУ реализуется средст-
вами OpenMP [16]. На рис. 1 представлена схема 

вычислений по алгоритму.  

В общем, описание алгоритма 2 можно предста-

вить следующим образом:  

1. Средствами OpenMP запускается два потока. 

Из двух запущенных потоков поток 0 выби-

рает GPU 0, поток 1 выбирает GPU 1.  

2. Каждый GPU производит вычисления по ал-

горитму для половины строк, т.е первый об-

рабатывает строки с 1 по N/2, второй – с 

N/2+1 по N. При этом каждый GPU выделяет 
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и освобождает память под выбранные дан-

ные, вызывает ядра определения прогоноч-

ных коэффициентов (4) – (5), нахождения 

значений промежуточных (6) – (8) и значений 

искомых сеточных функций (3).  

 

Рис. 1. Поток 0 и GPU 0 выполняют вычисления для 
строк с 1 по N/2, поток 1 и GPU 1 – для строк N/2+1 по N 

при циклических прогонках по строкам 

Аналогично организуются циклические прогонки 

по столбцам. Обмен данными между GPU не требуется. 

В этом случае объём вычислений на каждом 

GPU составит ≈ 14×N×M. Таким образом, организа-
ция вычислений позволит рассматривать сеточные 

области с большими значениями N при циклических 

прогонках по строкам и больших значениях M при 
прогонках по столбцам. В данном случае предвари-

тельная оценка производительности предполагает 

прирост в 2 раза относительно алгоритма, рассмот-

ренного выше.  

4. Вычислительные эксперименты 

Для подтверждения эффективности предложен-
ных алгоритмов авторами были проведены вычис-

лительные эксперименты, связанные с решением 

классической неявной разностной схемы двумерной 

задачи теплопроводности методом покоординатного 

расщепления. При этом размеры рассматриваемой 

сеточной области (M×N) обусловлены ограничения-

ми на память GPU. К тому же при выборе M учиты-

валась необходимость полной или близкой к полной 

загрузки каждой нити. 

Исследования алгоритмов проводились на гиб-

ридной вычислительной системе с двумя видеокар-

тами GeForce GTX 470, CPU Intel Core 2 Duo E8500 

3,16 ГГц, операционной системой Microsoft Win-

dows XP с установленным драйвером NVIDIA CUDA 

Version 2.3. Обмен данными между потоками ЦПУ 

реализуется средствами OpenMP, между памятью 

GPU и ЦПУ – осуществляется соответствующими 

функциями CUDA Runtime API [17] через PCI-Ex-

press ×16, скорость передачи которого 4 Гб/с. Пред-

ложенные алгоритмы реализованы средствами про-
граммного пакета Microsoft Visual Studio 2008.  

Одним из возможных способов повышения ско-

рости выполнения вычислительного процесса являет-

ся оптимизация работы с глобальной памятью, кото-

рая позволяет хранить большие объёмы данных для 

обработки ядрами и сохраняет свои значения между 

вызовами ядер. При работе с глобальной памятью, 

обладающей высокой латентностью, для повышения 

скорости доступа к ней очень важной является воз-

можность объединения нескольких запросов. Распо-

ложим последовательно элементы векторов, необхо-
димых каждой нити в некоторый момент. Например, 

для вектора коэффициентов а, расположенных под 

главной диагональю исходной трёхдиагональной 

матрицы коэффициентов, порядок следования эле-

ментов будет следующим a10,
 a20,

 ,…,aN0, 
 …; a11,

 a21,…,aN1,…,a1M, a2M,… ,aNM , где первый ин-

декс соответствует номеру строки (системы) при 

прогонках по строкам (номеру столбца при прогон-

ках по столбцам), второй индекс – номеру уравне-

ния в системе.  

На рис. 2 приведены графики ускорений вычис-

лительных процессов, порождённых алгоритмом 1, с 
оптимизацией доступа к памяти и без неё. Выбран-

ный диапазон изменения значений N определяется 

ограничением на GPU для M = 500. 

 
Рис. 2. Зависимость ускорения вычислительного процесса, 

выполненного на GPU, относительно выполнения его 
на ЦПУ от размеров сеточной области M=500 

(непрерывная линия – после выполнения оптимизации 
доступа к памяти, штрихпунктирная – доступ  

к памяти не оптимизирован) 

Из графиков видно, что имеет место общая тен-

денция роста ускорения с увеличением N, что объяс-

няется параллельностью исполнения вычислитель-

ных операций. При этом ускорение меньше 1 свиде-
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тельствует о том, что для соответствующих значений 

N время пересылки данных превышает время выпол-

нения вычислительного процесса. Предложенная ор-

ганизация хранения данных заметно сказалась на 

скорости вычислений (в 4 раза).  

Далее авторами исследовалась зависимость ус-

корения вычислительного процесса, выполненного 

на одном GPU, относительно выполнения его на 

ЦПУ от размеров сеточной области. Загрузка каж-

дой нити определялась значением M, число нитей – 

значением N. 
Результаты исследований представлены на рис. 3. 

 

Рис. 3. Зависимость ускорения реализации алгоритма 
на GPU от размеров сеточной области  

Результаты, представленные на графиках, свиде-

тельствуют о том, что сначала рост скорости вычис-
лений зависит и от M, и от N. Однако по достижении 

некоторого значения M = 7680 изменения скорости 

вычислений в основном связаны с изменением N. 

Следовательно, можно говорить о зависимости ско-

рости вычислений от объёма вычислений, произво-

димых каждой нитью ядра и всеми нитями вместе. 

При этом зависимость ускорения от M можно про-

следить, скорее всего, до того момента, пока нить не 

окажется полностью загруженной.  

Продолжая исследовать зависимость ускорения от 

размеров сеточной области, были рассмотрены слу-
чаи, когда значения N фиксировались, а M изменя-

лись. На рис. 4 показаны графики этих зависимостей.  

 

Рис. 4. Зависимость ускорения реализации алгоритма 
на GPU от размеров сеточной области 

Из графиков видно, что до некоторого момента 

происходит рост ускорения, это связано с ростом за-

грузки нити. Как уже говорилось ранее, ускорение 

менее 1 объясняется превышением времени пере-

сылки данных на GPU над временем выполнения 

вычислений. Сравнивая графики рис. 3 и 4, можно 

сделать вывод: ускорение выше для сеточных об-

ластей, размеры которых характеризуются больши-

ми значениями N по сравнению с M. Это объясняет-

ся тем, что, обеспечив полную или близкую к пол-

ной загрузку нити, на скорость вычислительного 
процесса можно влиять только изменяя N.  

Исследования зависимостей ускорения вычисли-

тельного процесса, порождённого алгоритмом цик-

лической прогонки, выполненного на двух GPU, от 

размеров сеточной области привели к результатам, 

аналогичным выполнению соответствующих вы-

числений на одном GPU. В этом случае рост уско-

рения также отмечался с ростом объёма производи-

мых вычислений. А когда нить оказывалась полно-

стью загруженной, рост ускорения происходил с 

увеличением N. 
Графики, представленные на рис. 5, позволяют 

сравнить ускорения вычислительных процессов, по-

рождённых алгоритмом циклической прогонки и 

выполненных на одном и двух GPU. 

 
Рис. 5. Зависимость ускорения реализации алгоритма 
циклической прогонки от размеров сеточной области 

Сначала ускорение вычислительного процесса, 

выполняемого на одном GPU, выше, чем выполняе-

мого на двух GPU. Это объясняется тем, что время 

распределения данных превышает время их обработ-

ки в случае проведения расчётов на двух GPU. Начи-

ная с N = 7680, ускорение вычислительного процесса, 

выполненного на двух GPU, становится больше. При 

этом заметно увеличение разницы между ними с рос-
том N. Т.е. использование двух GPU становится целе-

сообразным с N = 7680. Для заданного диапазона раз-

ница значений ускорений составила 1,3 раза. 

Предложенные реализации на одном и двух GPU 

алгоритма циклической прогонки позволили значи-

тельно уменьшить время выполнения вычислений 

несмотря на то, что прямые методы с узкой лентой 

эффективно не векторизуются [18]. В случае, когда 

размеры сеточной области превышают ограничения 

на память GPU, следует применять так называемые 
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гибридные алгоритмы, позволяющие провести де-

композицию одной системы или сократить число 

систем, решаемых одной нитью [19]. 

Заключение 

В настоящей работе предложены реализации алго-
ритмов циклической прогонки для выполнения поро-

ждённого ими вычислительного процесса на гетеро-

генной вычислительной системе, состоящей из одного 

ЦПУ и двух графических вычислительных устройств. 

Проведены исследования зависимости ускорения вы-

полнения вычислительного процесса от загрузки каж-

дой нити и их количества. Полученные в результате 

проведённых вычислительных экспериментов ускоре-

ния позволяют говорить об эффективности алгорит-

мов. Максимальное ускорение равно 6. Интерес, по 

мнению авторов, представляют исследования, связан-

ные с реализацией алгоритма с применением несколь-
ких вычислительных узлов с несколькими GPU.   
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Abstract  

The algorithms using cyclic sweep using CUDA technology to implement in one and two graphical 

computing devices. Of computational experiments have demonstrated the effectiveness of the approach. 
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